matematix.pl

MATURA Z MATEMATYKI - MATURA ROZSZERZONA

ROZWIAZANIA

Petne rozwiazania krok po kroku

Petne rozwigzania krok po kroku wszystkich zadan treningowych: rozpoznanie
metody, obliczenia, odpowiedz, typowe btedy i schemat punktowania.

20 200 100%

kluczy zadan treningowych Z rozwigzaniami

Analiza: majowe arkusze CKE 2020-2026 (7 arkuszy: Formuta 2015 i Formuta 2023), poziom rozszerzony. Zadania
treningowe sa autorskie i odwzorowuja typy umiejetnosci — nie sg kopiami zadan CKE.
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PRO1 Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna

/* Dziedzina — wspodlna podstawa lub podstawienie — poréwnanie (podstawa < 1 odwraca znak).

@D oorowiepz krOTKA 0-2 pkt

Rozwigz réwnanie 4% = 871,

ROZWIAZANIE
1.22=2%3592=83z-3=z=3
Odpowiedz: ¢ = 3

m ODPOWIEDZ KROTKA 0-2 pkt

Rozwiaz réwnanie logy(z — 1) + logy(z + 1) = 3.

ROZWIAZANIE
1. Dziedzina: > 1.
2.logy (& —1)(x+1)) =83=>22-1=8=>z =23
3. Z dziedziny = 3.

Odpowiedz: ¢ = 3

CED oorowiepz kROTKA 0-2 pkt

201
Rozwigz nieréwnosé (%) RN 4

ROZWIAZANIE
1.37(22-1) 5 33 podstawa 3 > 1, wiec 2z +1>3 =z < —1.
Odpowiedz z € (—o0, —1)

I { R OTWARTE 0-2 pkt

Rozwiaz nieréwnos¢ log 1 (z—2)>-3.

ROZWIAZANIE
1. Dziedzina: x > 2.
2. -3 = log% 8; podstawa % < 1 — funkcja malejaca, wiecx —2 < 8, czyliz < 10.
3. Z dziedzina: z € (2,10].
Odpowiedz: z € (2, 10]
Schemat punktowania:
o 1 pkt — dziedzina i zapis —3 = log% 8,
e 2 pkt — poprawny zbiér (2, 10] (ze zmiana zwrotu).
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€D orwarte 0-2 pkt

Mase substancji (w gramach) po t dobach opisuje wzér m(t) =5 - 0,8 ¢ Oblicz, po ilu petnych dobach masa
substancji po raz pierwszy bedzie mniejsza od 1 grama.

ROZWIAZANIE
1.5.0,8° <1 < 0,8° < 0,2
2.0,87 ~ 0,2097 > 0,2, 0,88 ~ 0,1678 < 0,2.

3. (Albo: t > }zggzz ~ '7,21.) Po 8 petnych dobach.

Odpowiedz: po 8 dobach

Schemat punktowania:
o 1 pkt— nieréwnosc 0,8% < 0,2 (lub obliczenie m(7) i m(8)),
e 2 pkt — odpowiedz: po 8 dobach.

{3 OTWARTE 0-2 pkt

Temperatura kawy (w °C) po ¢ minutach jest réwna T'(t) = 20 + 60 - k*. Po 10 minutach kawa ma 50°C. Oblicz
temperature kawy po 20 minutach.

ROZWIAZANIE
1.20 + 60k = 50 = k0 = 7.
2.T(20) =20+ 60 - (k°)* =20 +60- 1 = 35.
Odpowiedz: 35°C
Schemat punktowania:

« 1 pkt — obliczenie k1 = %
» 2pkt—T(20) = 35°C.

CTE) o 0-3 plet

a+3
Wykaz, ze jezelilogy 3 = a, to logs 24 = )
ykaz, ze jezeli logg a, to logg a1

ROZWIAZANIE
log, 24

].Og26
2.1og, 24 =logy(8:3) =3 +a,log, 6 =log,(2:3) =1+a.
a+3

N
a+1

1. Zmiana podstawy na 2: logg 24 =

3. Stad logg 24 =

Odpowiedz: dowdd

Schemat punktowania:
e 1 pkt — zamiana na logarytmy o podstawie 2,
e 2 pkt — zapis licznika 3 4+ a i mianownika 1 + a,
e 3 pkt — petne uzasadnienie.
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L AR OTWARTE

Rozwigz réwnanie 9* —4-3* +3 = 0.

ROZWIAZANIE
1.6=3">0¢"-4+3=0=>¢t=1lubt=3
2.3 =1=22=03"=3=>z=1

Odpowiedz = € {0,1}

Schemat punktowania:
e 1 pkt — podstawienie t = 3% i rownanie kwadratowe,
e 2pkt—t=1t=3
e 3pkt—axz=0iz=1

IR0 OTWARTE

Rozwiaz nieréwnos¢ log, « + log,y(z — 2) < 3.

ROZWIAZANIE
1. Dziedzina: ¢ > 2.
2. log, (z(z — 2)) < log, 8 podstawa2 > 1:z? — 2z — 8 < 0.
3.(x—4)(z+2) < 0=z € (—2,4). Z dziedzing: = € (2,4).
Odpowiedz: x € (2,4)
Schemat punktowania:
o 1 pkt — dziedzina & > 2,
o 2 pkt — nieréwnos¢ £2 — 2z — 8 < 0 i jej rozwigzanie,
o 3 pkt — zbiér (2,4).

LU0 OTWARTE

Rozwiaz réwnanie logy(z2 — 1) = 2 + log,(z — 1).

ROZWIAZANIE
1. Dziedzina: 22 —1>0iz —1> 0, czyliz > 1.
2. logy(z® —1) =logy (4(z —1)) =2’ —1=4z—4=>2—4z+3=0.
3.2 =1lubz = 3; £ = 1 nie nalezy do dziedziny. Odpowiedz: & = 3.
Odpowiedz: ¢ = 3

Wskazoéwka: Kto nie wyznaczy dziedziny, poda dwa rozwigzania i straci punkt.

Schemat punktowania:
e 1 pkt — dziedzina,
e 2 pkt — réwnanie 22 — 4z +3 = 0,
e 3 pkt— odrzucenie & = 1 i odpowiedz & = 3.
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PRO2 Dowody algebraiczne i nieré6wnosci

/% Wszystko na jedna strone — rozktad z (a — b)2 — znak kazdego czynnika — wniosek.

CUXD orwarte x 0-2 pkt

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych @ i b prawdziwa jest nieréwnosé a? + b? > 2ab.

ROZWIAZANIE
1.a? 4+ b% — 2ab = (a — b)? > 0, wiec a? + b% > 2ab. Réwnos¢ tylko dlaa = b. H
Odpowiedz: dowéd
Schemat punktowania:
o 1 pkt — zapis a® + b? — 2ab = (a — b)?,
e 2 pkt — wniosek z nieujemnosci kwadratu.

CUIXY orwarte 0-2 pkt

1
Wykaz, ze dla kazdej liczby dodatniej z prawdziwa jest nieréwnos$é¢ & + — > 2.
T

ROZWIAZANIE
1.Mnozymy przezz > 0: 22 +1> 2z <= 2?2 —22+1>0 <= (¢ —1)? > 0— prawda. B
Odpowiedz: dowod
Schemat punktowania:

e 1 pkt — pomnozenie przez € > 0 z komentarzem,
* 2 pkt— postac¢ (z — 1)% > 0 i wniosek.

@QIE) orwarte #x 0-3 pkt

1 1
Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich @ i b prawdziwa jest nieréwnos¢ (a + b) (— + 3) >4
a

ROZWIAZANIE
1.Wymnazamy:1+ %+ 2 41=2+4+2 42
2.Zzadania2 (dlaz = ¢ > 0): § + % > 2.

3. Zatem lewa strona > 4. Bl (Réwnoé¢ dlaa = b))

Odpowiedz: dowéd

Schemat punktowania:
¢ 1 pkt — wymnozenie nawiaséw,
. —b)?
* 2 pkt — uzasadnienie ¢ + % > 2 (np. % > 0),

e 3 pkt — wniosek.
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Ly R OTWARTE 0-3 pkt

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej & prawdziwa jest nieréwnos¢ * — 4z + 3 > 0.

ROZWIAZANIE
1. ¢ = 1jest pierwiastkiem: 1 — 4 4+ 3 = 0. Dzielimy: 2* — 4z + 3 = (¢ — 1)(® + 2% + = — 3).
2.znéwz = Lz® + 22+ — 3 = (z — 1)(2? + 2z + 3). Zatem z* — 4z + 3 = (z — 1)%(2? + 2z + 3).
3.(x—1)2>0orazz? +2x+3 = (z +1)2 +2 > 0, wieciloczyn > 0. W
Odpowiedz: dowéd
Schemat punktowania:
¢ 1 pkt — zauwazenie pierwiastka & = 1 i podzielenie wielomianu,
o 2 pkt— rozktad (z — 1)%(z2 + 2z + 3),

¢ 3 pkt — uzasadnienie znakéw obu czynnikow.

XX orwarte 0-3 pkt

Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b prawdziwa jest nieréwnoé¢ a® + b > a2b + ab?.

ROZWIAZANIE
1.a% + b3 — a?b — ab? = a%(a — b) — b%(a — b) = (a — b)(a? — b?) = (a — b)%(a + b).
2.(a—b)? > 0ia+b> 0, wiec wyrazenie jest nieujemne. l
Odpowiedz: dowéd
Schemat punktowania:
¢ 1 pkt — przeniesienie i pogrupowanie wyrazéw,
e 2 pkt— rozktad (a — b)%(a + b),
e 3 pkt — uzasadnienie znaku i wniosek.

4 (I PX 3 OTWARTE 0-3 pkt

Liczby rzeczywiste a i b spetniaja warunki @ + b = 2 oraz a® + b? < 2. Wykaz, zea = b = 1.

ROZWIAZANIE
1. (@ — b)? = 2(a® + b?) — (a + b)? (sprawdz, wymnazajac).
2.Zatem (@ —b)2<2-2—-4=0.
3. Kwadrat jest nieujemny, wiec (@ —b)2=0=a=b aza+b=2a=b=11
Odpowiedz: dowéd
Schemat punktowania:
* 1 pkt — zapis tozsamosci (@ — b)2 = 2(a? + b%) — (a + b)? lub obliczenie ab > 1,
e 2 pkt — wniosek (a — b)2 < 0,
e 3pkt—a=b=1.
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CIXD orware 0-3 pkt

Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b prawdziwa jest nieréwnoé¢ (a + b)3 > 4ab(a + b).

ROZWIAZANIE
1. (a+b)® — 4ab(a + b) = (a + b)[(a + b)? — 4ab] = (a + b)(a — b)~
2.a+b>0i(a—b)?% > 0, wiec roznica jest nieujemna. l
Odpowiedz: dowod
Schemat punktowania:
* 1 pkt — wylaczenie (a + b) przed nawias,
o 2 pkt — zapis (a + b)? — 4ab = (a — b)?,

e 3 pkt — uzasadnienie i wniosek.

YR OTWARTE 0-3 pkt

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych @, b, ¢ prawdziwa jest nierownoé¢ a? + b* + ¢ > ab + be + ca.

ROZWIAZANIE
1. Mnozymy przez 2: 2a? + 2b% + 2¢® — 2ab — 2bc — 2ca > 0.
2. Lewa strona to (@ — b)2 + (b — ¢)? + (c — a)? — suma kwadratéw, wiec jest > 0.1
Odpowiedz: dowod
Schemat punktowania:
e 1 pkt — pomnozenie przez 2 i przeniesienie wyrazow,
e 2 pkt — zapis w postaci sumy trzech kwadratow,
e 3 pkt — wniosek.

Ly Rl OTWARTE 0-3 pkt

Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej 1 liczba n® — n jest podzielna przez 30.

ROZWIAZANIE
1.n% —n =n(n* - 1) = n(n?® — 1)(n? +1). Zapisuemyn? + 1 = (n? — 4) + 5:
2.n% —n=(n-2)(n-1)n(n+1)(n+2)+5n—1)n(n+1).
3. Pierwszy sktadnik — iloczyn pieciu kolejnych liczb catkowitych — dzieli sie przez 2, 3 i 5, wiec przez 30.
4. Drugi: (n — 1)n(n + 1) dzieli sie przez 6, wiec 5 - (n — 1)n(n + 1) przez 30. Suma dzieli sie przez 30. B
Odpowiedz: dowdd
Schemat punktowania:
* 1 pkt— rozktad n(n — 1)(n + 1)(n? + 1),
e 2 pkt — uzasadnienie podzielnosci przez 6 i przez § (np. rozbicie n? + 1 = ('n,2 — 4) + 5 lub reszty z dzielenia przez 5),
e 3 pkt — petny wniosek.
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PR OTWARTE 0-3 pkt

1 1
Liczby dodatnie a i b spetniaja warunek @ + b = 1. Wykaz, ze ab < % oraz (1 + —) (1 + —) > 9.
a

ROZWIAZANIE
2 )2
1.%—ab=%—ab=%ZO,wiecabS%.

1 1) _ 1,1 1 _ +b 1 _ 2
2(1+3)(A+3)=14+1+3+5=14+42 4 =14+ 2.
3. Skor00<ab§%,to%28ica+ewyra2enie29.l

Odpowiedz: dowéd

Schemat punktowania:
e 1 pkt — wykazanie ab < %,
e 2 pkt — przeksztatcenie do postaci 1 + %,
e 3 pkt — wniosek > 9.
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PRO3 Wartos¢ bezwzgledna — réwnania i nierownosci

/" Miejsca zerowe pod modutami — przedziaty — rozwigzanie n przedziat — suma.

@CIEED oorowiepz krOTKA *

Rozwigz réwnanie |2z — 3| = 5.

ROZWIAZANIE
1.20—-3=5=>c=4lub2xc -3 =-5=2=—1.
Odpowiedz: z = —1lubz =4

m ODPOWIEDZ KROTKA %

Rozwiaz réwnanie | + 1| + |z — 3| = 4.

ROZWIAZANIE
1. Suma odlegtosci ¢ od —1i od 3 jest rbwna 4 — dokfadnie dtugosci odcinka [—1, 3].

2. Kazdy z € [—1, 3] spetnia réwnanie; poza odcinkiem suma jest wieksza.

Odpowiedz: z € [—1, 3]

m OTWARTE %k

Rozwiaz nieréwnos¢ |¢ — 2| < 2z + 1.

ROZWIAZANIE
l.z>2xz—2<2x+1= x> —3— caly przedziat [2, 00).
2x<22-z<2z+1=z>31—(3,2).
3. Suma: (%, oo)
Odpowiedz: x € (%, +oo)
Schemat punktowania:

e 1 pkt — rozwigzanie w jednym z przypadkow,
e 2 pkt — poprawny zbior.

I JIUERY OTWARTE *k

Rozwiaz nierownos¢ |z + 2| — |z — 1| > 1.

ROZWIAZANIE
le<—-2—(x+4+2)—(1—2)=-3>1—sprzecznos¢.
22<z<l(z+2)-(1-z)=2x+1>1=2>0-][0,1).
33221l (z+2)—(z—1)=3>1—caly[1,00).

4. Suma: [0, 00).
Odpowiedz: z € [0, +00)
Schemat punktowania:
e 1 pkt — podziat na przedziaty i jeden przypadek,
e 2 pkt — dwa przypadki,
* 3 pkt — poprawny zbiér [0, 00).
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[ PR03.5 JECLANINI: 0-4 pkt

Rozwiaz nieréwno$¢ |z — 1| + 2|z + 2| > 7.

ROZWIAZANIE
lLe<-2(1-2z)-2=+2)=-3z-3>7T=>z< -3
2. 2<z<l(l—-z)+2(z+2)=2+5>7= > 2— brakw przedziale.
33z>2l(z—-1)4+2=z+2)=3z+3>7T=z> %.

4. Suma: (—oo, —%) U (%,oo).

Odpowiedz: € (—oo, —%) U (%, —i—oo)

Schemat punktowania:
e 1 pkt — przedziaty i jeden przypadek,
e 2 pkt — dwa przypadki,
e 3 pkt — trzy przypadki,
e 4 pkt — poprawna suma.

LU ENY OTWARTE 0-3 pkt

Rozwigz nieréwnoéé¢ Va2 — 6z +9 + 2z < 9.

ROZWIAZANIE
1.Va2—6z+9=+/(x—3)2=|z—3|
2223 x—-34+2c<9=>z<4-3,4]
3.2<33—-z+2x<9=>2<6-(—00,3).
4. Suma: (—o00, 4].

Odpowiedz: € (—00,4]

Schemat punktowania:
e 1 pkt— zamiana na [z — 3|,
e 2 pkt — rozwigzanie w jednym przypadku,
e 3 pkt — poprawny zbiér.

CIH o 0-4 plet

Rozwiaz nieréwnos¢ |22 — 4| < 3z.

ROZWIAZANIE
1. Prawa strona musi by¢ dodatnia: > 0.
2x>222-4<3z=22-3z-4<0=>zc(-1,4) - [2,4).
30<z<24—-22<3z=>22+3z—-4>0=>z2< —4lubz>1-(1,2)
4. Suma: (1, 4).
Odpowiedz: ¢ € (1,4)
Schemat punktowania:
e 1 pkt — rozpatrzenie przypadku 22 — 4 > 0 lub zapis —3z < 22 — 4 < 3z,
e 2 pkt — rozwiazanie jednej z nierdwnosci kwadratowych,
e 3 pkt — rozwigzanie obu,

4 pkt — poprawny zbiér (1,4).
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LU ER: S OTWARTE

Wyznacz liczbe rozwigzan réwnania |ar:2 = 4a:| = m w zaleznosci od parametru m.

ROZWIAZANIE

0-4 pkt

1. Wykres y = |a;2 — 4g|: parabolay = x2 — 4z (miejsca zerowe 0 i 4, wierzchotek (2, —4)) z czeécia pod osia

odbita do géry — ,garb” o wierzchotku (2, 4).

2. Prosta y = m: dla m < 0 — brak punktéw wspélnych;m =0 —dwa (z =0,z = 4); 0 < m < 4 — cztery.

3. m = 4 — trzy (wierzchotek garbu i dwa na ramionach); m > 4 — dwa.

Odpowiedzm < 0:0,m=0:20<m<44m=4:3,m> 42

Schemat punktowania:
o 1 pkt— szkic wykresu y = |z2 — 4z|,
e 2 pkt — poprawne przypadkim < 0im =0,
e 3 pkt — przypadek 0 < m < 4,
e 4 pkt—przypadkim =4im > 4.

L UER] OTWARTE

Rozwiaz réwnanie |z — 1| = |2z + 4|.

ROZWIAZANIE
1. |a|=1b| < a="bluba=—b

x—1=2z4+4=2=-5zrz—1=-2r—4=z2=

I

3. Sprawdzenie: | — 6| = | — 6], | — 2| = |2| .
Odpowiedz: & = —5lubz = —1

Schemat punktowania:
e 1 pkt — zapis dwoch przypadkow,
e 2 pkt — oba rozwiazania.

L UER0E OTWARTE

Rozwiaz réwnanie |z + 3| + |z — 2| = 3z + 1.

ROZWIAZANIE

le<-3-2z—-1=3z+1=z= —% — poza przedziatem.

2.—3§w<2:5=3w+1=>w=%\/.

3.2 >22x+1=3x+ 1= x = 0— poza przedziatem.
C e 4
4. Odpowiedz: ¢ = 3.
s 4
Odpowiedz: ¢ = 3
Schemat punktowania:
e 1 pkt — podziat na przedziaty i jeden przypadek,
e 2 pkt — wszystkie przypadki,
¢ 3 pkt — odrzucenie rozwiazan spoza przedziatow i odpowiedz.
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PRO4 Wielomiany i nieré6wnosci wymierne

/' Pierwiastek z dzielnikéw wyrazu wolnego — Horner — wezyk. Utamki: wsp6lny mianownik, nie mnozy¢!

;LYK ODPOWIEDZ KROTKA * 0-2 pkt

Oblicz reszte z dzielenia wielomianu W (z) = 23 — 22% + 3z — 5 przez dwumian z — 2.

ROZWIAZANIE
1. Z twierdzenia Bézouta resztato W(2) =8 —8+6 —5=1.
Odpowiedz: 1

(%3 ODPOWIEDZ KROTKA * 0-2 pkt

Wyznacz m, dla ktérego liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu W (z) = z* + mz? — 4z + 4.

ROZWIAZANIE
1.W2)=8+4m —-8+4=4m+4=0=>m=—1

Odpowiedz: m = —1

U OTWARTE *k 0-3 pkt

Rozwigz nieréwnos¢ 23 —322 —42x+12>0.

ROZWIAZANIE
1. Grupowanie: z2(z — 3) — 4(z — 3) = (z — 3)(z — 2)(z + 2).
2. Pierwiastki —2, 2, 3; wezyk od prawej nad osia.
3.W(z) > 0dlaz € [-2,2] U [3,00).
Odpowiedz z € [—2,2] U [3, +00)
Schemat punktowania:
e 1 pkt — rozktad na czynniki,
e 2 pkt — pierwiastki i szkic,
e 3 pkt — zbiér rozwigzan.

[ LUV W) OTWARTE *% 0-3 pkt

Rozwiaz réwnanie 23 — 322 — 3z +2 = 0.

ROZWIAZANIE
1. Kandydaci: £1, £2, :I:%. W(2) =16—-12—-6+2=0.
2.Horner: 2% — 322 — 3z +2 = (z —2)(222 +z — 1) = (z — 2)(2z — 1)(z + 1).
3. Rozwigzania: 2, %, -1
Odpowiedz: z € {—1, %, 2}
Schemat punktowania:
e 1 pkt — znalezienie pierwiastka,
e 2 pkt — podzielenie i trojmian 222 + z — 1,
e 3 pkt — wszystkie rozwigzania.
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LR OTWARTE 0-3 pkt

Rozwigz nierownos¢

€r —

ROZWIAZANIE

iedzina: 24l 9 _ z41-2244 _ 5—=z
1. Dziedzina: ¢ # 2. 255 — 2 = S22 = 22 > (.

2. <= b—2z)(z—2)20iz#2 < (z—-5)(z—2) <0,z #2
3.z € (2,5
Odpowiedz: & € (2, 5]

Schemat punktowania:
¢ 1 pkt — sprowadzenie do postaci % >0
e 2 pkt — zamiana na nierébwnosc iloczynowa z dziedzing,
* 3 pkt — zbior (2, 5].

LN OTWARTE 0-4 pkt

2

z—1.

Rozwigz nieréwnos¢
T+

ROZWIAZANIE

s z2—1—(z—1)(z+3) 22-1-22—2243 __ 22z
1. Dziedzina:z # —3. —— 5~ < 0= 3 =5 <0

2. &= 23220 <= (z-1)(z+3) 20z # -3
3.2 € (—o0,—3) U1, 00).

Odpowiedz: & € (—o0, —3) U [1,400)

Schemat punktowania:
e 1 pkt — wspdlny mianownik,
; 2—2z
* 2 pkt— posta¢ =3 <0,
e 3 pkt — zamiana na iloczyn z dziedzina,

e 4 pkt — poprawny zbidr.

[0V WA OTWARTE 0-3 pkt

Wielomian W(z) = z + az?* + bz — 6 jest podzielny przez dwumiany & — 1 oraz & + 2. Wyznacz a i b oraz trzeci
pierwiastek tego wielomianu.

ROZWIAZANIE
1.W1)=14+a+b—-6=0=a+b=05.
2W(-2)=-8+4a—2b—-6=0=2a—-b=T.
3.Dodajagc:3a=12=a=4b=1
4 W(z)=a3+422+2—6 = (z —1)(z + 2)(x + 3) — trzeci pierwiastek —3.
Odpowiedz: @ = 4, b = 1, trzeci pierwiastek —3
Schemat punktowania:
e 1 pkt — uktad réwnan z Bézouta,
e 2pkt—a=4,b=1,
e 3 pkt — trzeci pierwiastek —3.
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IR OTWARTE 0-3 pkt

Reszta z dzielenia wielomianu W () przez & — 1 jest réwna 3, a przez & + 2 jest réwna —3. Wyznacz reszte z
dzielenia W(z) przez (z — 1)(z + 2).

ROZWIAZANIE
1. W(z) = (z—1)(x+2)Q(x) + ax + b.
2W(1)=a+b=3W(-2)=—-2a+b=-3.
33a=6=a=2b=1R(z)=2z+1
Odpowiedz R(z) = 2z + 1
Schemat punktowania:
e 1 pkt — zapis reszty jako ax + biwarunkéw W(1) = 3, W(-2) = -3,
e 2 pkt — rozwigzanie uktadu,
o 3pkt— R(z) =2z +1.

[ SOV OTWARTE 0-3 pkt

Wyznacz wszystkie wartoéci m, dla ktérych wielomian W (z) = z* — 3¢ + m ma pierwiastek podwajny.

ROZWIAZANIE
1. Pierwiastek wielokrotny g spetnia W (zo) = 0i W'(z¢) = 0.
2W'(x) =322 -3=0= 29 = £1.
3W(1)=m-2=0=>m=2W=(z-1)*(z+2)W(-1)=m+2=0=>m=—-2
W= (z+1)*z—2).
Odpowiedz: m = —2 lub m = 2
Schemat punktowania:
o 1 pkt — warunek W(zo) = W'(zo) = 0 (lub zapis W = (z — p)*(z — q)).
e 2pkt—zg==+1,
e 3pkt—m=2im=-2.

LGNl OTWARTE 0-3 pkt

Rozwigz nieréwnoé¢ ¢ — 5z2 + 4 < 0.

ROZWIAZANIE
Lt=22>0t2-5t+4<0=>1<t<4
21<z? <4 1< |z <2
3.z € (—2,-1)U(1,2)

Odpowiedz: ¢ € (—2,—1) U (1,2)

Schemat punktowania:
o 1 pkt — podstawienie lub rozktad (z% — 1)(z? — 4),

o 2pkt—1< 2% <4,
e 3 pkt — poprawny zbiér.
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PRO5 Ciagi arytmetyczne i geometryczne — zadania taczone

( /7 Wszystko przez ay i T (lub érodkowy wyraz) — b%* = ac /2b = a + ¢ — réwnanie — odrzu¢ sprzeczne.

@CXED oorowiepz krOTKA * 0-2 pkt

lle ujemnych wyrazéw ma ciag @, = 3n — 7 (n > 1)?

ROZWIAZANIE
1.3n—7<0=>n< % czyline{1,2}
Odpowiedz: 2

m ODPOWIEDZ KROTKA % 0-2 pkt

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych podzielnych przez 7.

ROZWIAZANIE
1. Liczby 14,21, ...,98 — ciag arytmetyczny, 7 = 7, n = 13.
2.8 =14%8 .13 =728,

Odpowiedz: 728

X)) orwarte *x 0-3 pkt

W ciagu arytmetycznym (ay) spetnione sa warunki ag + a5 = 17 oraz ag - ag = 70. Wyznacz pierwszy wyraz i
réznice tego ciagu.

ROZWIAZANIE
1. 2a1 + 5r = 17. Oznaczmy s = a1 + %r= %;wtedya;; =8—g5.04=38+ 7.
2 2
2.a3a4=32—%=24ﬁ—%=70=>'r2=9.
3r=3a1=1r=-3a1=

—
o

Odpowiedz:ay =1, r=3luba; =16, r = -3

Schemat punktowania:
e 1 pkt— uktad réwnanzay i,
e 2 pkt — réwnanie z jedna niewiadoma T2 =09),
e 3 pkt — oba ciagi.
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LU LR OTWARTE 0-4 pkt

Trzywyrazowy cigg (a;, Y, z) jest geometryczny i rosnacy, a suma jego wyrazéw jest rowna 39. Liczby ., y, z sa —
odpowiednio — pierwszym, drugim i pigtym wyrazem pewnego ciggu arytmetycznego. Oblicz &, y, 2.

ROZWIAZANIE
l.e=ay=a+r z=a+4+4r (r #0, bo cigg rosnacy).
2.(a+7)?=a(a+4r) = r?=2ar = r = 2a.
3. Wtedy (2, ¥, 2) = (a, 3a,9a), suma 13a = 39 = a = 3.
4.(3,9,27) —rosnacy, g =3 v.
Odpowiedz:x =3, y=9, 2= 27
Schemat punktowania:
e 1 pkt — zapis wyrazoéw przeza i T,
e 2 pkt — warunek geometryczny i r = 2a,
e 3 pkt — rownanie z suma,
e Apkt—x=3,y=9 2=27

D o 0-4 plet

Ciag arytmetyczny (ay) ma réznice r # 0ia; = 2. Wyrazy a1, a2, a5 tworza (w tej kolejnosci) ciag geometryczny.
Oblicz T oraz taka liczbe m, ze suma T poczatkowych wyrazéw ciagu (@) jest réwna 200.

ROZWIAZANIE
1L2+m:=22+4r)=>r —4r=0r#£0=>r=4
2.4, =4n -2 S, = an%zz.
3.2n? = 200 = n = 10.
Odpowiedz: r = 4,n = 10
Schemat punktowania:
o 1 pkt— warunek (2 + )% = 2(2 + 4r),
o 2pkt—r =4,
e 3pkt—S, = 2n?,
e 4pkt—n =10.

L IULNY OTWARTE 0-4 pkt

Liczby a, b, ¢ tworza ciag geometryczny, a ich suma jest rowna 26. Liczby a + 1, b + 6, ¢ + 3 tworza ciag
arytmetyczny. Wyznacz a, b, c.

ROZWIAZANIE
1. Arytmetyczny: 2(b+6) =a+1+c+3=a+c=2b+8.
2.Zsuma:3b+8=26=b=6,a+ c = 20.
3. Geometryczny: ac = 36. @, c — pierwiastki t2 — 20¢ + 36 = 0: 2 18.
4.(2,6,18) - (3,12,21) v; (18,6,2) - (19,12,5) v.
Odpowiedz: (2, 6,18) lub (18, 6, 2)
Schemat punktowania:
e 1 pkt — warunek arytmetyczny,
e 2pkt—b=26,
e 3 pkt—uktad a + ¢ = 20, ac = 36,
e 4 pkt — obie trojki.
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XD orvare 0-3 pkt

n+1 > 1

Zbadaj monotoniczno$¢ cigqu @, = ————. 1 .
J q9u an mr3 "=

ROZWIAZANIE

n+2 ntl _ (n+2)(2n+3)—(n+1)(2n+5) .

T.Qn1 — Qn = 575 — 243 = (2n+5)(2n+3)

2. Licznik: 2n®2 + Tn+ 6 — (2n® + Tn+ 5) = 1.

3.Gp41 — A = > 0 — ciag rosnacy.

T E
Odpowiedz: ciag rosnacy
Schemat punktowania:
e 1 pkt — zapis roéznicy anpy1 — ap,
e 2 pkt — sprowadzenie do wspdlnego mianownika,
e 3 pkt — uzasadnienie znaku i wniosek.

[ U1R:Y) OTWARTE 0-3 pkt

Ciag (ay) jest okreslony rekurencyjnie: @) = 2, @n11 = an + 2n dlan > 1. Wyznacz wzdr ogdlny ciagu i oblicz a1.

ROZWIAZANIE
Lan=a1+2-142-24-42n-1)=2+4+2. 00 _p2_p o
2.a10 =100 - 10+ 2 = 92.
Odpowiedz: a,, = n®—n+2, ap = 92
Schemat punktowania:
e 1 pkt — zapis a,, jako sumy przyrostow,
o 2 pkt—wzc')r'n2 —n+2
e 3 pkt—ajp =92

(LRl OTWARTE 0-3 pkt

Na poczatku kazdego roku przez 10 lat wptacamy na konto 1000 zt. Oprocentowanie wynosi 5% w skali roku, odsetki
s kapitalizowane na koniec roku. Oblicz stan konta na koniec dziesigtego roku (wynik zaokraglij do grosza).

ROZWIAZANIE
1. Wptata z poczatku roku k roénie przez 11 — k lat: 1000 - 1,0511%.

2. Suma: 1000(1,05 + 1,05% + - - - + 1,05'%) = 1000 - 1,05 - 281,

3.1,05%° ~ 1,628895, wiec = 1000 - 1,05 - 12,5779 = 13 206,79 zt.
Odpowiedz: 13 206,79 zt
Schemat punktowania:
e 1 pkt — zapis sumy jako ciggu geometrycznego,
e 2 pkt — zastosowanie wzoru na sume,
e 3 pkt — wynik 13 206,79 zt.
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LU0 OTWARTE 0-3 pkt

Suma trzech poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego jest réwna 21, a ich iloczyn 216. Wyznacz te wyrazy.

ROZWIAZANIE
1. a1a203 = a,g =216 = as = 6.
2.a1 +a3 =15 a1a3 = a% = 36 — pierwiastki t> — 15t +36 = 0: 3 12.
3.(3,6,12), g = 21ub (12,6,3), ¢ = 3.
Odpowiedz: (3, 6,12) lub (12,6, 3)
Schemat punktowania:
o 1pkt—ay =6,

e 2 pkt—uktad a1 + ag = 15, a1a3 = 36,
e 3 pkt — oba ciagi.
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PR0O6 Szereg geometryczny nieskonczony

# Najpierw |g| < 1. Suma laqu. Rozwaz g dodatnie i ujemne.
UK ODPOWIEDZ KROTKA 0-2 pkt
Oblicz sume szereqgu 12 +6 +3 + ...

ROZWIAZANIE
lay=12¢q=1:5=22 =24

=
Odpowiedz: 24
U ([ W) ODPOWIEDZ KROTKA 0-2 pkt

Zapisz liczbe 0,(36) w postaci utamka nieskracalnego.

ROZWIAZANIE
1.0,(36) = =5 4 36, 4 ...= 250 =36 4

1002 1-0,01 99 11-
Odpowiedz: ﬁ
[ J: [ %J) ODPOWIEDZ KROTKA 0-2 pkt

Wyznacz wszystkie &, dla ktérych szereg 1 + (z — 1) + (z — 1)% + . .. jest zbiezny.

ROZWIAZANIE
lLg=z—-1lz—1<1 < 0<z<2
Odpowiedz: ¢ € (0,2)

4 ([ X' OTWARTE 0-3 pkt

3
Rozwigz réwnanie 1 + 2z + 422 + 8z3 + ... = 5 ktérego lewa strona jest suma szeregu geometrycznego.

ROZWIAZANIE
1.q = 2, zbieznos¢: 22| < 1 <= z € (—3,1).
1 _ 3 _ 2 _
2y =9 >1l1-"2e=5=c=
1 11
35€(-2:9) v

Odpowiedz: =

1
5

1
6
Schemat punktowania:
e 1 pkt — warunek zbieznosci,
e 2 pkt — réwnanie ﬁ = %

e 3pkt—x = % ze sprawdzeniem.
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40 NYY OTWARTE 0-3 pkt

Suma wszystkich wyrazéw nieskonczonego ciggu geometrycznego jest réwna 16, a jego pierwszy wyraz jest réwny 12.
Oblicz trzeci wyraz tego ciggu.

ROZWIAZANIE
12 __ _ 3 _ 1
203=12. L =3
Odpowiedz: a3 = 3
Schemat punktowania:

e 1 pkt — rownanie z suma,

e 2pkt—gq= %,

e 3pkt—az = %

LUK OTWARTE 0-4 pkt

NieskoAczony ciag geometryczny jest zbiezny, suma jego dwoch pierwszych wyrazow jest réwna 12, a suma
wszystkich wyrazow jest rowna 16. Wyznacz pierwszy wyraz i iloraz tego ciggu. Rozwaz wszystkie przypadki.

ROZWIAZANIE
1.a1(1+q) =12i1a—_1q =16 = a; = 16(1 — q).
2161 —q)(1+q)=12=1-¢?=3 = g==+1.
3.9= %: a; = 8(ciag 8,4,2,...),q = —%: a1 = 24 (ciag 24,—12,6,...). Oba |g| < 1 V.
Odpowiedz a; = 8, g = % luba; =24, g = —%
Schemat punktowania:
1 pkt — ukfad réwnan a1 (1 + q) = 12, 1“—_1’1 = 16,
e 2 pkt— réwnanie 1 — g% = %,
e 3pkt—gqg= :I:%,
¢ 4 pkt — oba ciagi.

U OTWARTE 0-4 pkt

Tréjkat rownoboczny T7 ma bok dtugosci a. Tréjkat Ty, 1 ma wierzchotki w srodkach bokoéw tréjkata T, Oblicz sume
obwodow oraz sume pol wszystkich trojkatéw Ty, 7o, T3, . ..

ROZWIAZANIE

- a a ; 1 . 1 _
1. Boki:@, 5, 7,... —iloraz 5. Obwody: 3a - 1= 6a.
. a3 d®V3 : 1
2. Pola: =5, =3¢~ ... —iloraz 7.
4. 0,2«/5 1 _ a2\/§
3. Suma pol: == - T~ 3

Odpowiedz: suma obwoddéw 6a, suma pdl %\/g

Schemat punktowania:
e 1 pkt —iloraz % dla bokéw,
e 2 pkt — suma obwodéw 6a,
e 3 pkt—iloraz % dla pdl,
e 4 pkt — suma pol.
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40X OTWARTE 0-4 pkt

Rozwiaz rownanie 1 — & + 22 — 23 4 - - - = 2z, ktdrego lewa strona jest suma szeregu geometrycznego.

ROZWIAZANIE

1. ¢ = —z, zbieznoé¢: |z| < 1. Suma: 1J+z

2. =222+ -1=0=c= "2V

3. _1+‘/§ ~ —1,37 —poza (—1,1). Zostaje z = ‘/§2_1 ~ 0,37.
Odpowiedz: = @

Schemat punktowania:

o 1 pkt— warunek || < 1isuma HLE

e 2 pkt — réwnanie kwadratowe,
e 3 pkt — odrzucenie jednego rozwiazania,
e 4 pkt — odpowiedz.

[ UTK]) OTWARTE 0-2 pkt

Korzystajac ze wzoru na sume szeregu geometrycznego, zapisz liczbe 2,1(6) w postaci utamka nieskracalnego.

ROZWIAZANIE
1.2,1(6) = 2,1 + 0,06 + 0,006 + ...

2.0,06+0,006+---=%:%,
1 _ 21 1 _ 63+2 _ 65 _ 13
3'2’1+E_ﬁ+E_T—W—?.

Odpowiedz: %

Schemat punktowania:
e 1 pkt — zapis czesci okresowej jako szeregu,

e 2 pkt — wynik %.

LUK OTWARTE 0-3 pkt

1 1

Funkgja f jest okreslona wzorem f(z) =1+ — + = + 4 ... dla tych z, dla ktorych szereg jest zbiezny.
B " &

23
7
Wyznacz dziedzine funkdji f i rozwiaz réwnanie f(z) = 3.
ROZWIAZANIE
1.g= 1 zbieznose: |1 <1 <= |z| > 1
1

3.5 =3=222=8z-3=2=33|>1v.

z—1

Odpowiedz: D = (—o0,—1) U (1,00), z = 3

Schemat punktowania:
* 1 pkt— dziedzina |z| > 1,
o 2 pkt—wzér f(z) = ey

e 3 pkt—x = 3 ze sprawdzeniem dziedziny.
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PRO7 Granice ciagoéw i funkgji

) . . ) 2z @3 . .
/' o ~ Najwyzsza potega; g — skro; § — znak mianownika.

@XIED oorowienz krOTKA 0-2 pkt

2
. -n
Oblicz lim —————.
n—oo 2n2 +5

ROZWIAZANIE

e

- 3-1
1. Dzielimy przez n? 2+£ —
n2

. 2.3
Odpowiedz: 5

m ODPOWIEDZ KROTKA 0-2 pkt

2 1
Oblicz lim Z—Jr
n—oo N2 4 1

ROZWIAZANIE
+

=N|"

=3

1. Stopien licznika mniejszy od stopnia mianownika:

Odpowiedz: 0

QXY orwarte 0-2 pkt
Oblicz lim (\/ n? 4 4n — n)
n—o0

ROZWIAZANIE
24 4n—n? 4in
1.vVn2+4n —n = 2= = .
+ vnl+dn+n Vnl+dnin
i 2=2
1+2+41

2. Dzielimy przez n:

Odpowiedz: 2

Schemat punktowania:
e 1 pkt — pomnozenie przez sprzezenie,

e 2 pkt — granica 2.

[ {yR.P OTWARTE 0-2 pkt

(n+1)
Oblicz lim —2-.
n—oo N 4+ 3

ROZWIAZANIE
1 (n+1) _ (n+)n _ n2in

22 2 2
n“4n 1
2 3m2t3) 7T

Odpowiedz: %

Schemat punktowania:
e 1 pkt — rozpisanie symbolu Newtona,

e 2 pkt— granica %
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I orvare 0-2 pkt

. x2-9
Oblicz lim ———.
z—3 £ — 3

ROZWIAZANIE
1.Dlaw#3:%=w+3—>6.
Odpowiedz: 6
Schemat punktowania:

e 1 pkt — rozktad i skrécenie,
e 2 pkt— granica 6.

OTWARTE 0-2 pkt
2
T r—2
Oblicz im = +F%—2
e=1- (z —1)2

ROZWIAZANIE

Lzl +z—2=(z—1)(z+2) wiecdlaz #1: &2,

2.2 — 17: licznik = 3 > 0, mianownik — 07. Granica: —00.
Odpowiedz: —oo

Schemat punktowania:

e 1 pkt — skrécenie do z—f%,

e 2 pkt — wynik —00 z uzasadnieniem znaku.

CEE o 0-2 pie

n n
Oblicz lim ﬂ.
n—oo 30+l — 1

ROZWIAZANIE
1+(5)"
3-(3)"

[y

_>1+0_

1. Dzielimy przez 3™ 30 — 3

Odpowiedz: %

Schemat punktowania:
e 1 pkt — podzielenie przez 3",

e 2 pkt—granica %
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OTWARTE 0-2 pkt
ve+4-—2
Oblicz lim +—

z—0 T

ROZWIAZANIE

1 vetd-2 | Vz+d+2 z —
' z Vz+4+2 z(va+4+2) Vo+d+2 '

2.Dlaw—>0:ﬁ=

N

Odpowiedz: %
Schemat punktowania:
e 1 pkt — sprzezenie i skrocenie &,

e 2 pkt— granica %.

(1 r Rl OTWARTE 0-2 pkt

Oblicz T LF2+38+ -+
n—00 n? —3n

ROZWIAZANIE
L1424 4n=20H
n’+n 1
2. 2(n%—3n) — 7

Odpowiedz: %

Schemat punktowania:

e 1 pkt — zapis sumy @
e 2 pkt— granica %

LOYAL] OTWARTE 0-2 pkt

2
z“—4
Funkgja f jest okreslona wzorem f(z) = ¢ 5 — 2 dlaz # 2. Wyznacz m, dla ktérego funkcja f jest ciagta w
m dlaz =2

punkcie £ = 2.

ROZWIAZANIE

. 2_ .
1. limg_,o “;_24 = lim, o(z+2) =4
2. Ciggtosé: f(2) = limg—o f(z) => m =4
Odpowiedz: m = 4
Schemat punktowania:
e 1 pkt — obliczenie granicy 4,
e 2pkt—m =4.
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PRO8 Kombinatoryka rozszerzona

/#" Kolejnos¢? powtdrzenia? — wzor. Zero z przodu i sasiedztwo — odejmij lub skle;j.

[ 01K ODPOWIEDZ KROTKA 0-2 pkt

Na ile sposobéw mozna wybrac trzyosobowa delegacje sposréd 10 osob?

ROZWIAZANIE
1. Kolejnos¢ nie ma znaczenia: (130) = % = 120.
Odpowiedz: 120

[ {: %) ODPOWIEDZ KROTKA 0-2 pkt
lle réznych ,stow” (ciggdw liter) mozna utworzy¢, przestawiajac litery stowa MATMA?

ROZWIAZANIE
1. 5 liter, w tym M i A po dwa razy: 2,5—'2, = 30.
Odpowiedz: 30

[ () OTWARTE 0-3 pkt

Oblicz, ile jest liczb naturalnych czterocyfrowych o niepowtarzajacych sie cyfrach, w ktérych zapisie wystepuja
doktadnie dwie cyfry parzyste i doktadnie dwie cyfry nieparzyste.

ROZWIAZANIE
1. Wybor cyfr: nieparzyste (g) = 10, parzyste (g) = 10; ustawienia: 4! = 24. Razem 2400 (z zerem na poczatku).
2. Zte: 0 na poczatku — druga parzysta 4 sposoby, nieparzyste (g) = 10, reszta ustawiona na 3! = 6 sposobow:
240.
3. 2400 — 240 = 2160.
Odpowiedz: 2160

Schemat punktowania:
e 1 pkt — liczba wyboréw cyfr i ustawien (z zerem na poczatku),
e 2 pkt — poprawne policzenie przypadkdw z zerem na poczatku,
e 3 pkt — wynik 2160.

LR OTWARTE 0-3 pkt

Na ile sposobéw mozna posadzi¢ 6 oséb na 6 krzestach ustawionych w rzedzie tak, aby Ania i Bartek siedzieli obok
siebie?

ROZWIAZANIE
1. Sklejamy Anie i Bartka w blok: 5 ,obiektow” — 5! = 120 ustawien.
2. Wewnatrz bloku: 2 ustawienia. Razem 240.
Odpowiedz: 240
Schemat punktowania:
e 1 pkt — pomyst z blokiem,
e 2 pkt — 5! ustawien bloku,
e 3 pkt — wynik 240.
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LIRS OTWARTE 0-3 pkt

Sposrod 7 kobiet i 5 mezczyzn wybieramy czteroosobowa komisje. Oblicz, na ile sposobéw mozna to zrobi¢, aby w
komisji byty co najmniej dwie kobiety.

ROZWIAZANIE
1.2k+2M: (1) (5) = 210; 3k+1Mm: (7) () = 175; 4k: (7) = 35.
2. Razem 420 (kontrola: (Z) — (§) — (1) (§) =495 — 5 — 70 = 420 v).
Odpowiedz: 420
Schemat punktowania:
e 1 pkt — rozbicie na przypadki (lub dopetnienie),
e 2 pkt — poprawne policzenie przypadkéw,
e 3 pkt — wynik 420.

U OTWARTE 0-3 pkt

Oblicz, ile jest liczb naturalnych szesciocyfrowych, w ktorych zapisie cyfra 5 wystepuje doktadnie dwa razy.

ROZWIAZANIE
1. Przypadek 1: pierwsza cyfra to & — druga piatke na jedno z  miejsc, pozostate 4 cyfry: po 9 mozliwosci:
5-9* = 32805.
2. Przypadek 2: pierwsza cyfra # 0,5 — 8 mozliwosci; dwie piatki na (g) = 10 sposobdw; pozostate 3 cyfry po 9:
8-10- 729 = 58 320.
3. Razem 32 805 + 58 320 = 91 125.
Odpowiedz: 91 125
Schemat punktowania:
e 1 pkt — rozbicie na przypadki ze wzgledu na pierwsza cyfre,
e 2 pkt — poprawnie jeden przypadek,
o 3 pkt — wynik 91 125,

CLUER A OTWARTE 0-3 pkt

Oblicz, ile jest trojkatow, ktorych wierzchotkami sg wierzchotki dziesieciokata foremnego i ktore nie maja zadnego
boku wspdlnego z tym dziesieciokatem.

ROZWIAZANIE
1. Wszystkich trojkatow: (130) = 120.
2. Z dwoma bokami dziesieciokata (trzy kolejne wierzchotki): 10.
3. Z doktadnie jednym bokiem: 10 bokéw - 6 wierzchotkdw niesasiednich z tym bokiem = 60.
4.120 — 10 — 60 = 50.
Odpowiedz: 50
Schemat punktowania:
e 1 pkt — liczba wszystkich tréjkatow,
e 2 pkt — policzenie trojkatéw z jednym i z dwoma bokami,
e 3 pkt — wynik 50.
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40K OTWARTE 0-3 pkt

Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ b réznych kul w 3 roznych szufladach tak, aby zadna szuflada nie byta pusta?

ROZWIAZANIE
1. Wszystkich rozmieszczen: 35 = 243.
2. Wigczenia-wytaczenia: pusta co najmniej jedna szuflada: 3 - 25 — 3 - 1% = 96 — 3 = 93.
3.243 — 93 = 150.
Odpowiedz: 150
Schemat punktowania:
e 1 pkt — liczba wszystkich rozmieszczen,
e 2 pkt — poprawne odjecie przypadkow z pusta szufladg,
e 3 pkt — wynik 150.

4 (11 80 OTWARTE 0-3 pkt

lle jest ciagéw dtugosci 8 o wyrazach ze zbioru {0, 1}, w ktérych wystepuja doktadnie trzy jedynki i zadne dwie
jedynki nie stoja obok siebie?

ROZWIAZANIE
1. Ustawiamy b zer — powstaje 6 luk (przed, miedzy i za zerami).
2. Jedynki wstawiamy do 3 réznych luk: (g) = 20.
Odpowiedz: 20
Schemat punktowania:
e 1 pkt — pomyst z lukami miedzy zerami,
e 2 pkt — 6 luk i wybor 3 z nich,
e 3 pkt — wynik 20.

CUER]) OTWARTE 0-2 pkt

lle jest permutacji zbioru {1,2, 3,4, 5,6, 7}, w ktorych wszystkie liczby parzyste stoja na miejscach o numerach
parzystych?

ROZWIAZANIE
1. Miejsca parzyste: 2,4, 6 — doktadnie trzy, liczby parzyste tez trzy: 3! = 6 ustawien.
2. Liczby nieparzyste na pozostatych 4 miejscach: 4! = 24.
3.6-24 =144
Odpowiedz: 144
Schemat punktowania:
o 1 pkt — 3! dla liczb parzystych,
e 2 pkt — wynik 144.
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PR0O9 Prawdopodobienstwo: klasyczne, warunkowe, Bernoulli

/" Nazwij model: klasyczny / Bernoulli / warunkowy / drzewo. Zapisz wzor z liczbami, potem licz.

ODPOWIEDZ KROTKA % 0-2 pkt
Zdarzenia A i B spetniaja: P(A) = 0,5, P(B) = 0,4, P(AN B) = 0,2. Oblicz P(AU B).

ROZWIAZANIE
1.P(AUB)=0,5+0,4—-0,2=0,7.
Odpowiedz: 0,7

ODPOWIEDZ KROTKA % 0-2 pkt
Dla zdarzen z zadania PR09.1 oblicz P(A|B).

ROZWIAZANIE
1. P(A|B) = g7 = 0,5
Odpowiedz: 0,5

(LK OTWARTE * 0-3 pkt

Rzucamy b razy symetryczng moneta. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania doktadnie trzech ortow.

ROZWIAZANIE

1.Bernoullin =5 k=3 p= %

3 2
260@)Q@) =n=1%
Odpowiedz: %

Schemat punktowania:
e 1 pkt — rozpoznanie schematu Bernoulliego,

e 2 pkt — zapis (g) (%)5
e 3 pkt — wynik %.

UL OTWARTE ok 0-3 pkt

Strzelec trafia do celu z prawdopodobienstwem 0,7 w kazdym strzale (niezaleznie). Oddaje 4 strzaty. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze trafi co najmniej 3 razy.

ROZWIAZANIE
1.P(Sy>3)=(5) -0,7%-0,3+(3) -0,7%
2.=4-0,343 - 0,3 + 0,2401 = 0,4116 + 0,2401 = 0,6517.
Odpowiedz: 0,6517
Schemat punktowania:
e 1pkt—Bernoullizn =4,p=0,7,
e 2pkt—sumadlak=3ik=4
e 3 pkt — wynik 0,6517.
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LIRS OTWARTE 0-3 pkt

Rzucamy trzy razy symetryczna szescienng kostka. Oblicz prawdopodobienstwo, ze otrzymamy co najmniej jedna
szbstke, pod warunkiem ze suma wyrzuconych oczek jest réwna 10.

ROZWIAZANIE
1. B— suma 10: rozktady {6, 3,1}, {6, 2, 2}, {5, 4, 1}, {5, 3, 2}, {4, 4,2}, {4, 3,3} daja
6+3+64+6+34+3=27wynikdw.
2. AN B— suma 10 z széstka: {6, 3,1} (6 ustawien) i {6, 2,2} (3) — 9 wynikow.
3. P(AIB) = 5 = 1.
Odpowiedz: %

Schemat punktowania:
o 1pkt— |B| = 27,
e 2pkt—|ANB| =9,
e 3 pkt — wynik %

LN OTWARTE 0-3 pkt

W urnie | sg 3 kule biate i 2 czarne, a w urnie Il — 1 biata i 4 czarne. Rzucamy moneta: orzet — losujemy kule z urny |,
reszka — z urny Il. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej.

ROZWIAZANIE
1. Prawdopodobiefstwo catkowite: P(B) = % . % + % . % =3 +L= %
s 2
Odpowiedz: ¢
Schemat punktowania:
e 1 pkt — drzewo lub zapis wzoru,
e 2 pkt — poprawne iloczyny gatezi,
e 3 pkt — wynik %

(Nl OTWARTE 0-3 pkt

Ze zbioru {1, 2, 3,4, 5,6} losujemy bez zwracania sze$¢ razy po jednej liczbie i zapisujemy je w kolejnosci losowania,
tworzac cigg. Oblicz prawdopodobienstwo, ze liczby 1 i 2 stojg w tym ciggu obok siebie.

ROZWIAZANIE
1. |2 = 6! = 720.
2. Blok 12" lub ,21": 2 - 5! = 240.
__ 240 _ 1
3. P — m — E.
.o 1
Odpowiedz: 5

Schemat punktowania:
e 1pkt—|Q| =720,
o 2 pkt— |A| = 240,
e 3 pkt — wynik %
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IR OTWARTE 0-3 pkt

W sytuacji z zadania PR09.6 wylosowano kule biata. Oblicz prawdopodobienstwo, ze pochodzita z urny I.

ROZWIAZANIE

P(B|I)P(I $.1 3
1. Bayes: P(I|B) = (Pl()B)() = 522 =%_%.
5 10

. 2.3
Odpowiedz: ¢

Schemat punktowania:
e 1 pkt — zapis prawdopodobienstwa warunkowego,
e 2 pkt — licznik % i mianownik %,
o 3 pkt—wynik 3.

[LUTKC]) OTWARTE 0-3 pkt

lle co najmniej razy trzeba rzuci¢ symetryczna kostka, aby prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej jednej széstki
byto wieksze od 0,9?

ROZWIAZANIE
11-(3)">09 < (3)" <01

2.n > B4 ~ 1263
Ogi

3. Kontrola: (%)12 ~ 0,112, (%)13 ~ 0,093. Odpowiedz: 13.
Odpowiedz: 13

Schemat punktowania:

e 1 pkt — nieréwnos¢ (%)n < 0,1,
e 2 pkt — oszacowanie 1 (logarytm lub tablica poteg),

e 3pkt—n =13.

LLUERT)) OTWARTE 0-3 pkt

Z urny, w ktérej jest b kul biatych i 3 czarne, losujemy bez zwracania dwie kule. Oblicz prawdopodobienstwo, ze obie
sg biate, pod warunkiem ze co najmniej jedna jest biata.

ROZWIAZANIE
1. Q| = (g) = 28. B — co najmniej jedna biata: 28 — (g) = 25,
2. AN B — obie biate: (g) =10.
_ 10 _ 2
3 P(AB) =10 =2
Odpowiedz: %
Schemat punktowania:
e 1pkt—|B| =25,
« 2pkt—|ANB| =10,
e 3 pkt — wynik %
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PR10 Tozsamosci trygonometryczne

/" Rozpisz katy podwojone, sumy zamien na iloczyny, wszystko przez sin i cos.

XX oorowienz krOTKA * 0-2 pkt

Oblicz sin '75°.

ROZWIAZANIE
1.sin(45° +30°) = Y2 . 3 | 2 . 1 _ Vouv2
\/EI\/E

Odpowiedz:

XD oorowienz krOTKA % 0-2 pkt

Wiadomo, ze sina = % Oblicz cos 2a..

ROZWIAZANIE
l.cos2a=1—2sin’a=1- % = %.

T 4
Odpowiedz: g
m ODPOWIEDZ KROTKA % 0-2 pkt

Oblicz sin? 15°.

ROZWIAZANIE

. —cos30° | 1-¥ _
1.sm215°: 1—cos30° __ 3 2 x/ﬁ

2 2 T 4
s s 2—/3
Odpowiedz: =

LSS OTWARTE * 0-2 pkt

Wykaz, ze dla kazdego kata a prawdziwa jest réwnoé¢ (sin a + cos @)? — 1 = sin 20

ROZWIAZANIE
1. (sina + cosa)? — 1 =sin? a + 2sinacosa + cos?a — 1 = 2sinacos a = sin 2a. W
Odpowiedz: dowéd
Schemat punktowania:

e 1 pkt — rozwiniecie kwadratu i jedynka trygonometryczna,
e 2 pkt — wniosek.
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[ PR10.5 JRUIVUNAY

ROZWIAZANIE
1.1 — cos 2a = 2sin? o, sin 2a: = 2sin a cos a (przy czym sina # 0, cos a # 0).

2sin’ a __ sina __
" 2gsinacosa ~ cosa _tga'.

Odpowiedz: dowéd
Schemat punktowania:
e 1 pkt— zapis 1 — cos 2a = 2sin® a,
e 2 pkt — rozpisanie sin 2¢,

e 3 pkt — skrécenie z komentarzem i wniosek.

Y[V XJ OTWARTE

Kat & spetnia warunki tg o, = 2 oraz a € (7r, 377') Oblicz sin 2c¢ i cos 2a..

ROZWIAZANIE

: __ _2tga 4 _ 1-tg?a 3
1. sin 2 = Trigla = = COS 200 = Thgfa — 5
s . o 2 1 . R 2 4
2. Kontrola: w Il ¢wiartce sina = — ==, cosa = ———, wiecsin2a¢ =2 £ == /
V5 VA 5 5
Odpowiedz: sin 2a = %, cos2a = _%

Schemat punktowania:

e 1 pkt — wyznaczenie sin @, cos a ze znakami (lub wzory z tangensem),

e 2 pkt—sin2a = %,

ovfes

e 3 pkt—cos2a = —

m OTWARTE

Wykaz, ze dla kazdego & € R prawdziwa jest rownos¢ sin 3z = 3sinz — 4sin® z.

ROZWIAZANIE
1. sin 3z = sin(2z + x) = sin 2z cos & + cos 2z sin .
2.=2sinzcos’z + (1 — 2sin? &) sinz = 2sinz(1 — sin? ) + sinz — 2sin®z.
3.=3sinz — 4sin’z. W
Odpowiedz: dowéd
Schemat punktowania:
* 1 pkt — rozpisanie sin(2z + z),
e 2 pkt — zastosowanie wzoréw na sin 2z, cos 2z,
« 3 pkt — doprowadzenie do postaci 3sin z — 4 sin3 z.
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L[ B3 OTWARTE 0-2 pkt

Oblicz wartoé¢ wyrazenia sin 105° — sin 15°.

ROZWIAZANIE

1.sina — sinb = 2 cos “T“’sin“T_b = 2c0860°sin45° =2- % . % = %
Odpowiedz: 5=

Schemat punktowania:
¢ 1 pkt — zastosowanie wzoru na roznice sinuséw,

. 1 \/E
2 pkt — wynik 5.

L [VK- 0 OTWARTE 0-2 pkt

4

Wykaz, ze dla kazdego kata a prawdziwa jest rownoé¢ cos? a — sin* o = cos 2a.

ROZWIAZANIE

4 4

1. cos? o — sin* a = (cos? a — sin? a)(cos? a + sin? @) = cos 20 - 1. W

Odpowiedz: dowéd
Schemat punktowania:
e 1 pkt — roznica kwadratow,

e 2 pkt — jedynka i wzdr na cos 2a.

USR] OTWARTE 0-3 pkt

Katy a i B'sa ostre, sina = 2 oraz cos B = 3. Obliczsin(a + B) i cos(a — f).

ROZWIAZANIE
4 12
l.cosa = %, sin § = 5 (katy ostre).

; _ 3.5 4, 4. 12 _ 15448 _ 63
2sinfa+f) =2 - F+5- =22 =21
_ 4.5 o 3, 12 _ 20436 _ 56
B.cos(a—B) =% -F+2 B =22=20
Odpowiedz: sin(a + 8) = %, cos(a — B) = %

Schemat punktowania:
e 1pkt—cosaisinp,
* 2pkt—sin(a+ B),
o 3 pkt—cos(a — f).
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PR11 Roéwnania trygonometryczne

( /7 Wylacz, nie dziel. Jednorodne — tg . Sinus: dwie serie. Na koncu przedziat.

CAED oorowienz krOTKA * 0-2 pkt
V3

Rozwiaz réwnanie sinz = 2 w przedziale [0, 2.

ROZWIAZANIE

Y — g _ T _ 2n
lLz=3lubz=m 3 = 3

Odpowiedz: T, %"

m ODPOWIEDZ KROTKA * 0-2 pkt

Rozwigz rownanie cos 2z = %

ROZWIAZANIE
1.20=+3 +2kr =z =+7% +km
Odpowiedz: z = +& + km, k € Z

[ PR11.3 JECIVINS IS 0-3 pkt

Rozwiaz réwnanie 2sin® z — sinz — 1 = 0 w przedziale [0, 27].

ROZWIAZANIE
Lt=sinz2t? —t—1=0=t=1lubt=—1.
2.sinz=1=z= 7.

3.sinz=-1=z="uz=1Ur
T S N A T.1
Odpowiedz: 3, T

Schemat punktowania:
¢ 1 pkt — rébwnanie kwadratowe zt = sin x,

e 2pkt—t=1¢t=-1,

e 3 pkt — trzy rozwigzania z przedziatu.

[ PR11.4 JEGUVNSIRN 0-3 pkt

Rozwiaz réwnanie sin 2z = cos & w przedziale [0, 27].

ROZWIAZANIE
1.2sinzcosz —cosz =0 = cosz(2sinz — 1) = 0.
2.cosz =0 %, 3T

2
i — 1.7 5m
3.85InT = 5! ¢, G-
s g, T w™ bwm 3w
OdeWIEdZ. 6 21 6 2

Schemat punktowania:
e 1 pkt — rozktad cos :L‘(2 sinx — 1) =0
e 2 pkt — rozwiazania jednego czynnika,
e 3 pkt — wszystkie cztery rozwigzania.
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[ PR11.5 JEIIVUNIS 0-4 pkt

Rozwiaz réwnanie 2 cos? z + 3sinz — 3 = 0.

ROZWIAZANIE
1.2(1 —sin’z) + 3sinz — 3 =0 = 2sin’z — 3sinz +1 = 0.
2.sinz =1lubsinz = %
3.x=% +2kmz=F +2krlubz = 5%+2k7r.

Odpowiedz: z = 5 +2kmwlubx = & + 2kmlubz = %’r +2km ke Z

Schemat punktowania:

z=1-—sin’z,

o 2pkt—sinz =1lubsinz = %

1 pkt — zamiana cos?

e 3 pkt — rozwigzania dla jednego przypadku,
e 4 pkt — wszystkie serie rozwigzan.

D o 0-4 plt

Rozwiaz réwnanie sin? z — (1 + v/3) sinz cos z + v/3 cos? z = 0 w przedziale [0, ].

ROZWIAZANIE

2

2 2 = 0 — sprzeczno$¢ z jedynka. Dzielimy przez cos? z:

1. Gdyby cos x = 0, to sin
2.tg2z— (1+V3)tgz +v3=0= (tgz — 1)(tgz — v3) = 0.
3.tgz=1=>z= %;tgm=\/§=>m= % (w [0, m)).

Odpowiedz 7, &

Schemat punktowania:
o 1 pkt — uzasadnienie cos & # 0,
e 2 pkt —réwnanie ztg x,
o 3pkt—tgz=1lubtgz = /3,
e 4 pkt — oba rozwigzania z przedziatu.

[ PR11.7 JEOIVN 0-4 pkt

Rozwiaz rownanie sin 3z + sinz = 0.

ROZWIAZANIE

1.8in3x + sinz = 2sin2z cosz = 0.

2.8in2x =0=z = k2—7r; cost = 0=z = § + km— zawiera sie w poprzedniej serii.

3. Odpowiedz: z = %
Odpowiedz: & = %, keZ

Schemat punktowania:
e 1 pkt — zamiana sumy na iloczyn,
e 2 pkt — rozwiazanie sin 2z = 0,
e 3 pkt — rozwigzanie cos z = 0,
e 4 pkt — poprawna odpowiedz koncowa.
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L (i R:J OTWARTE

Rozwigz réwnanie cos 2z + 3 cos ¢ + 2 = 0 w przedziale [0, 27].

ROZWIAZANIE

1.2cos?2z —1+3cosz+2=0=2cos?z+3cosz+1=0.

2. cos:z:=—%|ubcosa:=—1.
— 2r 4mw
3.x = 3 3.

Odpowiedz: %", , 477'

Schemat punktowania:
o 1 pkt —wzor cos 2z = 2cos?x — 1,
e 2 pkt — rownanie kwadratowe i jego rozwiazania,
e 3 pkt — rozwiagzania jednej serii,
e 4 pkt — wszystkie trzy rozwigzania.

[ PR11.9 JECIWINAH

Rozwigz réwnanie 2 sin 5 cos 3x = sin 8x + %

ROZWIAZANIE
1. 2 8in 5z cos 3x = sin 8x + sin 2.

2. Réwnanie: sin 8z + sin 2z = sin 8x + % = sin2x = %
3.2z = § + 2kmlub 2z = 57”+2k7r,wiec:1:= %+krlubw=?—’2’+kw.

Odpowiedz: z = {5 + kmlub z = % +kmkeZ

Schemat punktowania:
e 1 pkt — zamiana iloczynu na sume,
e 2 pkt — réwnanie sin 2z = %

¢ 3 pkt — obie serie rozwigzan.

CIED o

Rozwiaz nieréwnos¢ 2 sin? z > sin x w przedziale [0, 2.

ROZWIAZANIE

1.sinz(2sinz —1) >0 <= sinz < Olubsinz > %

2.sinz > %: x € (%, %")
3.sinz < 0:z € (7, 2m).
4.Suma: (£, 38) y (, 2).

Odpowiedz: = € (%, %") U (, 2m)

Schemat punktowania:
e 1 pkt— posta¢ sinz(2sinz — 1) > 0,
e 2 pkt—waruneksinz < 0 lubsinz > %
e 3 pkt — jeden z przedziatow,
e 4 pkt — poprawna suma.
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PR12 Planimetria z twierdzeniem sinuséw i cosinuséow

/7 Bok—kat-bok — cosinuséw; kat naprzeciw boku + R — sinuséw. Sinus kata daje dwa katy.

QXD oorowienz krOTKA * 0-2 pkt

W tréjkacie dwa boki maja dtugosci 7 i 8, a kat miedzy nimi ma miare 120°. Oblicz dtugos¢ trzeciego boku.

ROZWIAZANIE
1.2=494+64—-2.7-8. (_%) =113 456 = 169, c = 13.
Odpowiedz: 13

m ODPOWIEDZ KROTKA % 0-2 pkt

W trojkacie bok @ = 6 lezy naprzeciw kata c@ = 45°. Oblicz promien okregu opisanego na tym trojkacie.

ROZWIAZANIE
1.2R= 3% = £ =6v2 R=3V2.

2

Odpowiedz: 3v/2

QXD orwerte xx 0-3 pkt

Tréjkat ma boki dtugosci b, 7 i 8. Oblicz miare kata lezacego naprzeciw boku dtugosci 7 oraz pole trojkata.

ROZWIAZANIE
_ 25+64-49 _ 40 __ 1 — AN
l.cosa = 257= = o7 = 53 => a=060".
2.P=1.5-8-5in60° = 10+/3.
Odpowiedz: 60°, P = 10v/3
Schemat punktowania:
e 1 pkt — zapis tw. cosinusow,
o 2 pkt — kat 60°,
+ 3 pkt — pole 10v/3.

[ PR12.4 JEVN: AR 0-3 pkt

W trojkacie ABC: |BC| = 10, |£ZBAC| = 30°, | ZABC| = 45°. Oblicz dtugosci bokéw AC i AB.

ROZWIAZANIE
AC)|
1#:ﬁ:20$|140|:20§=10\/§
2.|£C| = 105° sin105° = Yov2
3. |AB| = 20sin105° = 5(v/6 + v/2).
Odpowiedz: |AC| = 10v/2, |AB| = 5(v/6 + v/2)
Schemat punktowania:
e 1 pkt — tw. sinuséw (2R = 20),
. 2pkt—|AC| =10v2,
« 3pkt—|AB| =5(v/6 +v2).
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[ PR12.5 JECIVNALE 0-4 pkt

W tréjkacie rownobocznym ABC o boku 6 punkt D lezy na boku BC'i |BD| = 2. Oblicz |AD| oraz sin ZBAD.

ROZWIAZANIE

1. AABD:|AD|> =36+4—2-6-2-1 =28 |AD| =2vT.

: Lo |BD| __ |AD] . _ 2.3 V3 o
2. TW. SinUSOW: ==z 5 = oo = sin /BAD = 2_\}7 ==
Odpowiedz: |AD| = 2+/7, sin ZBAD = %

Schemat punktowania:
o 1 pkt — tw. cosinuséw w AABD,
« 2pkt—|AD| = 2V/7,
e 3 pkt — zapis tw. sinuséw,
* 4pkt—sin ZBAD = ¥2L.

[ PR12.6 JRQIVUNALE 0-3 pkt

Réwnolegtobok ma boki dtugosci 5 i 8 oraz kat ostry 60°. Oblicz dtugoéci jego przekatnych.

ROZWIAZANIE
1. Krétsza przekatna (naprzeciw 60°): d% =25+64—-40=49,d; =7.
2. Dtuzsza (naprzeciw 120°): d% = 25+ 64 + 40 = 129, dy = v/129.
3. Kontrola: 49 + 129 = 178 = 2(25 + 64) v.

Odpowiedz: 7i V129

Schemat punktowania:
¢ 1 pkt — tw. cosinusow dla jednej przekatnej,
o 2pkt—d; =171,

e 3pkt—ds =129

[ PR12.7 JRSVNAE: 0-4 pkt

Pole tréjkata jest réwne 124/3, a dwa jego boki maja dtugosci 6 i 8. Oblicz dtugo$é trzeciego boku. Rozwaz wszystkie
przypadki.

ROZWIAZANIE

1.1.6.8siny=12v/3 = siny = Y3 = 4 = 60° lub 120°.
2.7 =60%c? =36 + 64 — 48 = 52, ¢ = 2V/13.
3.y = 120% ¢% = 100 + 48 = 148, c = 2+/37.

Odpowiedz: 24/13 lub 24/37

Schemat punktowania:

* 1pkt—siny = @
o 2 pkt — dwa katy 60° i 120°,
e 3 pkt — jeden przypadek,

e 4 pkt — oba przypadki.
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|4 {F R OTWARTE 0-4 pkt

W trojkacie ABC': |AB| = 8, |AC| = 5, |£BAC| = 60°. Oblicz dtugo$¢ dwusiecznej AD kata BAC.

ROZWIAZANIE
1. P4pc = % -8-5-5in60° = 10v/3.
2. Dwusieczna dzieli trojkat na dwa o katach 30° przy A: P = % -8-d- % + % -5.d- % =
3.8 —10v/3=d =498

Odpowiedz: |AD| = %

Schemat punktowania:
o 1 pkt — pole tréjkata ABC,
e 2 pkt — zapis pola jako sumy pdl z dwusieczna,
e 3 pkt — réwnanie z d,
. _ 4043
4 pkt — d= 13

CEXY orweree 0-4 pkt

W tréjkacie ABC: |AB| = 6, |AC| = 4, a $rodkowa AM ma dtugoé¢ 4/19. Oblicz [BC| i miare kata BAC.

ROZWIAZANIE
2 2_ 2 _a?
1.m2 = 2dleoa” oy 19 — 320" o 42 — 28 ¢ = 2V/T.
— 36+16-28 _ 24 _ 1 °
2.cos /A= T2 = £ =5 = 60°

Odpowiedz |BC| = 2/7, |/BAC| = 60°

Schemat punktowania:
e 1 pkt — wzdr na srodkowa (lub tw. cosinuséw w dwdch tréjkatach),
« 2pkt—|BC| = 27,
e 3pkt—cosZA = %
o 4 pkt — kat 60°.

XD orwarte 0-5 pkt
W tréjkacie ABC: |AB| = 5, |BC| = 8, |CA| = 7. Oblicz miare kata ABC, pole trdjkata, promienie okregéw
opisanego i wpisanego oraz wysoko$¢ opuszczong z wierzchotka A.

ROZWIAZANIE

1.cos £ZB = B+ — L = 60°.

2.P=1.5.8.% =10/3

sin 60° =\/§
4p=10r=2=v3
_ 2P _ 20V/3 _ 53

Schemat punktowania:
o 1 pkt —kat 60°,

e 2 pkt— pole,
e 3pkt—R,
e 4 pkt—r,

e 5 pkt — wysokos¢ h 4.
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PR13 Okregi i czworokaty wpisane/opisane

/" Wpisany: katy do 180°. Opisany: sumy bokdw. Przekatna + tw. cosinusow w dwoch trojkatach.

@R oorowiedz krOTKA 0-2 pkt

Oblicz promien okregu wpisanego w tréjkat prostokatny o bokach 6, 8, 10.

ROZWIAZANIE

_ atb—c __ 6+8-10 __ _ P _ 24
Tr=55—== 5 = 2 (albor = = 13)

Odpowiedz: 2

@ ODPOWIEDZ KROTKA 0-2 pkt

Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie o bokach 5, 5, 6.

ROZWIAZANIE

1. Wysokos¢ na podstawe 6: /25 — 9 =4, P = 12.

— abe _ 150 _ 25
2R=p =9, =%

fads- 29
Odpowiedz: -

CEE) orwarte 0-3 pkt

Trapez prostokatny o podstawach 12 i 6 jest opisany na okregu. Oblicz promien tego okregu.

ROZWIAZANIE
1. Ramie prostopadte = 27, ramie ukosne c. Warunek: 12 +6 = 2r 4+ ¢ = ¢ = 18 — 2.
2. Pitagoras: ¢? = (2r)2 + 6% = (18 —2r)2 =4r2 + 36 = 324 —T2r =36 => r = 4.
3.Kontrola:h =8,¢=10,8+ 10 = 18 V.
Odpowiedz: r = 4
Schemat punktowania:
e 1 pkt — warunek opisania,
e 2 pkt — réwnanie z Pitagorasa,
e 3pkt—r =4

CCEY) orwerte 0-2 pkt
Czworokat ABC'D jest wpisany w okrag, |£DAB| = 70°, |£ZABC| = 95°. Oblicz miary pozostatych katow
czworokata.

ROZWIAZANIE
1. ]£C| = 180° — 70° = 110°, |£D| = 180° — 95° = 85°.
Odpowiedz: |ZC| = 110°, |£D| = 85°
Schemat punktowania:

e 1 pkt — warunek czworokata wpisanego,
e 2 pkt — oba katy.
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D) orwarte 0-4 pkt

Trojkat ma boki dtugosci 13, 14, 15. Oblicz jego pole oraz promienie okregéw wpisanego i opisanego.

ROZWIAZANIE
1. Wysokoé¢ na bok 14: h? = 13% — 22 = 152 — (14 — 2)?2 = 2 = 5, h = 12, P = 84 (albo wzér Herona:

V21-8-7-6 =84).

— 84 _
2.r—21—4.

__ 131415 __ 2730 __ 65
3. R= 2081 = 3% = &

Odpowiedz: P=84,r=4, R = %

Schemat punktowania:
e 1 pkt — metoda obliczenia pola,
e 2pkt— P =84,
e 3pkt—r =4,

. —R= 5
4pkt—R = .

D) orwarte 0-3 pkt

Z punktu P poprowadzono dwie styczne do okregu o srodku O i promieniu 5, styczne w punktach A i B. |PO| = 13.
Oblicz dtugos¢ odcinka stycznej PA oraz dtugo$é¢ cieciwy AB.

ROZWIAZANIE
1.0A L PA: |PA| = /169 — 25 = 12.
2. Cieciwa AB jest prostopadta do OP: potowa cieciwy to wysokoéé trojkata OAP z A: % =
3.|AB| = 2.

Odpowied# |PA| = 12, |AB| = 12

60
13-

Schemat punktowania:
e 1pkt—|PA| =12,
o 2 pkt — zauwazenie AB 1 OP i wysokosciw AOAP,
« 3pkt—|AB| =12,

CIE) o 0-3 plet

Okrag wpisany w trojkat ABC o bokach |[BC| =7, |CA| = 8, |AB| = 9 jest styczny do boku AB w punkcie K.
Oblicz|AK| i |KB|.

ROZWIAZANIE

1.p = T84 — 12 Odcinek stycznej z wierzchotka A: p — |BC| = 12 — 7 = 5.

2. Z wierzchotka B:p — |CA| = 12 — 8 = 4. Kontrola: 5 +4 =9 v.
Odpowiedz: |AK| =5, |[KB| = 4
Schemat punktowania:
¢ 1 pkt — réwnos¢ odcinkéw stycznych (uktad lub wzér p — a),
e 2pkt—|AK| =35,
e 3pkt—|KB|=4.
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OTWARTE 0-5 pkt
Deltoid ABCD, w ktérym |AB| = |AD| = 6i|CB| = |CD|, jest wpisany w okrag, a |ZBAD| = 60°. Oblicz
dtugosci bokéw BC' i CD oraz promien okregu wpisanego w ten deltoid.

ROZWIAZANIE
1. Deltoid wpisany: katy przy Bi D sa réwne i sumuja sie do 180°, wiec sa proste. |ZBCD| = 120°.
2. AABD réwnoboczny: [BD| = 6. W ABCD: 36 = 22 + 2% + 22 = 32% = ¢ = 2V/3.
3P=2-1-6-2V/3=12/3p=6+2V3

123 _ 12/3(6—2v3) _
s = g =3V3 -3,

Odpowiedz |BC| = |CD| = 2v/3,r=3v/3 -3

4.r =

Schemat punktowania:
e 1 pkt — katy proste przy B i D,
2 pkt— |BD| = 6,
3 pkt — |BC| = 2v/3,
e 4 pkt — pole i potowa obwodu,

o Spkt—r=3v/3-3.

CCEXY orwarte 0-3 pkt

Tréjkat prostokatny ma przyprostokatne a i b oraz przeciwprostokatng ¢. Wykaz, ze r + R = “T“’, gdzieri R—
promienie okregébw wpisanego i opisanego.
ROZWIAZANIE

1. Srodek okregu opisanego to érodek przeciwprostokatnej: R = %

2. Odcinki stycznych: ¢ = (@ — 7) + (b — ) = r = &2=¢.

_ atb——c c __ atb
Odpowiedz: dowéd
Schemat punktowania:

o 1pkt—R= ¢,

_ atb
o 2pkt—r = H3=¢

z uzasadnieniem,

e 3 pkt — wniosek.
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CERD) orwarte 0-6 pkt

Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. |AB| = 3, |BC| =5, |CD| = 8, |ZABC| = 120° oraz |AD| > |AB|.

Oblicz |AC|, promien okregu, |AD| oraz pole czworokata.
ROZWIAZANIE
1. AABC: |AC|> = 9+ 25+ 15 =49, |AC| = 7. R = 5gge = 143,

2.|4ADC| =60°. AACD: 49 =64+ 2> —8z =22 —8z+15=0=>z=3lubz = 5.
3. Warunek |[AD| > |AB| = 3: |AD| = 5.
4P=1.3.5.¥ 1 1.8.5. Y8 _ 158 4 109,/3 - 56v3
Odpowiedz: |AC| =T, R = % |AD| =5, P = %
Schemat punktowania:
e 1pkt—|AC| =7,
e 2pkt—R,
e 3 pkt—kat ADC = 60° i rébwnanie z tw. cosinuséw,
e 4 pkt — rozwigzania 3i 5,
o 5pkt—wybér |AD| =5,
e 6 pkt— pole.
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PR14 Geometria analityczna: proste, punkty, pola

/#" Brak wspétrzednych? Wprowadz uktad. Prostopadtos¢ = iloczyn skalarny 0. Pole = V2|wyznacznik]|.

D oorowienz krOTKA 0-2 pkt

Oblicz odlegtos¢ punktu P = (3,4) od prostej 3z — 4y + 12 = 0.

ROZWIAZANIE

— lo-16+12) _ 5 _
1.d= W =3 =1
Odpowiedz: 1

m ODPOWIEDZ KROTKA 0-2 pkt

Oblicz pole trojkata o wierzchotkach A = (0,0), B = (4,1), C = (1, 3).

ROZWIAZANIE

1.AB=[4,1, AC=[1,8:P=1]4-3-1.1|= 1

sl 11
Odpowiedz: 5+

D o 0-3 plt

Dana jest prostak : 2z —y+ 3 = 0 punkt P = (4,1). Wyznacz réwnanie prostej [ prostopadtej do k
przechodzacej przez P, punkt przeciecia prostych k i I oraz odlegto$¢ punktu P od prostej k.

ROZWIAZANIE
1k: y=2z+3 wiecl: y=—1z+b1=-2+b=0=3
2.2z +3=—2x+3 =z =0 punkt (0, 3).

3.d= % = 2 — 2/5(= odlegtos¢ P od (0,3) V).

Odpowiedz: [ : y = —%z +3;(0,3):d =25
Schemat punktowania:
e 1 pkt — réwnanie proste;j [,
e 2 pkt — punkt przeciecia,
+ 3 pkt — odlegtoé¢ 2+/5.

LR OTWARTE 0-3 pkt

Wyznacz wspotrzedne punktu P’ symetrycznego do punktu P = (5,0) wzgledem prostej y = x + 1.

ROZWIAZANIE
1. Prosta przez P prostopadtadoy =+ L.y = —x + 5.
2. Przecigcieex +1=—z+5=x =25 = (2,3) — $rodek PP’
3.PP=25—P=(4-5,6—0)=(-1,6).
Odpowiedz: P’ = (-1, 6)
Schemat punktowania:
e 1 pkt — prosta prostopadta przez P,
o 2 pkt— punkt S = (2,3),
e 3pkt— P’ = (—1,6).
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[ PR14.5 RN 0-3 pkt
Prostokat ABC'D ma wierzchotki A = (0,0), B = (6,0), C = (6,4), D = (0,4). Punkt M jest srodkiem boku
BC'. Prosta AM przecina przekatng BD w punkcie P. Oblicz wspotrzedne punktu Pi pole tréjkata ABP.

ROZWIAZANIE
1.M=(6,2), AM : y= %a:.BD: y=—%x+4‘
2iz=-2z4452=4y=1%
3.Pole ABP =3 -6-3 =4
Odpowiedz: P = (4, %), pole 4

Schemat punktowania:
e 1 pkt — réwnania prostych AM i BD,
o 2 pkt — wspétrzedne P,
¢ 3 pkt— pole 4.

[N OTWARTE 0-3 pkt

Dany jest trojkat o wierzchotkach A = (=2,1), B = (4,—1), C = (2, 5). Oblicz dtugo$¢ wysokosci opuszczonej z
wierzchotka C oraz pole trojkata.

ROZWIAZANIE
1.Prosta AB:xz +3y—1=0.

_ 4151 16 _ 8V10

2.he = J® Vo 5

3.|AB| =36 +4=2v10,P= 1 -2/10- % = 16 (kontrola: 216 -4 — (—2) - 4| = 16 v).

Odpowiedz: hg = @, P=16
Schemat punktowania:
o 1 pkt — réwnanie prostej AB,
e 2 pkt — wysokos¢ hg,
e 3 pkt— pole 16.

[ PR14.7 VN 0-4 pkt
Punkty A = (—1,2) i B = (5,4) sa wierzchotkami tréjkata réwnoramiennego ABC, w ktérym |AC| = | BC|.
Wierzchotek C lezy na prostej y = & — 3. Oblicz wspétrzedne punktu C'i pole tréjkata ABC.

ROZWIAZANIE
1. C'lezy na symetralnej AB: $rodek (2,3), aap = % symetralnay = —3x + 9.
22—-3=-3z+9=>z=3C=(3,0)
3. Kontrola: |AC|? =16 +4=20= |[BC|* =4+ 16 v.
4 AB=1[6,2], AC=[4,-2:P=1|6.-(-2) —2-4| = 10.
Odpowiedz: C = (3,0), P =10
Schemat punktowania:
o 1 pkt — réwnanie symetralnej AB,
e 2 pkt — wspotrzedne C,
e 3 pkt — pole 10 (lub dtugos¢ wysokosci),
e 4 pkt — petne rozwiazanie.
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4L R: P OTWARTE 0-4 pkt

Dane sa punkty A = (1,2) i B = (4, 6). Wyznacz wspétrzedne punktu C takiego, ze tréjkat ABC jest prostokatny z
katem prostym przy wierzchotku A i |AC| = 10. Oblicz pole trojkata ABC.

ROZWIAZANIE
1. AB = [3,4], |AB| = 5. Wektor prostopadiy: [—4, 3] (dtugos¢ 5).
2.AC=+42-[-4,3:C=(1—8,2+6)=(—7,8) lubC = (9, —4).
3.P=4-5-10=25.
Odpowiedz: C = (—7,8) lub C = (9,—4); P =25
Schemat punktowania:
e 1 pkt — warunek AB-AC=0,
e 2 pkt —warunek |[AC| = 10,

o 3 pkt — oba punkty C,
e 4 pkt— pole 25.

[ 4K OTWARTE 0-2 pkt

Oblicz miare kata ostrego miedzy prostymi y = 2z orazy = —3z + 1.

ROZWIAZANIE

1tge = | Tacy| = |5 = 1= 0 =145

Odpowiedz: 45°

Schemat punktowania:
e 1 pkt — wzdr na tangens kata miedzy prostymi (lub iloczyn skalarny wektorow kierunkowych),
o 2 pkt—45°,

OTWARTE 0-5 pkt
Dany jest tréjkat o wierzchotkach A = (0,0), B = (8,0), C = (2, 6). Wyznacz $rodek ciezkosci S, $rodek okregu
opisanego O i ortocentrum H tego trojkata. Wykaz, ze punkty S, O, H leza na jednej prostej.

ROZWIAZANIE

1.8 = (852, 251) = (§,2).

2. O: symetralna AB to & = 4; symetralna AC:' przez (1, 3), prostopadta do [2,6]:y — 3 = —%(m —1).Dla
z=4y=20=(42).
3. H: wysokos¢ z C' to & = 2; wysokos¢ z A prostopadta do BC (apc = —1):y = z. H = (2, 2).
4. Wszystkie trzy punkty majag y = 2 — lezg na prostejy = 2. ll
Odpowiedz S = (1,2), 0 = (4,2), H = (2,2) — prostay = 2

Schemat punktowania:
e 1 pkt — Srodek ciezkosci,
e 2 pkt — rownania dwdch symetralnych,
e 3 pkt — punkt O,
e 4 pkt — punkt H,
e 5 pkt — uzasadnienie wspotliniowosci.
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PR15 Okrag w uktadzie wspoétrzednych

/7 Postac kanoniczna — S, 7. Stycznosé: d = 7. Dwa okregi: odejmij réwnania.

@IED oorowienz krOTKA * 0-2 pkt

Wyznacz $rodek i promien okregu &2 + y? — 4z + 6y — 12 = 0.

ROZWIAZANIE
1.(x—2)2 -4+ (y+3)?2-9-12=0= (z—2)?+ (v +3)%2 = 25.
Odpowiedz: S = (2,—3),r =5

m ODPOWIEDZ KROTKA * 0-2 pkt

Wyznacz wszystkie m, dla ktorych rownanie 2 + y? — 2 + 4y + m = 0 opisuje okrag.

ROZWIAZANIE
1. (z —1)%2 + (y+2)2 = 5 — m; okrag, gdy 5 — m > 0.
Odpowiedz: m < 5

G o v o+ 0.3 pie

Wyznacz réwnanie okregu o srodku S = (3, —1) stycznego do prostej 4z — 3y + 10 = 0.

ROZWIAZANIE
1243410
1r=d(s,1) =230 _ 5
2.(z—3)*+ (y+1)> =25
Odpowiedz: (z — 3)2 + (y+1)2 = 25
Schemat punktowania:
1 pkt— warunek r = d(S,1),
e 2pkt—r =25,
e 3 pkt — rownanie okregu.

CIE) orware xx 0-3 pkt

Wyznacz punkty wspélne okregu 22 + y? = 25 i prostej y = & + 1 oraz dtugoé¢ wyznaczonej przez nie cieciwy.

ROZWIAZANIE
Lzl +(z+1)?=25=>22+2-12=0=z=3lubzr=—4
2. Punkty (3,4), (—4, —3); dugos¢ v/49 + 49 = 7/2.
Odpowiedz: (3,4), (—4,—3); 7V/2
Schemat punktowania:
¢ 1 pkt — rownanie kwadratowe,
e 2 pkt — oba punkty,
e 3 pkt — dtugos¢ cieciwy.
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[ PR15.5 JRQVUNAY 0-4 pkt
Zbadaj wzajemne potozenie okregow Q1 : (z —1)2+ (y—2)2=4i 0y : (z —4)2 + (y — 6)% = 9. Jedli s3
styczne, wyznacz punkt stycznosci.

ROZWIAZANIE
1.81=(1,2),r1 =282 = (4,6), 7o = 3, |S152| = V9 + 16 = 5 = ry + ry — styczne zewnetrznie.
2. Punkt stycznosci lezy na odcinku S1S2 w odlegtosci 2 od Sy: S1 + %[3, 4] = (%, 1—58)
1L 18)

Odpowiedz: styczne zewnetrznie w punkcie (T’ 5

Schemat punktowania:
e 1 pkt — srodki i promienie,
o 2 pkt—|S8152| =5,
¢ 3 pkt — wniosek o stycznosci zewnetrznej,
e 4 pkt — punkt stycznosci.

D) orwarte 0-4 pkt

Okregi 22 + y? = 10 oraz (z — 4)2? + (y — 2)? = 10 przecinaja sie w punktach A i B. Wyznacz wspotrzedne tych
punktéw i rébwnanie prostej AB.

ROZWIAZANIE
1.0dejmujemy: 2% + 92 — [(z —4)®+ (y—2)?] =0=>8z+4y—20=0=y =5 —2z.
222+ (5-2z)>=10=>22—42+3=0=z=1lubz =3.
3.A=(1,3), B=(3,—1); prosta AB:y = —2z + 5.
Odpowiedz: A = (1,3), B=(3,—1);y= -2z +5
Schemat punktowania:
e 1 pkt — odjecie rownan,
o 2 pkt — réwnanie prostej AB,
e 3 pkt — réwnanie kwadratowe,

e 4 pkt — oba punkty.

G o 0.3 pie

Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A = (0,0), B = (6,0), C = (0, 8).

ROZWIAZANIE
1. Kat BAC jest prosty, wiec BC jest $rednica. Srodek: (3,4), r =
2.(z—3)%+ (y—4)2=25.

Odpowiedz: (z — 3)2 + (y — 4)%? = 25

|Bo] _
Bol 5.

Schemat punktowania:
e 1 pkt — srodek okregu,
e 2 pkt — promien,
¢ 3 pkt — réownanie.
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4 4R OTWARTE 0-5 pkt

Wyznacz réwnania stycznych do okregu &2 + y? = 5 przechodzacych przez punkt P = (3, 1).

ROZWIAZANIE
1. |OP| = v/10 > v/5 — punkt zewnetrzny. Prosta pionowa & = 3 ma odlegtos¢ 3 # /5 — nie jest styczna.

2.y—1=m(z — 3), czylimz —y+ 1 — 3m = 0. Stycznos¢: Li=8ml _ /5

vm2+1
3.(1-3m)?=5(m?’+1)=>4m?* —6m—-4=0=>m=2lubm = —1.

4 y=2x —borazy = —%w—l— %
Odpowiedz: y = 2x — borazy = —%a: + %
Schemat punktowania:

e 1 pkt — réwnanie prostej przez P z parametrem,
e 2 pkt — warunek stycznosci,
e 3 pkt — réwnanie kwadratowe z m,
e 4 pkt — obie wartosci m,
e 5 pkt — rownania stycznych (i odrzucenie prostej pionowe;j).

CIXY orweree 0-4 pkt

Srodek okregu lezy na prostej y =  + 1, a okrag przechodzi przez punkty A = (1,0) i B = (3, 2). Wyznacz
rownanie tego okregu.

ROZWIAZANIE
1. Srodek lezy na symetralnej AB: $rodek odcinka (2,1), agp = 1, symetralna y = —x + 3.
2z+l=—2+3=>2=15=(1,2)
3.72 = |SA|* =0+ 4 = 4 (kontrola |SB|2 =4+ 0 V).
Odpowiedz: (z —1)2+ (y—2)2 =4
Schemat punktowania:
e 1 pkt — symetralna odcinka AB (lub uktad z réwnymi odlegtosciami),
o 2 pkt—srodek S = (1,2),
e 3 pkt — promien,
e 4 pkt — rownanie okregu.
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CIED) orwarte 0-6 pkt

Prosta y = & + 2 przecina parabole y = x2 w punktach A i B. Odcinek AB jest érednicg okregu @. Wyznacz
réownanie okregu O oraz punkty jego przeciecia z osig Oy.

ROZWIAZANIE
lLe?=z+2=>z=2ubz=—-1A=(-1,1), B=(2,4).

2 $rodek: (4, 8), 72 = 14BL _ 940 _ o
3.0§Oy(z=0);%+(y_%) :%=> (y—%)zzl%,
4y=—5i%/1_7

Odpowiedz (z — 1)* + (y— £)* = &; (0, 5i;/1_7)

Schemat punktowania:
e 1pkt— punkty Ai B,
e 2 pkt — srodek okregu,
e 3 pkt — promien,
e 4 pkt — réownanie okregu,
e 5 pkt — réwnanie po podstawieniu £ = 0,

o 6 pkt — oba punkty na osi Oy.
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PR16 Stereometria rozszerzona

/# Ustal spodek wysokosci. Kat = kat w nazwanym tréjkacie. Kat dwuscienny — wysokosci z jednego punktu krawedzi.

CIX) oorowienz krOTKA 0-2 pkt

Oblicz objetos¢ czworoscianu foremnego o krawedzi 6.

ROZWIAZANIE
_ a*2 _ 216v2 __
1.V =9y = 26v2 —18,/2
Odpowiedz: 18v/2

m ODPOWIEDZ KROTKA 0-2 pkt

Ostrostup prawidtowy tréjkatny ma krawedz podstawy 6 i wysokos¢ 4. Oblicz dtugos¢ krawedzi boczne;j.

ROZWIAZANIE

1.R= % =23 krawedz boczna v/16 + 12 = V28 = 2/7.

Odpowiedz: 247

CIE) orwarte 0-3 pkt

Ostrostup prawidtowy czworokatny ma krawedz podstawy 6 i krawedz boczng 5. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni
bocznej.

ROZWIAZANIE
1. Potowa przekatnej podstawy: 3\/5; H = m = \/7; V= % - 36 - \/7 = 12\/7.
2. Wysokos¢ Sciany: 4/25 —9 =4; P, =4-1 - 6-4 =48

Odpowiedz: V = 12v/7, P, = 48

Schemat punktowania:
o 1pkt—H =+/7,
e 2 pkt — objetos,
e 3 pkt — pole boczne.

YW OTWARTE 0-4 pkt

Ostrostup prawidtowy tréjkatny ma krawedz podstawy 6, a krawedz boczna jest nachylona do pfaszczyzny podstawy
pod katem 60°. Oblicz objetos¢ ostrostupa i cosinus kata nachylenia $ciany bocznej do podstawy.

ROZWIAZANIE
1.R=2v3 H=Rtg60°=6.P,=9v/3,V = 3-9/3-6 =183

2.7 = v/3; wysokos¢ éciany bocznej hy = v/36 + 3 = /39.

_r _ 38 _ 1 _ 413
3'008’3_’1_6_%_%_1_3'

Odpowiedz: V = 18v/3, cos B = 1£33

Schemat punktowania:
e 1pkt—H =6,
e 2 pkt — objetos¢,
o 3 pkt — wskazanie kata $ciany (trojkat H, 7, hy),
e 4 pkt — cosinus.
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) orwarte 0-4 pkt
Dany jest szescian ABCDEFGH o krawedzi 6 (E nad A, F nad B, G nad C, H nad D). Oblicz cosinus kata
nachylenia przekatnej AG do ptaszczyzny podstawy oraz pole przekroju szescianu ptaszczyzng ACH.

ROZWIAZANIE

1. Rzut AG na podstawe to AC = 6/2; |AG| = 6v/3. cosa = % = 4.

2. AC, CH, AH to przekatne $cian — tréjkat rownoboczny o boku 64/2.
3. Pole: %\/g =18+/3.
Odpowiedz: cosa = %, pole 18v/3

Schemat punktowania:
e 1 pkt — wskazanie kata,
e 2 pkt— cosinus,
¢ 3 pkt — rozpoznanie tréjkata rownobocznego,
e 4 pkt — pole przekroju.

4[N JP OTWARTE 0-5 pkt

Wszystkie krawedzie ostrostupa prawidtowego czworokatnego majg dtugos¢ a. Oblicz cosinus kata miedzy sasiednimi
$cianami bocznymi.

ROZWIAZANIE

1. Sciany boczne sg tréjkgtami réwnobocznymi. Wysokosci $cian SBC' i SDC opuszczone z B i D na SC maja

spodek w srodku SC'i dtugosé “‘2/5.
3.2,3 2 2 1.2
_ _ ge°+3a"—2a®  —3a° 1
2.|BD| =av2.cosp = T = 3a 3

Odpowiedz: —%

Schemat punktowania:
e 1 pkt — wskazanie kata miedzy scianami,
e 2 pkt — dtugosci wysokosci Scian,
« 3pkt—|BD| = av/2,
e 4 pkt — tw. cosinuséw,

e 5pkt—cosp = —1%.

CE) o 0-4 plt

Promien okregu wpisanego w podstawe ostrostupa prawidtowego trojkatnego jest réwny 2, a sciana boczna jest
nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni bocznej.

ROZWIAZANIE

lr=28 sa= % —4y3 P = 85 — 1243

2. H=rtg60° =23 hy = _Lm = 4.

3V=1-12v3.2v3=24 P, =3 § -4V/3-4=24/3
Odpowiedz: V = 24, P, = 24\/§

Schemat punktowania:
e 1 pkt — krawedz podstawy,
o 2pkt— H i hy,
e 3 pkt — objetos¢,
e 4 pkt — pole boczne.
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L4 4 [X: 3 OTWARTE 0-3 pkt

Stozek o wysokosci 8 jest wpisany w kule o promieniu 5 (wierzchotek i okrag podstawy leza na sferze). Oblicz objetos¢
stozka.

ROZWIAZANIE
1. Srodek kuli lezy na osi stozka w odlegtoéci 8 — 5 = 3 od podstawy.
2.r2=52-32=16r=4

3V=13n-16-8 =121

o 1287
Odpowiedz: =5~

Schemat punktowania:
e 1 pkt — odlegtosc srodka kuli od podstawy,
e 2pkt—r =4,
e 3 pkt — objetosc.

(L[ XD OTWARTE 0-5 pkt

Graniastostup prawidtowy czworokatny ABCDEFGH ma krawedz podstawy 4 i wysoko$¢ 6 (G nad C). Oblicz pole
przekroju ptaszczyzng BDG oraz cosinus kata nachylenia tego przekroju do ptaszczyzny podstawy.

ROZWIAZANIE
1. Przekrdj to trojkat réwnoramienny BDG: |BD| = 4v/2.
2.0 — érodek BD; |OC| = 2v/2, wiec |OG| = v/8 + 36 = 24/111 OG L BD.

3.Pole: 1 442211 = 4v/22.

ool _ 23 _ vB
|OG| 2\/ﬁ 11 -

Odpowiedz: pole 4v/22, cosa = %

4. cosa =

Schemat punktowania:

¢ 1 pkt — rozpoznanie przekroju,
2 pkt—|OG|,
e 3 pkt— pole,

e 4 pkt — wskazanie kata,
e 5 pkt — cosinus.
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Y[ AN OTWARTE 0-4 pkt

Podstawa ostrostupa ABC'S jest tréjkat prostokatny ABC o przyprostokatnych |AC| = 6 i | BC| = 8. Wszystkie
krawedzie boczne maja dtugos¢ 13. Oblicz objetos¢ ostrostupa.

ROZWIAZANIE

1. Réwne krawedzie boczne = spodek wysokosci to srodek okregu opisanego na podstawie — Srodek
przeciwprostokatnej AB; R = 5.
2. H=+/169 — 25 = 12.
3.V=%-24-12=96.
Odpowiedz: 96
Schemat punktowania:

e 1 pkt — potozenie spodka wysokosci,
e 2pkt— R =15,
e 3pkt—H =12,
e 4 pkt — objetosc.
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PR17 Parametr, funkcja kwadratowa i wzory Viete'a

/#a#0- A >0 - warunek przez Viéte'a - cze$¢ wspolna.

@A) oorowienz krOTKA * 0-2 pkt

Wyznacz wszystkie m, dla ktorych rownanie % — 5z + m = 0 ma dwa rézne rozwiazania.

ROZWIAZANIE
1A=25—-4m>0 < m< 2.

FPR N 25
Odpowiedz: m < 7~

m ODPOWIEDZ KROTKA % 0-2 pkt

Nie rozwiazujac réwnania 222 — 6z — 3 =0, oblicz sume i iloczyn jego rozwigzan.

ROZWIAZANIE
1.y +x9 = % =3 x129 = —% (A =36+24>0).

Odpowiedz: &1 + 22 = 3, T1x2 = _%

CEY orwarte xx 0-3 pkt

Wyznacz wszystkie m, dla ktorych réwnanie £2 + ma + 4 = 0 ma dwa rézne rozwiazania dodatnie.

ROZWIAZANIE
1LA=m?2-16>0 < m< —4lubm >4
2.x1x2 =4 > 0zawsze; 21+ 29 = —m >0 < m<0.
3. Cze$¢ wspdlna:m < —4.
Odpowiedz m € (—oo0, —4)
Schemat punktowania:

o 1 pkt—warunek A > 0,
e 2 pkt — warunki Viéte'a na znaki,
¢ 3 pkt — odpowiedz.

[ PR17.4 VGRS 0-4 pkt

Wyznacz wszystkie m, dla ktérych réwnanie 2 — 2ma + m + 2 = 0 ma dwa rézne rozwiazania spetniajace warunek
z? +22=8
1 o= ek

ROZWIAZANIE
1TA=4m?2—4(m+2)>0 <= m?-m—-2>0 < m< —1llubm > 2
222 +22=4m? -2m+2)=4m? -2m —4=8=>2m? —m —6=0.
3m=2lubm= —%. Dlam = 2: A = 0 — odrzucamy. Odpowiedz: m = —%.

nofee

Odpowiedz: m = —

Schemat punktowania:
e 1 pkt—warunek A > 0,
e 2 pkt — wyrazenie przez Viete'a,
¢ 3 pkt — rozwigzanie réwnania,

e 4 pkt — odrzucenie m = 2 i odpowiedz.
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[ PR17.5 JESIVNALE 0-4 pkt

Wyznacz wszystkie m # 2, dla ktérych réwnanie (m — 2)z% — 2(m — 1)z + m = 0 ma dwa rézne rozwiazania
tego samego znaku.

ROZWIAZANIE
1. % = (m —1)2 — m(m — 2) = 1 > 0— zawsze dwa rézne rozwiazania.
2.Tensam znak: 123 = %5 >0 <= m <0lubm > 2.

Odpowiedz: m € (—00,0) U (2, 00)

Schemat punktowania:
e 1 pkt — obliczenie A,
o 2 pkt — wniosek A > 0 dla kazdego m # 2,
e 3 pkt—warunek 129 > 0,
e 4 pkt — odpowiedz.

D o 0-5 plt

Wyznacz wszystkie m, dla ktorych réwnanie z2 — 4z +m — 1 = 0 ma dwa rézne rozwigzania spetniajgce

01 1
nierdbwno$¢ — + — > 2.
T1 T2

ROZWIAZANIE
1.A=16—4(m —1) >0 < m < b pierwiastki niezerowe: m # 1.
1 1 _ 4 4-2(m-1) 62
2 gt =g 2= >0 = T >0 = me(L,3)
3.Cze$¢ wspdlnazm < 5:m € (1,3).
Odpowiedz: m € (1, 3)

Schemat punktowania:
o Tpkt—A >0,

o 2 pkt — wyrazenie Z1t22

T122 '

¢ 3 pkt — nieréwnos$¢ wymierna,
e 4 pkt — jej rozwigzanie,
e 5 pkt — odpowiedz.

[ PR17.7 JRSVNAE: 0-4 pkt

Wyznacz wszystkie m, dla ktérych réwnanie 2 + (m + 1)z 4+ m = 0 ma dwa rdzne rozwiazania, ktérych odlegtos¢
na osi liczbowej jest rowna 2.

ROZWIAZANIE
LTA=m+1)?2-4dm=m—-1)2>0 < m#1
2. Rozwigzania: z = —1 iz = —m (albo |1 — z2| = VA = |m — 1]).
3./m—-1=2=m=3lubm=—1.
Odpowiedz:m = —1lubm =3
Schemat punktowania:
o 1pkt—A = (m—1)2
o 2pkt—|z; — 22| = |m —1],
* 3 pkt — réwnanie |m — 1| =2,
e 4 pkt — odpowiedz.
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44V & OTWARTE 0-5 pkt

Wyznacz wszystkie m, dla ktérych réwnanie £2 — (m + 2)z + m = 0 ma dwa rézne rozwigzania spetniajace
warunek a:“f + a:g = 8.

ROZWIAZANIE
1A= (m+2)2—4m =m? +4 > 0— zawsze.
2.23 + 23 = 8% — 3ps = (m +2)% — 3m(m + 2) = (m + 2)(m? + m + 4).
3.(m+2)(m2 +m+4)=8 <= mP+3m?+6m=0 < m(m?+3m+6)=0.
4. m? + 3m + 6 nie ma pierwiastkéw (A = —15), wiec m = 0 (kontrola: 22 — 2z = 0,0 + 8 = 8 V).
Odpowiedz: m = 0
Schemat punktowania:
e 1pkt— A > 0 dla kazdego m,
e 2 pkt— wzor na a:i’ + (L'g
e 3 pkt — rownanie zm,
e 4 pkt — rozkiad,
e S5pkt—m =0.

X)) orwarte 0-3 pkt

Wyznacz wszystkie m, dla ktérych liczba 1 lezy miedzy rozwigzaniami réwnania 2 — 2maz +m2 — 1 = 0.

ROZWIAZANIE
1.a =1 > 0, wiec warunek: f(1) < 0.
2fM)=1-2m+m?—-1=m?-2m <0 < me (0,2).
3. (Kontrola: pierwiastkitom —1lim+1m—-1<1l<m+1 < 0<m<2)
Odpowiedz: m € (0, 2)
Schemat punktowania:
* 1pkt—warunek g - f(1) <0,
e 2 pkt — nieréwnos¢ m? — 2m < 0,
¢ 3 pkt — odpowiedz.
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AT orwarte 0-6 pkt

Wyznacz wszystkie m, dla ktérych réwnanie z2 — 2(m + 1):1: + m? + 3 = 0 ma dwa rézne rozwigzania dodatnie
spetniajace warunek .1,'% + :1,'% < 22.

ROZWIAZANIE
1.2=m+1)?-(m?+3)=2m—-2>0 < m>1
2. Dodatnie: 125 = m2 + 3 > 0 zawsze, £1 + T3 = 2(m+1)>0 < m> -1
3.2l +22=4(m+1)2-2(m?2+3)=2m?2+8m—-2<22 < m?+4m—-12<0 < m € (-6,2)

4. Cze$¢ wspdlna: m € (1, 2).
Odpowiedz: m € (1,2)

Schemat punktowania:
e 1pkt—A >0,
e 2 pkt — warunki dodatniosci,
e 3 pkt — wyrazenie a:% + a:%
e 4 pkt — nieréwnos¢ m? +4m — 12 < 0,
e 5 pkt — jej rozwigzanie,
e 6 pkt — czes¢ wspodlna.
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PR18 Pochodna, monotonicznos$é i ekstrema

/7 Pochodna — rozktad — znak — monotonicznos¢ i ekstrema. Styczna: f’(:z:g) i punkt.

ODPOWIEDZ KROTKA 0-2 pkt
Oblicz f'(1) dla f(z) = 2% — 622 + 5.

ROZWIAZANIE
1. f'(z) = 322 — 12z, f'(1) =3 — 12 = —9.
Odpowiedz: —9

L) ODPOWIEDZ KROTKA 0-2 pkt
Wyznacz wszystkie m, dla ktérych funkgja f(z) = &3 + maz2 + 3¢ — 1 jest rosnaca w R.

ROZWIAZANIE
1. f'(x) = 322 + 2mzx + 3 > 0dla kazdego x & A = 4m? — 36 < 0 = m € [-3,3].
Odpowiedz: m € [—3, 3]

g RYP OTWARTE 0-3 pkt

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkgji f(z) = 3 — 2z + 1 w punkcie o odcietej 1.

ROZWIAZANIE
1f(1) =0, f'(z) =322 —2 f'(1) =1
2y=1-(z—-1)+0=2—-1
Odpowiedz:y =z — 1
Schemat punktowania:

* 1pkt—F(1) i f'(=),
o 2pkt—f'(1) =1,
¢ 3 pkt — réownanie styczne;j.

L4 4L X OTWARTE 0-3 pkt

2

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkgji f(z) = w punkcie o odcietej 1.

ROZWIAZANIE
Lfle)=2z+3 f1)=4
2.f'(x)=1-% f'(1) = -2
3y=—-2(x—1)+4=—-2z+6.
Odpowiedz: y = —2z + 6
Schemat punktowania:
e 1pkt—f(1) =4,
e 2pkt— f'(1) = -2,
¢ 3 pkt — rownanie styczne;.

matematix.pl - Matura z matematyki — matura rozszerzona - rozwigzania 60/ 71



448 OTWARTE 0-4 pkt

Wyznacz przedziaty monotonicznosci i ekstrema funkgji f(z) = z3 — 322 — 9z + 1.

ROZWIAZANIE
1. f!(z) = 322 — 6z — 9 = 3(z + 1)(z — 3).
2.f'>0dlaz < —1llubz >3, f'<0dla—-1<2z<3.
3. Maksimum: f(—=1) = =1 — 3+ 9+ 1 = 6; minimum: f(3) =27 — 27 — 27+ 1 = —26.
Odpowiedz: rosnie na (—oo, —1] i [3, 00), maleje na [—1, 3]; fmax = f(—1) =6, fmin = f(3) = —26
Schemat punktowania:
e 1 pkt — pochodna i jej miejsca zerowe,
e 2 pkt — znak pochodnej,

¢ 3 pkt — przedziaty monotonicznosci,
e 4 pkt — ekstrema z wartosciami.

4K OTWARTE 0-4 pkt

Wyznacz najmniejsza i najwieksza wartosé¢ funkgji f(z) = z* — 3z w przedziale [—2, 3].

ROZWIAZANIE
1. f(z) =322 —3=0 <= z = +£1 (oba w przedziale).
2 f(-2) = =2 f(-1) =2 f(1) = -2, f(3) = 18.
3. Najmniejsza: —2 (dla € = —2 iz = 1), najwieksza: 18 (dla z = 3).
Odpowiedz: najmniejsza —2, najwieksza 18
Schemat punktowania:
e 1 pkt — punkty krytyczne,
e 2 pkt — wartosci w punktach krytycznych,

e 3 pkt — wartosci na koncach,
e 4 pkt — odpowiedz.

4N OTWARTE 0-4 pkt

Wyznacz przedziaty monotonicznosci i ekstrema funkgji f(z) =

ROZWIAZANIE
2¢(z—1)—a? -2
1 D=R\ {1} f/(s) = 2l _ o=
2.f'>0dlaz <O0lubz>2 f'<0daze (0,1)U(L,2).
3. Maksimum lokalne £(0) = 0, minimum lokalne f(2) = 4.
Odpowiedz: rosnie na (—00, 0] i [2, 00), maleje na [0,1) i (1,2]; fmax = f(0) =0, fmin = f(2) =4

Schemat punktowania:
e 1 pkt — dziedzina i pochodna,
e 2 pkt — znak pochodnej,
e 3 pkt — przedziaty monotonicznosci (osobno po obu stronach = 1),
e 4 pkt — ekstrema.
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4K OTWARTE

Punkt P = (g, 2), gdzie &g > 0, nalezy do wykresu funkgji f(z) =

wykresu fw punkcie P.

ROZWIAZANIE

1.3 s al=1ma=1
0
6z(x241)—(322+1)2
2. f'(z) = = 4—(,»3)2451)3’:2Jr e (;,;2?1)2:.1:,(1) =1

y=1l-(z—-1)+2=2+1
Odpowiedzy =z +1
Schemat punktowania:
o 1pkt—xo= 1,
e 2 pkt— pochodna,
.« 3pki—f'(1) =1,

e 4 pkt — réwnanie styczne;j.

X OTWARTE

3z2+1
2241

0-4 pkt

. Wyznacz réwnanie stycznej do

0-4 pkt

Wyznacz réwnania stycznych do wykresu funkgji f(z) = x® — 3z + 2 réwnolegtych do prostej y = 9z.

ROZWIAZANIE
1.f(z) =322 -3=9=2=42
2f2)=4y=9(z—-2)+4=9z—-14
3.f(-2) =0y=9(x+2) =9z + 18.
Odpowiedz: y = 9z — 14 orazy = 9z 4 18
Schemat punktowania:
* 1 pkt— réwnanie f'(z) =9,
o 2pkt—zx==%2,
e 3 pkt — jedna styczna,
e 4 pkt — obie styczne.

LA ER D OTWARTE

0-3 pkt

Wyznacz wszystkie wartosci k, dla ktorych rownanie &3 — 322 — 9z 4+ 1 = k ma trzy rézne rozwigzania.

ROZWIAZANIE

1. Funkgja f(z) = &3 — 322 — 9z + 1 (zadanie PR18.5): maksimum lokalne 6 w & = —1, minimum lokalne —26

wz =3 limg 1 f(z) = too.

2. Prosta y = k przecina wykres w trzech punktach < k lezy $cisle miedzy minimum a maksimum lokalnym.

3.k € (—26,6).
Odpowiedz: k € (—26, 6)
Schemat punktowania:
e 1 pkt — ekstrema lokalne,
e 2 pkt — szkic wykresu lub opis przebiegu,
* 3 pkt — odpowiedz (—26, 6).
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PR19 Optymalizacja z pochodna

( /’ Model + dziedzina - pochodna — znak — ekstremum globalne — petna odpowiedz.

CXX) orwarte xx 0-3 pkt

Suma dwéch liczb dodatnich Z i ¥ jest rowna 12. Wyznacz te liczby, dla ktorych iloczyn @ - 42 jest najwiekszy.

ROZWIAZANIE
1. f(z) =z(12 — z)% z € (0,12).
2. f'(z) = (12 — z)? — 22(12 — z) = (12 — z)(12 — 3z).
3. f' > 0na(0,4), f' <0na(4,12) — maksimumw z = 4:y = 8, f(4) = 256.
Odpowiedz: ¢ = 4, y = 8 (iloczyn 256)
Schemat punktowania:
¢ 1 pkt — funkcja z dziedzing,

e 2 pkt — pochodna i miejsce zerowe,
e 3 pkt — uzasadnienie i odpowiedz.

QXD orware xx 0-4 pkt

Pudetko w ksztatcie prostopadtoscianu o podstawie kwadratowej, bez wieka, ma objetos¢ 32. Wyznacz wymiary
pudetka o najmniejszym polu powierzchni.

ROZWIAZANIE
1. @ — krawedz podstawy, h = z—f P(a) = a* + 4ah = a® + %. a>0.

3_
2. P'(a) = 2a — %,8 = %—zerowa=4,znakz—na +.

3.a=4h=2P=16+ 32 = 48.
Odpowiedz: 4 x 4 x 2, P = 48

Schemat punktowania:
* 1 pkt— funkcja P(a) z dziedzina,
e 2 pkt— pochodna,
e 3 pkt—a = 4 i uzasadnienie minimum,

e 4 pkt — wymiary i pole.
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B orwarte 0-4 pkt

Puszka w ksztatcie walca ma objeto$¢ 16a. Wyznacz promien podstawy i wysokos¢ puszki, dla ktorych pole
powierzchni catkowitej jest najmniejsze.

ROZWIAZANIE
1.h= %,P('r) = 2mr? + 2rh = 27r® + 322, ¢ > 0.

s_
2. P'(r) = 4mr — ‘?—f = w — minimumw r = 2.

3.3 h=4 P =87+ 16w = 24~.
Odpowiedz: r = 2, h =4, P = 24w

Schemat punktowania:
e 1 pkt— P(r) z dziedzina,
e 2 pkt— pochodna,
e 3 pkt—r = 2 z uzasadnieniem,
e 4 pkt — wymiary i pole.

44X OTWARTE 0-5 pkt

W pétkole o promieniu b wpisano prostokat, ktérego jeden bok lezy na $rednicy. Wyznacz wymiary prostokata o
najwiekszym polu.

ROZWIAZANIE
1. Potowa podstawy z, wysokos¢ v/25 — z2, z € (0,5): P(x) = 2zv/25 — z2.
2. Wystarczy maksymalizowa¢ g(z) = P2/4 = z2(25 — z2): ¢’ = 50z — 423 = 2z(25 — 2z2).
3. 22 = % T = 52ﬁ (zmiana znaku z + na —). Wymiary: 2z = 542, wysoko$¢ 52ﬁ; P =25,
Odpowiedz: 5v/2 x 52ﬁ P=25
Schemat punktowania:
¢ 1 pkt — funkcja pola z dziedzing,
e 2 pkt — pochodna,
e 3 pkt — punkt krytyczny,
e 4 pkt — uzasadnienie maksimum,
e 5 pkt — wymiary i pole.
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B orwarme 0-6 pkt

Rozwazamy wszystkie stozki o tworzacej dtugosci 6. Wyznacz wysokos¢ stozka o najwiekszej objetosci i oblicz te
objetosc.
ROZWIAZANIE

1. 7‘2 =36 — h2, V(h) = %(36’7, — hs), he (0, 6)

2.V'(h) = Z(36 —8h%) =0 <=> h=2v/3;znakz +na —.

372 =24V =17%.24.2V/3=16V3m
Odpowiedz: h = 243, Vigax = 164/3 7

Schemat punktowania:
o 1 pkt — zaleznos¢ r2 = 36 — h2,

2 pkt — V'(h) z dziedzina,
e 3 pkt— pochodna,
4 pkt —h = 24/3,

e 5 pkt — uzasadnienie maksimum,

6 pkt — objetosc.

LX) OTWARTE 0-5 pkt

Rozwazamy wszystkie graniastostupy prawidtowe czworokatne, w ktérych suma diugosci wszystkich krawedzi jest
rowna 48. Wyznacz wymiary graniastostupa o najwiekszej objetosci.

ROZWIAZANIE

1.8a4+4h =48 = h =12 —2a,a € (0,6).

2.V(a) = a?(12 — 2a) = 12a% — 243, V'(a) = 24a — 6a% = 6a(4 — a).

3. Maksimumwa =4:h =4,V = 64.
Odpowiedz: szescian o krawedzi 4, V = 64

Schemat punktowania:
« 1pkt—h =12 — 2a,

2 pkt — V(a) z dziedzina,
e 3 pkt — pochodna,

e 4 pkt —a = 4 z uzasadnieniem,
e 5 pkt — wymiary i objetosc¢.
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CIXD orwarte 0-5 pkt

Wyznacz punkty paraboli y = x? potozone najblizej punktu A = (0, 3) i oblicz te najmniejsza odlegtos¢.

ROZWIAZANIE
1. d%(z) = 22 + (2% — 3)? = z* — 52?2 + 9.

2. (d?)! = 42® — 10z = 2z(22% — 5): zera 0, :I:\/g; minima w &4/ 2, maksimum lokalne w 0.
3.d% = 2T5 — %+9= %,dz @ wzx = 0:d = 3 — wieksze).

Odpowiedz: (:I: g, %) d= @

Schemat punktowania:
e 1 pkt — funkcja d?(z),
e 2 pkt — pochodna i punkty krytyczne,
e 3 pkt — wybor minimum,
e 4 pkt — punkty,
e 5 pkt — odlegtosc.

44K JP OTWARTE 0-7 pkt

Rozwazamy wszystkie trojkaty rownoramienne opisane na okregu o promieniu 1. a) Wykaz, ze pole trojkata o

/| h
wysokosci h (opuszczonej na podstawe) wyraza sie wzorem P(h) = h Y h > 2 b) Wyznacz h, dla ktérego

pole jest najmnigjsze, i oblicz to pole.

ROZWIAZANIE

; 2 2 ._ P.1— zh e — 2 2
1. a) Podstawa 2z, ramie v/ +h.r_p.1 zﬂ/méwh = +Vx?+ h2

2. Podnoszac do kwadratu: z2h? — 222h = h? = 22 = % (h > 2), wiec P = zh = hy/ %

2(1_o\_13 201 _
3. b) Minimalizujemy g(h) = P? = hh—_32: gh)y=2 ((Z_;))Z W= 2?h(—hz)3) .
4.9’ <0na(2,3), ¢ > 0na(3,00) —minimumwh = 3: P = 3+/3.

Odpowiedz: h = 3, Ppin = 3v/3 (tréjkat rownoboczny)

Schemat punktowania:
e 1 pkt—zapisr = %,
e 2 pkt — przeksztatcenie do z? = yy
o 3 pkt — wzér P(h) z dziedzina,
e 4 pkt — pochodna,
e Spkt—h =23,
e 6 pkt — uzasadnienie minimum,

o 7 pkt— P = 34/3.
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44K OTWARTE 0-4 pkt

Koszt wyprodukowania z sztuk towaru wynosi K (z) = z3 — 3022 + 400z zt, a kazda sztuke sprzedajemy za 400 zt.
lle sztuk nalezy wyprodukowac i sprzedac, aby zysk byt najwiekszy? Oblicz ten zysk.

ROZWIAZANIE
1. Z(z) = 400z — K(z) = —z% + 3022 z > 0.
2. Z'(z) = —3z% + 60z = —3z(z — 20) — maksimum w & = 20.
3. Z(20) = —8000 + 12000 = 4000 zt.

Odpowiedz: 20 sztuk, zysk 4000 zt

Schemat punktowania:
e 1 pkt — funkcja zysku,
e 2 pkt— pochodna,
e 3 pkt — & = 20 z uzasadnieniem,
o 4 pkt — zysk 4000 zt.

YR OTWARTE 0-5 pkt

Okno ma ksztatt prostokata zwienczonego poétkolem (Srednica poétkola to gérny bok prostokata). Obwodd okna jest
rowny 4 + 7. Wyznacz wymiary okna o najwiekszym polu.

ROZWIAZANIE

4+1r—g2+1r)r rc (0 4+_7r)

1. 7 — promien, h — wysoko$¢ prostokata: 2r +2h +ar =4+ 7 = h = ) 2

2. P(r) = 2rh + "Trz =@+m)r—2r2 - "Trz
3.P'(r)=4+7m—(4+7m)r=0 <= r=1(@nakz+na—).
4.h =1 prostokgt 2 x 1, P=2+ 3.
Odpowiedz: 7 = 1: prostokat2 x 1, P =2+ &
Schemat punktowania:
* 1 pkt— zaleznos¢ h(r),
2 pkt — P(r) z dziedzina,
e 3 pkt— pochodnair =1,

e 4 pkt — uzasadnienie maksimum,
e 5 pkt — wymiary i pole.
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PR20 Dowodd geometryczny i zadania mieszane

/# Rysunek + zatozenia. Most: katy, podobienstwo, wspdlna wysokosé, tw. sinuséw lub wspdtrzedne.

XD orwarte 0-3 pkt

Wykaz, ze srodkowa tréjkata dzieli go na dwa trojkaty o rownych polach.

ROZWIAZANIE
1. Srodkowa C'M dzieli bok AB na réwne odcinki AM i MB.
2. Trojkaty AMC' i M BC' maja wspdlna wysokos¢ z wierzchotka C.
3. Maja wiec réwne podstawy i réwne wysokosci — réwne pola. ll
Odpowiedz: dowéd
Schemat punktowania:
e 1 pkt — réwne podstawy,
e 2 pkt — wspdlna wysokos¢,
e 3 pkt — wniosek.

U pr20.2 RN 0-3 plt

Wykaz, ze w tréjkacie prostokatnym srodkowa poprowadzona z wierzchotka kata prostego ma dtugosc rowna potowie
przeciwprostokatnej.

ROZWIAZANIE
1. Kat prosty jest katem wpisanym opartym na przeciwprostokatnej, wiec przeciwprostokatna jest srednica okregu
opisanego.
2. Jej srodek M jest érodkiem tego okregu, wiec [MA| = |[MB| = |MC|=R= 5. 1
Odpowiedz: dowéd
Schemat punktowania:
e 1 pkt — przeciwprostokatna jako srednica,

e 2 pkt — $rodek przeciwprostokatnej jako srodek okregu,
¢ 3 pkt — wniosek.

CD o o3 pia

Punkty M i N sa érodkami bokéw AC i BC tréjkata ABC. Wykaz, 2e MN || ABi|MN| = £|AB|.

ROZWIAZANIE
ICM| _ |CN| _

1. Gl = fapt = 3 1 kat C wspsiny = ACMN ~ ACAB (cecha bkb) w skali }.
2.Stad [MN| = 1|AB|i|/CMN| = | ZCAB| — katy odpowiadajace réwne, wiec MN || AB. R
Odpowiedz: dowod
Schemat punktowania:
e 1 pkt — podobienstwo trojkgtow CMN i CAB,
« 2pkt—|MN| = 1|AB

e 3 pkt — uzasadnienie réwnolegtosci.

’
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4P R: ) OTWARTE 0-3 pkt

Wykaz, ze w kazdym réwnolegtoboku suma kwadratow dtugosci przekatnych jest rowna sumie kwadratow dtugosci
wszystkich bokdw.

ROZWIAZANIE
1. Boki @, b, kat ostry a. Tw. cosinusow: d% =a%+b% — 2abcosa,
d% = a? + b? — 2abcos(180° — ) = a? + b? + 2abcos .
2.d2+d:=2a2+2b2 =a’+ b2 +a?+ 021
Odpowiedz: dowéd
Schemat punktowania:
e 1 pkt — tw. cosinusow dla jednej przekatnej,
o 2 pkt — dla drugiej z cos(180° — &) = —cos e,
¢ 3 pkt — dodanie i wniosek.

D) orware 0-3 pkt
W trapezie ABCD (AB || CD) dwusieczne katéw DAB i ADC przecinaja sie w punkcie P. Wykaz, ze kat APD
jest prosty.

ROZWIAZANIE
1. AB || CD, wiec |£ZDAB| + |ZADC| = 180° (katy przy jednym ramieniu).
2.WAAPD: |/PAD| + |£PDA| = % - 180° = 90°.
3. Zatem |ZAPD| = 180° — 90° = 90°. W
Odpowiedz: dowéd
Schemat punktowania:
o 1 pkt — suma katéw przy ramieniu 180°,

o 2 pkt — suma potéwek 90°,
e 3 pkt — wniosek.

L P N OTWARTE 0-3 pkt

Punkt P lezy wewnatrz trojkata rownobocznego o boku a. Wykaz, ze suma odlegtosci punktu P od bokéw tréjkata
jest rowna wysokosci tego trojkata.

ROZWIAZANIE
1. taczymy P z wierzchotkami — tréjkat dzieli sie na trzy trojkaty o podstawach a i wysokosciach dy, ds, ds.
2. %a(dl +ds + d3) = Pp = %a - h.
3.Staddy +dy+ds =h = 22 W
Odpowiedz: dowod
Schemat punktowania:
e 1 pkt — podziat na trzy tréjkaty,
e 2 pkt — zapis sumy pol,
e 3 pkt — wniosek.
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XD orware

Dany jest prostokat ABCD i dowolny punkt P ptaszczyzny. Wykaz, ze |PA|? + |PC|? = |PB|? + |PD|2.

ROZWIAZANIE
1. Uktad: A = (0,0), B = (p,0), C = (p,q). D = (0,q). P = (z,y).

0-3 pkt

2. |PA2+|PC?P=2*+y? + (z—p)® + (y—q)% |PB|* + |PD|* = (z — p)* + ¢* + 2% + (y — q)°.

3. Obie strony sg rowne. ll
Odpowiedz: dowod
Schemat punktowania:
¢ 1 pkt — wprowadzenie uktadu wspotrzednych,

e 2 pkt — zapis kwadratow odlegtosci,
e 3 pkt — wniosek.

14 v R:3) OTWARTE

0-3 pkt

Dwa okregi przecinaja sie w punktach A i B. Odcinki AC'i AD sa srednicami tych okregdw. Wykaz, ze punkty C, B,

D leza na jednej prostej.

ROZWIAZANIE
1. Kat ABC jest wpisany w pierwszy okrag i oparty na érednicy AC — jest prosty.
2. Analogicznie |ZABD| = 90°.
3. Proste BC' i BD s3 prostopadte do AB w tym samym punkcie B, wiec sie pokrywaja — C, B, D sa
wspdtliniowe. l
Odpowiedz: dowod
Schemat punktowania:
o 1pkt—|[£ZABC| = 90°,
e 2pkt—|ZABD| = 90°,
e 3 pkt — wniosek o wspétliniowosci.

;{1 K- OTWARTE

Pole trojkata ABC jest réwne P. Punkty K, L, M lezg odpowiednio na bokach AB, BC, C A, przy czym

|AK|: |KB| = |BL| : |LC| = |CM]| : IMA| = 1: 2. Oblicz pole trojkata K LM.

ROZWIAZANIE

1. Pygy = 5|AK| - |AM|sinA= 3 - 2.P= 2P (bo |AK| = §|AB|, |AM| = 2|AC)).
2. Analogicznie Ppr.xk = Poyr = 2p

9
3.Pkry=P—3-2P= £

. . P
Odpowiedz: 5

Schemat punktowania:
¢ 1 pkt — metoda (pola ,naroznych” trojkatow),

* 2pkt— Pygp = 2P,
¢ 3 pkt — pozostate narozne trojkaty,

o 4pkt— Pgry = %
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OTWARTE 0-4 pkt
W trapezie ABCD o podstawach |[AB| = a i |CD| = bpunkty E i F sa $srodkami ramion AD i BC. Stosunek pola
trapezu EFCD do pola trapezu ABF'E jest réwny % Oblicz stosunek @ : b.

ROZWIAZANIE

1. |EF| = “TH’; oba trapezy maja wysokos¢ %

ath
2. Pgrep = b+22 b= @, Pupre = W~
3. 443 — 3 = 50+ 15b = 9a + 3b => a = 3b.

Odpowiedz: a : b= 3

Schemat punktowania:
e 1 pkt — dtugos$¢ EF' i wysokosci,
e 2 pkt — pola obu trapezéw,
e 3 pkt — réownanie,
e 4pkt—a:b=3.
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