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MATURA Z MATEMATYKI - MATURA ROZSZERZONA

KLUCZE

Klucze rozpoznawcze i algorytmy punktowe

System rozpoznawania typow zadan: teoria w pigutce, wzory, algorytm, putapki,
przyktad wzorcowy i slad w prawdziwych arkuszach CKE.

20 200 100%

kluczy zadan treningowych Z rozwigzaniami

Analiza: majowe arkusze CKE 2020-2026 (7 arkuszy: Formuta 2015 i Formuta 2023), poziom rozszerzony. Zadania
treningowe sg autorskie i odwzorowuja typy umiejetnosci — nie sg kopiami zadan CKE.
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Jak korzysta¢ z opracowania

Kazde zadanie maturalne nalezy do jednego z 20 kluczy — powtarzalnych typéw umiejetnosci. Zanim zaczniesz

liczy¢, nazwij klucz: to uruchamia gotowy schemat i chroni przed typowymi btedami.

1. Rozpoznaj 2. Przypomnij
sekcja ,Jak rozpoznac” — sygnaty w tresci i na rysunku. ,Teoria w pigutce” i ,Wzory” — tylko to, co naprawde
potrzebne.

3. Zastosuj 4. Sprawdz

LAlgorytm” — kolejne kroki, ktére prowadza do LPutapki” — poréwnaj swdj zapis z typowymi btedami.
punktéw.

Legenda

Priorytet najwyzszy zwrot z nauki - o bardzo wazny - o wazny po opanowaniu filarow
Czestotliwos¢ w ilu z analizowanych arkuszy (majowe arkusze CKE 2020-2026 (7 arkuszy: Formuta 2015 i Formuta

2023), poziom rozszerzony) pojawito sie zadanie z danego klucza.

Punkty w arkuszu ile punktéw faktycznie przypadato na klucz w tych arkuszach (tabela ,Slad” w kazdym kluczu).

Arkusz rozszerzony ma 50 pkt (1 pkt = 2% wyniku); wszystkie zadania sg otwarte — tak samo byto

w Formule 2015 (2020-2022).

Poziom zadan rozpoznanie schematu - standard maturalny - zadanie wymagajace

Plan nauki wedtug priorytetéw

LR BN ATFATTI A ENT I PRO2 Dowody algebraiczne i nierébwnosci

PRO3 Wartos$¢ bezwzgledna — réwnania i nierbwnosci ~ PRO5 Ciagi arytmetyczne i geometryczne — zadania faczone

PR09 Prawdopodobienstwo: klasyczne, warunkowe, Bernoulli PR11 Réwnania trygonometryczne
PR12 Planimetria z twierdzeniem sinuséw i cosinuséw ~ PR15 Okrag w uktadzie wspétrzednych

PR17 Parametr, funkcja kwadratowa i wzory Viéte'a PR19 Optymalizacja z pochodna

LN ETCPLRTEYDAS  PRO1 Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna PRO6 Szereg geometryczny nieskonczony
PRO7 Granice ciagow i funkgji PR0O8 Kombinatoryka rozszerzona PR13 Okregi i czworokaty wpisane/opisane
PR14 Geometria analityczna: proste, punkty, pola PR16 Stereometria rozszerzona

PR18 Pochodna, monotonicznos¢ i ekstrema PR20 Dowdd geometryczny i zadania mieszane

R TEV NG ERCNERTTRTIETTANAY  PRO4 Wielomiany i nieréwnosci wymierne  PR10 Tozsamosci trygonometryczne
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42 Jak trenowaé klucz

1. Przeczytaj klucz i przyktad wzorcowy — zaston rozwiazanie i sprébuj sam.

2. Rozwiaz zadania bez zagladania do wzordéw.
3. Zadania rozwigzuj na czas: zamkniete ok. 2-3 min, otwarte 2 pkt ok. 5 min.
4. Zadania i otwarte sprawdzaj z rozwigzaniem i schematem punktowania — ucz sie pisac tak, by

egzaminator widziat kazdy krok.

5. Klucz uznaj za opanowany, gdy rozwigzesz 9/10 zadan i potrafisz nazwaé metode przed liczeniem.
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PRO1 Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN

A 5/7 arkuszy sr. 2,1 pkt (0-5) otwarte 2 pkt (model wzrostu/rozpadu), 2-3
pkt (wykaz tozsamos¢ logarytmiczna)

/ Sygnat: Dziedzina — wspdlna podstawa lub podstawienie — poréwnanie (podstawa < 1 odwraca znak).

Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie

® rozwigzywad réwnania i nieréwnosci wyktadnicze e ,masa maleje o p% na dobe”, ,liczebnos¢
(wspdlna podstawa, podstawienie t = a%), podwaja sie co ..." = model wyktadniczy,

® rozwigzywac rébwnania i nierébwnosci * wykaz, ze jezeli logs 4 = a, to ..." - zmiana
logarytmiczne z dziedzing i monotonicznoscia ( podstawy na wspdlng,
a>1/0<a<l, e 9% —4.3% + 3 = 0 - podstawienie

® stosowac zmiane podstawy logarytmu i t=3%>0.

wykazywac réwnosci z parametrami @ = log. . .,
* budowa¢ i stosowa¢ modele N(t) = Nok?
(wzrost, rozpad, stygniecie).

[ Teoria w pigutce
* f(z) = a” dlaa > 1rosnaca, dla0 < @ < 1 malejaca; a® > 0 zawsze.
o) =) = f(a) = glz).
* Nieréwnoéé: af®) > a9® — dla g > 1 zachowujemy znak, dla 0 < a < 1 odwracamy. To samo dla
logarytméw.
* Dziedzina logarytmu: argument > 0, podstawa > 0i# 1 — wyznacz jg przed przeksztatceniami.
log,.b
log.a
o alogab =p, np. 8110g3:1: — (3log3m)4 — (B4.

* Zmiana podstawy: log, b = ; w szczegdInosci log, b - logy a = 1.

Y Najwazniejsze wzory

_ log.b  gleb=p N(t)=Np-k' log,(zy) =log,z +log,y

log, z" =rlog, x

¥ Algorytm krok po kroku
1. Wyznacz dziedzine (logarytmy) lub zauwaz a® > 0 (wyktadnicze).
2. Sprowadz do wspodlnej podstawy albo podstaw t = a® / t = log, x.
3. Poréwnaj wyktadniki/argumenty — przy podstawie z (0, 1) odwrd¢ znak nieréwnosci.

4. Odrzu¢ rozwigzania spoza dziedziny (i ujemne t przy t = a?).

matematix.pl - Matura z matematyki — matura rozszerzona - klucze 51747



.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO

XlOg%($—2)2—3$$—228 vr—2<8 podstawa < 1 odwraca znak

X pominieta dziedzina vz?—1 S0iz—1>0 czesto jedno rozwigzanie
odpada

Xt=3%t=-1=zx=... v t > 0 — odrzucamy 37 nie jest ujemne

X ,po 7,2 doby" jako odpowiedz na v 8 dob zaokraglaj zgodnie z trescia

.petnych déb”

4 Przyktad wzorcowy typ zadania 1z matury 2025

Liczebnoé¢ populacji bakterii opisuje wzér N(¢) = N - k*, gdzie t — czas w godzinach. Na poczatku byto
1000 bakterii, a po 2 godzinach — 2250. Oblicz k i ustal, po ilu petnych godzinach liczebno$¢ po raz pierwszy
przekroczy 10 000.

ROZWIAZANIE
1. Ny = 1000, 10002 = 2250 = k2 = 2,25 = k= 1,5 (k > 0).
2.1000 - 1,5 > 10000 <= 1,5! > 10.
3.1,5% ~ 7,59 < 10, 1,5 ~ 11,39 > 10 — pierwszy raz po 6 petnych godzinach.
Odpowiedz: k = 1,5; po 6 godzinach
Jak CKE przyznaje punkty:
e 1 pkt— obliczenie k = 1,5,

e 2 pkt — ustalenie, ze nastgpi to po 6 godzinach (z uzasadnieniem rachunkowym).

isl Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 — 0 pkt  brak osobnego zadania

2025 zad. 1 2 pkt  populacja bakterii N(t) = Ny - k

2024 zad.1,5 5pkt  stygniecie kawy (model wyktadniczy); wykaz log5 80 = %
2023 zad. 1,121 4pkt  rozpad substandji (ubywa 19% na dobe); przeksztatcenia z 811837
2022 zad. 1 1pkt  logs /27 —logy; v/3

2021 zad.6 3pkt  wykaz, zelogz4 = —%-, gdylog, 18 = ¢

2020 — 0 pkt  brak zadania z tego klucza

Trening: zadania PRO1.1-PR01.10 (plik zadan) - petne rozwiazania w pliku rozwigzan.
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PR0O2 Dowody algebraiczne i nierownosci

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A+ 5/7 arkuszy sr. 2,1 pkt (0-3) otwarte ,Wykaz, ze..." za 3 pkt (nieréwnos¢ lub

warunek wymuszajacy rownosc)

/* Sygnat: Wszystko na jedna strone — rozktad z (a — b)2 — znak kazdego czynnika — wniosek.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie

® przeksztatcaé nierdwnosé réwnowaznie do * ,Wykaz, ze dla kazdych dodatnich z, y..." —
postaci ,wyrazenie > 0", nierbwnos¢ wielomianowa lub wymierna,

* rozktada¢ na czynniki: (@ — b)%(a + b), e liczby spetniaja réwnanie ... i nierownos¢ ...
(z — 1)%(...), grupowanie, Wykaz, ze £ = ..." — nierébwnos¢ typu

* stosowa¢ (a — b)2 > 0, nieréwnosé miedzy (z—y?-(...) <0,
Srednimi “TH’ > Vab, sume kwadratow, * zatozenie b # %a — w rozktadzie pojawi sie

® uzasadnia¢ znak kazdego czynnika i wskazywad (a— 2b)2-

przypadek rownosci.

[ Teoria w pigutce

® Dowdd nieréwnosci: przenies wszystko na jedna strone i wykaz, ze otrzymane wyrazenie jest nieujemne
(dodatnie).

* Kwadrat liczby rzeczywistej jest nieujemny: (@ — b)2 > 0, rownos¢ tylko dla @ = b.

e Dlaa,b> 0:a%+b® — a?b — ab? = (a — b)%(a +b) > 0.

® Przy mianownikach dodatnich (z,y > 0) mnozymy obie strony przez wspdlny mianownik bez zmiany
znaku.

* Suma kwadratéw réowna zero (lub < 0) = kazdy kwadrat jest zerem.

Y Najwazniejsze wzory
2 1
(@—5)*>0 —“;bzmm,bzm z+_—22@>0

ad+b=(a+b)(a2—ab+b?) a?+b2+c?>ab+bc+ca

& Algorytm krok po kroku

1. Przenie$ wszystko na jedna strone (przy ,y > 0 pomnoz przez wspélny mianownik).
2. Roztéz na czynniki — szukaj (a — b) przez grupowanie.

3. Uzasadnij znak kazdego czynnika (kwadrat > 0, suma dodatnich > 0).

4. Zakofcz wnioskiem; przy ,wykaz, ze £ = y' — z (z — y)% < 0 wynika ¢ = y.
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.1, Najczestsze putapki
ZLE DOBRZE DLACZEGO

X dlaz =1,y =2 dziata" v dowdd ogdlny przyktad nie jest dowodem

v mnozymy tylko przez wyrazenia o

X mnozenie przez x — y bez znaku
znanym znaku

zZmiana zwrotu

v ksztatcenia ré 7 lub od
X zaczynanie od tezy i dojscie do prawdy przeksztaicenia rownowazne (=) lub o kierunek wnioskowania
prawdy do tezy

X brak uzasadnieniaa +b > 0 v .,boa,b>0" kazdy czynnik z komentarzem

4 Przyktad wzorcowy typ zadania 4 z matury 2023
Liczby rzeczywiste @ i y spetniajg rownanie  + y = 6 oraz nierbwnos¢ z® — :czy < :l:y2 = y3. Wykaz, ze
z=3iy=3
ROZWIAZANIE
1. Przenosimy: 2% — 2%y — xy® + 43 < 0.
2.Grupujemy: z?(z — y) —y*(z —y) = (z —9)(=* =) = (z - )’ (z +y) < 0.
3.2 +y =6 > 0, wiec (z — y)? < 0. Kwadrat jest nieujemny, zatem (z — y)2 = 0, czyli z = y.
4Zz+y=6z=y=3. 1
Odpowiedz: dowdd
Jak CKE przyznaje punkty:
* 1 pkt — przeksztatcenie do postaci (z — y)%(z + y) < 0 (lub réwnowaznej),
e 2 pkt — wykorzystanie  + y = 6 > 0 i wniosek (z — y)2 <0,
¢ 3 pkt — petne rozumowanie zakonczone x = y = 3.

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK  ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 zad.3 3 pkt %+%§ﬁ+z%dlaz,y>0

2025 zad.? 3pkt (@ +2b)% > 8a’b+...dlaa,b>0,b# %a,
2024 — 0 pkt  brak (dowdéd geometryczny — klucz PR20)

2023 zad. 4 3 pkt a,--|-y=4i933—xzygxyz—y3:x=y=2
2022 zad. 6 3pkt  7z® + 42’y >y +2xy* — 23 dla2z >y
2021 — 0 pkt  brak zadania z tego klucza

2020 zad.8 3pkt a?+4+2a=4b*+4b=a=2bdlaa,b>0

Trening: zadania PR02.1-PR02.10 (plik zadan) - petne rozwigzania w pliku rozwiazan.
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PRO3 Wartosé bezwzgledna — réwnania i nierownosci

PRIORYTET CZESTOTLIWOS( PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A+ 6/7 arkuszy sr. 2,7 pkt (0-4) otwarte 4 pkt — nieréwnos¢ z dwiema

wartosciami bezwzglednymi (czasem z

vx2 -+ ... lub kwadratem)

/* Sygnat: Miejsca zerowe pod modutami — przedzialy — rozwigzanie n przedziat —» suma.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie

® rozwigzywac rownania i nierbwnosci z modutami ® dwa lub wiecej modutdw réznych wyrazen —
metoda przedziatéw, metoda przedziatéw,

* zamienia¢ v/(z + a)2 na |z + a|, e Va2 —6z+9-tolz—3|

® rozwigzywac nieréwnosci z modutem wyrazenia * ,w zaleznosci od parametru m podaj liczbe
kwadratowego (|z% — 4| < 3z), rozwiazan” — wykres y = | f(x)| i prosta

* badac liczbe rozwiazan réwnania | f(z)| = m y=m
graficznie.

Teoria w piguice

la|] =adlaa>0ila| = —adlaa < 0;va? = |a].

Metoda przedziatow: miejsca zerowe wyrazen pod modutami dzielg o$ na przedziaty; w kazdym
opuszczamy moduty z odpowiednim znakiem.

Rozwigzanie z przedziatu przyjmujemy tylko wtedy, gdy nalezy do tego przedziatu; na koncu sumujemy
wyniki.

[f()| <a <= —a< f(z) <a|f(z)| =l9(z)| <= f(z) =g(z) V f(z) = —g().

|z — a| + |z — b| = suma odlegtosci od @i b; na odcinku miedzy nimi jest stata i réwna |a — b|.

Y Najwazniejsze wzory

Vat=la| |[fl<a <= —a<f<a |[fl=l|9 & f==%g [z—a|—odlegtos¢oda

& Algorytm krok po kroku

1. Wyznacz miejsca zerowe wyrazen pod modutami i narysuj o$ z przedziatami.

2. W kazdym przedziale ustal znak kazdego wyrazenia (tabela znakéw) i opus¢ moduty.

3. Rozwiaz otrzymang nieréwnosc¢ i wyznacz cze$¢ wspolna z przedziatem.

4. Zsumuj wyniki ze wszystkich przedziatéw; sprawdz punkty graniczne.
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO
ujemne wyrazenie zmienia
Xlz—2|daz<2z—2 V2 -z Ziak Y

X wynik z > 2 w przedziale [-2,1) —

orzyjet v brak rozwigzah w tym przedziale czes¢ wspdlna z przedziatem
ZyJety
ierwiastek z kwadratu to
7— o _ pierwiaste
XVe?2 —6z+9=z—-3 vz -3 odut
X zgubiony punkt graniczny v wiacz go do jednego z przedziatow np.e>liz<l1

&, Przyktad wzorcowy typ zadania 5 z matury 2025

Rozwiaz nierdwnos¢ |z — 3| — 2|z + 1| < .

ROZWIAZANIE
1. Miejsca zerowe: —1 i 3. Przedziaty: (—oo0, —1), [-1, 3), [3, 00).
2e<-1.(8—2)—2(—z—1)=2+5 <z =5 < 0— brak rozwiazan.
3.-1<z<3(B-2)—2+1)=1-3z<z=z> i czes¢wspdna: (£,3).
42>3(z—3)—2@x+1)=—-2—5<z=x>—2; czes¢ wspdlna: [3, 00).
5. Suma: z € (,00).
Odpowiedz: ¢ € (%, +oo)
Jak CKE przyznaje punkty:
¢ 1 pkt — podziat na przedziaty i poprawne opuszczenie modutdéw w jednym przedziale,
e 2 pkt — rozwigzanie w dwdch przedziatach,

e 3 pkt — rozwigzanie we wszystkich przedziatach,

e 4 pkt — poprawna suma rozwigzan.

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 zad.5 4pkt |2z — 6] — |£2 — 9| ... — modut z wielomianem

2025 zad.5 4pkt |z —2| —2|z+3|...— dwa moduly

2024 — 0 pkt  brak osobnego zadania

2023 zad.9 Apkt z2+4z+4...— pierwiastek z kwadratu = |z + 2|

2022 zad.7 3pkt  réwnanie |z — 3| =2z + 11

2021 zad. 4 1pkt  liczba pierwiastkow 3z + |z — 4| =0

2020 zad.6 3pkt |z — 5| = (@ —1)% — 4 — parametr i dwa dodatnie rozwiazania

Trening: zadania PR03.1-PR03.10 (plik zadan) - petne rozwiagzania w pliku rozwiazan.
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PR04 Wielomiany i nieréwnosci wymierne

PRIORYTET CZESTOTLIWOS( PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAK
B 4/7 arkuszy sr. 1,9 pkt (0-4) rzadko samodzielnie; narzedzie w zadaniach z

modutem, parametrem i pochodna

/ Sygnat: Pierwiastek z dzielnikéw wyrazu wolnego — Horner — wezyk. Utamki: wspdlny mianownik, nie mnozyc!

@ Co musisz umie¢ @, Jak rozpoznaé zadanie
® stosowac twierdzenie Bézouta i twierdzenie o * wielomian stopnia > 3 bez oczywistego
pierwiastkach wymiernych, grupowania — szukaj pierwiastka wsrod
* dzieli¢ wielomiany (schemat Hornera) i dzielnikéw wyrazu wolnego,
wyznaczac reszte z dzielenia, e ,reszta z dzielenia przez (z — 1)(z + 2)" -
® rozwigzywac nieréwnosci wielomianowe metoda reszta ax + b i Bézout,
~wezyka”, * utamek z niewiadoma w mianowniku po stronie
® rozwigzywac nieréwnosci wymierne (wspdlny nieréwnosci.

mianownik, dziedzina, iloczyn).

|| Teoria w pigutce

* Bézout: W(a) to reszta z dzielenia W(z) przez (x — a); W(a) =0 <> (z — a) | W(z).

® Pierwiastki wymierne % wielomianu o wspdtczynnikach catkowitych: p dzieli wyraz wolny, ¢ —

wspodtczynnik przy najwyzszej potedze.
* Wezyk: zaczynamy od prawej strony nad osig (gdy wspodtczynnik wiodacy > 0); przy pierwiastku parzystej
krotnosci wezyk sie ,odbija".

. -;g; >0 < f(z)g(z) > 0ig(z) # 0. Nie mnozymy nierdwnosci przez mianownik o nieznanym

znaku!

Y Najwazniejsze wzory

W(z) =(z —a)Q(z) + W(a) R(x)= az + b przy dzielniku stopnia 2

. . . b
>0 < fg>0,g#0 pierwiastki: :I:E

Q |~

¥ Algorytm krok po kroku
1. Przenies$ wszystko na jedna strone (przy utamkach — wspolny mianownik).

2. Znajdz pierwiastek (dzielniki wyrazu wolnego), podziel schematem Hornera, rozt6z do konca.
3. Zaznacz pierwiastki licznika i mianownika na osi (mianownik — kétka puste).
4. Narysuj wezyk i odczytaj zbidr rozwigzan.
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO
24 598 241>z — 2 /52 > nie mndz przez mianownik o
-2 = tiz ( ) -2 = nieznanym znaku
X dotaczony pierwiastek mianownika v & # 2 — kétko puste dziedzina
wezyk przechodzi przez pierwiastek . »
X we y P P P v odbija sie krotno$¢ parzysta
podwdjny
X reszta z dzielenia przez v R(:B) —azr b stopien reszty < stopnia

(z — 1)(z + 2): liczba dzielnika

& Przyktad wzorcowy umiejetnos¢ wykorzystywana w zad. 5 z matury 2026

Rozwiaz nieréwnoé¢ 23 + 222 — 5z — 6 < 0.

ROZWIAZANIE
1. Szukamy pierwiastka wsrdd dzielnikéw 6: W(—1) = —1+2+5—6 = 0.
2.Horer: 23 +22% — 5z — 6= (¢ + 1)(z>  +z —6) = (z + 1)(z + 3)(z — 2).
3. Pierwiastki: —3, — 1, 2; wspotczynnik wiodacy > 0 — wezyk od prawej nad osia.
4. W(z) <O0dlaz € (—o0,—3]U[-1,2].

Odpowiedz: z € (—oo, —3| U [—1,2]
Jak CKE przyznaje punkty:

¢ 1 pkt — znalezienie pierwiastka i podzielenie wielomianu,

e 2 pkt — petny rozktad na czynniki liniowe,

¢ 3 pkt — poprawny zbior rozwigzan.

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 zad.5 4 pkt  nieréwnosé¢ z |.17:2 — 9| — po opuszczeniu modutu nieréwno$¢ wielomianowa
2025 — 0 pkt  posrednio w zadaniach 11-12

2024 — 0 pkt  posrednio (styczna w zad. 4)

2023 — 0 pkt  posrednio (zad. 3 12)

2022 zad.9 4 pkt  reszta z dzielenia W(z) przez & + 2 i nierdwnoé¢ W(z) > 0

2021 zad.3,7 4pkt  podzielnos¢ z* + 81; nierownos¢ wymierna 22=1 < 2422 (3 piy)

2020 zad. T Tpkt  podzielnos¢ 2019 — 32000 4 2 + 6 przez z + 1

Trening: zadania PR04.1-PR04.10 (plik zadan) - petne rozwiazania w pliku rozwigzan.
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PRO5 Ciagi arytmetyczne i geometryczne — zadania

laczone
PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A+ 6/7 arkuszy sr. 3,6 pkt (0-5) otwarte 4 pkt — wyrazy jednego ciagu tworza

drugi ciag; uktad warunkéw

/° Sygnak: Wszystko przez a1 i 7 (lub érodkowy wyraz) — b% = ac/2b = a + ¢ — réwnanie — odrzu¢ sprzeczne.

@ Co musisz umiec @, Jak rozpozna¢ zadanie

® parametryzowad: arytmetyczny e  liczby z, ¥y, z s — odpowiednio — pierwszym,
(a —r, a, a+r), geometryczny (a, aq, aq?) drugim i sz6stym wyrazem ciggu
, arytmetycznego”,

* laczy¢ warunki 2b = a + ¢ i b? = ac w jeden ® ,po dodaniu ... otrzymamy cigg geometryczny”,
uktad, ® dane: suma i iloczyn trzech wyrazéw.

* wykorzystywac a, = a3 + (n — 1)r dla
wyrazéw o dalekich numerach,

® bada¢ monotonicznos¢ ciggu (@p+1 — Qyp) |
stosowad wzory na sumy.

[ Teoria w pigutce

* Wyrazy ay, ax, G, Ciagu arytmetycznego to ay, a; + (k — 1)7, a3 + (m — 1)r — podstaw do b% = ac.
* Trzy wyrazy arytmetyczne o sumie S: srodkowy = % Trzy geometryczne o iloczynie P: srodkowy = V/P.
* Ciag rosnacy/malejacy i ,réznica # 0" — warunki eliminujace przypadki.

® Monotoniczno$¢: znak @p+1 — @y, dla kazdego n.

Y Najwazniejsze wzory

an=a1+Mm—-1)r an=ag"?! 22b=a+c b =a g _ N4

© Algorytm krok po kroku
1. Zapisz wszystkie wyrazy przez jak najmniej niewiadomych (a1, 7 lub srodkowy wyraz).
2. Utéz warunek drugiego ciaggu i sumy/iloczynu — dostaniesz uktad.
3. Rozwiaz (czesto rownanie kwadratowe), odrzu¢ przypadki sprzeczne z trescia (r # 0, rosnacy...).

4. Wypisz szukane liczby i sprawdz oba warunki.

A, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO

X szbsty wyraz: a + 67 va+5r ag =a1 + 57

X dzielenie przez r bez zatozenia v 1 # 0 z treéci (lub osobny przypadek) cigg staty

X jedna trojka w odpowiedzi v sprawdz oba rozwigzania rownania czesto sa dwa ciggi
X 2(b + 6) = a + cbezzmianwa, ¢ v zmieniaj kazdy wyraz zgodnie z trescia uwazne ttumaczenie
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4 Przyklad wzorcowy typ zadan 7 (2024) i 6 (2026)

Liczby a, b, ¢ w podanej kolejnosci tworza cigg arytmetyczny, a ich suma jest réwna 12. Liczby a, b, ¢ + 2
tworza cigg geometryczny. Wyznacz a, b, c.

ROZWIAZANIE
1. Srodkowy wyraz: b = 1—32 =4 wiecca=4—r,c=4+r
2. Warunek geometryczny: 16 = (4 —7)(6 +7) = r2 +2r —8=0=r=2lubr = —4.
3.r=2:(2,4,6), ciag (2,4,8) v;r = —4: (8,4, 0), ciag (8,4,2) V.
Odpowiedz: (2,4, 6) lub (8,4, 0)
Jak CKE przyznaje punkty:
e 1pkt—b=4izapisa=4—r.c=4+r
» 2 pkt— réwnanie 16 = (4 —7)(6 + 7),
e 3pkt—r=2lubr=—4
e 4 pkt — obie trojki liczb.

{il Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 zad.6 4 pkt  cigg arytmetyczny od 1 do —2025; wybrane wyrazy tworza ciagg geometryczny
2025 zad.6 4 pkt  geometryczny zbiezny z a1 + a3 = 20, a,% + ag = 328 (z szeregiem)

2024 zad.7 4 pkt  (z,y, z) geometryczny, suma 105, wyrazy 1., 2., 6. ciagu arytmetycznego
2023 zad. 10 4 pkt  kwadraty wpisane — cigg geometryczny pol (z szeregiem)

2022 zad. 10 4 pkt  cigg geometryczny a3 = 675 i suma z ciggiem arytmetycznym

2021 — 0 pkt  brak zadania z tego klucza

2020 zad. 10 5pkt  trzywyrazowy ciag geometryczny o sumie % i cigg arytmetyczny

Trening: zadania PR05.1-PR05.10 (plik zadan) - petne rozwiagzania w pliku rozwiagzan.
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PRO6 Szereg geometryczny nieskonczony

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN

A

2/7 arkuszy ér. 1,1 pkt (0-4) otwarte 4 pkt — suma szeregu z warunkéw,
figury wpisane, rébwnanie z szeregiem

/ Sygnak: Najpierw |g| < 1. Suma 71—~ Rozwazq dodatnie i ujemne.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie

® badac zbiezno$¢ szeregu geometrycznego ( ® suma wszystkich wyrazéw ciagu”,
lg| < 1), .nieskonczenie wiele figur" — szereg,

* oblicza¢ sume § = ==L i wyznacza¢ ay, ¢z * lewa strona réwnanial +z +x2 +... -
warunkow, suma szeregu o ¢ = Z,

® zamienia¢ utamki okresowe na zwykte, * ,rozwaz wszystkie przypadki” — kilka wartosci g,

* rozwigzywac réwnania, w ktérych wystepuje niektore |g| > 1 odpadaja.

suma szeregu (z dziedzing |q| <1

Teoria w pigulce
ai

Szereg aj + a1q + a1q® + ... jest zbiezny <= |g| < 1 (lub a3 = 0); wtedy S = T

Figury wpisane (srodki bokéw)' boki tworza ciag geometryczny o ilorazie k, pola — o ilorazie k2.

Utamek okresowy 0,(ab) = @ — suma szeregu 100 + 1882 +.

W réwnaniu z szeregiem najpierw warunek zbieznosci (dziedzina), potem wzoér na sume.

Y Najwazniejsze wzory

b o
Oa(a) = %, 0,(a,b) = a_ pola: iloraz k

1
1- 99

¥ Algorytm krok po kroku

1. Zapisz warunek zbieznosci |g| < 1.

2. Wyraz dane przez a; i g; rozwiaz uktad.
3. Odrzu¢ g spoza (—1,1).
4. Oblicz S = 1“—_1q dla kazdego dopuszczalnego przypadku.

A, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO

XS= la—_lq dag=2 V szereg rozbiezny wymagane |g| < 1

XS = 1+q v 1a—_1q znak w mianowniku

X pola figur: iloraz k v k? pole skaluje sie kwadratem

X jeden przypadek @ v qg==£...— sprawdz oba

g ujemne tez daje zbiezny
szereg
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&, Przyktad wzorcowy typ zadania 6 z matury 2025

Ciag geometryczny (ay) jest zbiezny, a; + ag = 10 oraz a3 + a3 = 68. Oblicz sume wszystkich wyrazow
tego ciggu. Rozwaz wszystkie przypadki.

ROZWIAZANIE

1.a1a3 =

(a1+a3)’—(a}+a})

= 10068 — 16, wiec {a1,a3} = {2,8}.

2.a1 =2 a3 = 8: ¢% = 4, |q| = 2 — szereg rozbiezny, odrzucamy.

3.a1=8a3=2¢>=%g=+
4.q=%:S=

1
L
_l.g_ 8 _ 16
2'5_3/2_ 3

Odpowiedz: S = 16 lub S = 1—:,?

Jak CKE przyznaje punkty:

e 1pkt—ajaz = 16 iwartosci 2, §,

o 2 pkt — odrzucenie a3 = 2 (brak zbieznosci),

e 3pkt—gq= :I:%,
e 4 pkt — obie sumy.

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK

2026
2025
2024
2023
2022
2021
2020

ZADANIA

zad. 6

zad. 10

PKT
0 pkt
4 pkt
0 pkt
4 pkt
0 pkt
0 pkt
0 pkt

CZEGO DOTYCZYLO

brak

a1+ az = 20, a% + a% = 328 — suma wszystkich wyrazéw (przypadki q)
brak

nieskonczony cigg kwadratow wpisanych — suma pol

brak zadania z tego klucza

brak zadania z tego klucza

brak zadania z tego klucza

Trening: zadania PR06.1-PR06.10 (plik zadan) - petne rozwigzania w pliku rozwiazan.
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PRO7 Granice ciagow i funkgji

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A 5/7 arkuszy sr. 1,3 pkt (0-2) otwarte 2 pkt — ,Oblicz granice” (ciaggu z

symbolem Newtona lub funkgji jednostronnej)

Y LS00 i 0 L ckrd £ . .
/# Sygnat: > — najwyzsza potega; ¢ — skro¢; ¢ — znak mianownika.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie

® oblicza¢ granice ilorazéw wielomianéw ¢ lim,_,,, utamka z potegami n — najwyzsza
(dzielenie przez najwyzsza potege), potega,

® usuwac niewymiernos¢ sprzezeniem: ° % w punkcie — rozktad i skracanie,
vn?+an—mn, e £ —a lubz — a*imianownik — 0 -

® rozpisywac symbol Newtona i sumy ( badanie znaku, wynik =£00.

1+ 2+ -4 n) przed liczeniem granicy,

® oblicza¢ granice funkcji w punkcie (skracanie) i
granice jednostronne niewtasciwe (znak
mianownika).

[ Teoria w pigutce

aknk—i—. ..
bpn™+. ..

e limg™ = 0dla|g| < 1; przy 3™ i 2™ dziel przez potege o najwigkszej podstawie.
n\ _ n(n-1) (m\ _ n(n—-1)(n-2) __ n(n+1)
()= 2 () = 2R, gy )
* Granica jednostronna 0% (¢ # 0): wynik 00 zaleznie od znakéw licznika i mianownika.

* Funkgja jest ciagta w To, gdy im,_,,, f(z) = f(zo).

e lim :k<m—>0;k=m—>g—f’:l;k>m—>:|:oo.

Y Najwazniejsze wzory

k 2 ! c
. agn ak A—-B n _ n: — =+400(c>0)
lim bk b v A+ B (%) kl(n — k)! 0+

¥ Algorytm krok po kroku

1. Podstaw — jesli wychodzi liczba, to koniec.

2. Symbol %: podziel licznik i mianownik przez najwyzsza potege. co — 0o z pierwiastkiem: sprzezenie.
3. Symbol %: roztdz licznik i mianownik, skréé wspdlny czynnik.

4, %: ustal znak mianownika dla £ — a® i podaj +00.
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO
. 00 — 00 to symbol
XvVn2+4n—-n—->00—00=0 v sprzezenie: — 2 . y
nleoznaczony
X Oi— =400 v —00 znak mianownika
2
X (n_zH) ~n v @ R T rozpisz symbol
. n_, on
X lim 332 — 1 v 3 3rl=3.3n

4 Przyktad wzorcowy typ zadania 2 z matury 2024

Obli ce lim & =9
ICZ granic m ————-—-.
9 ¢ z—3t+ (:IC = 3)2

ROZWIAZANIE

L = Tk = S des £3

2.Dlaz — 31:licznik = 6 > 0, mianownik — 0.
3. Granica jest rowna +o0.

Odpowiedz: +o00

Jak CKE przyznaje punkty:

z+3
z—3'

e 2 pkt — wynik +00 z uzasadnieniem znaku.

e 1 pkt — skrécenie do

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 zad.1 2 pkt  granica ciagu z (Zﬁ) w liczniku

2025 — 0 pkt brak

2024 zad.2 2pkt  lim, ,o- (:3_—_2?2 — granica jednostronna niewtasciwa
2023 — 0 pkt brak

2022 zad.5 2 pkt  granica ciggu z parametrem p rowna 4

2021 zad.5 2pkt  Jim W

2020 zad.?2 1pkt  granica %

Trening: zadania PRO7.1-PR07.10 (plik zadan) - petne rozwiagzania w pliku rozwigzan.
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PRO8 Kombinatoryka rozszerzona

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN

A

3/7 arkuszy sr. 1,6 pkt (0-5) otwarte 3 pkt — zliczanie liczb/ustawien z
warunkami (czasem jako etap
prawdopodobienstwa)

7/~ Sygnat: Kolejnos¢? powtdrzenia? — wzér. Zero z przodu i sgsiedztwo — odejmij lub sklej.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie

® rozréznial permutacje, wariacje (z *  wybieramy k osob” (kolejnos¢ nieistotna) — (Z)
powtdrzeniami i bez) oraz kombinacje, ,

® stosowac (Z) do wyboru zbioréw i permutacje z e ustawiamy”, ,tworzymy kody/liczby” —
powtdrzeniami # permutacje/wariacje,

* uwzglednia¢ zero na poczatku liczby ® o najmnigj..." — suma przypadkdw albo catosé

(odejmowanie przypadkéw ,ztych”), minus dopetnienie.

stosowac ,sklejanie” elementdw, ktdre maja stac
obok siebie, i metode dopetnienia.

[ Teoria w pigutce

Permutacje n elementéw: n!. Wariacje bez powtoérzen: (n%'k)' Z powtérzeniami: nk. Kombinagje:

() = wmr

Permutacje z powtorzeniami (np. litery w stowie): ﬁ

Elementy ,obok siebie”: sklej je w jeden blok ((n — 1)! ustawien bloku i reszty) i pomnéz przez liczbe
ustawien wewnatrz bloku.

Liczby z cyfra 0: policz wszystkie ustawienia i odejmij te z zerem na poczatku.

.Nie obok siebie”: najpierw ustaw pozostate elementy, potem wstawiaj w luki: (luli‘i).

Y Najwazniejsze wzory

n! n! (") n! n n!

k

(n —.k)! " Kl(n— k) kxlka! - - ko]

¥ Algorytm krok po kroku

1. Ustal, czy liczy sie kolejnos¢ i czy elementy moga sie powtarzad.

2. Rozbij na etapy (wybér zbioru cyfr — ustawienie) i/lub roztgczne przypadki.

3. Uwzglednij ograniczenia (zero z przodu, sasiedztwo) — czesto przez odejmowanie.

4. Pomnoz/dodaj; skontroluj na matym przyktadzie.
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO
X wybor delegacji: 10 - 9 - 8 v (130) =120 kolejno$¢ nie ma znaczenia
X zero na poczatku liczby wliczone v odejmij uktady z zerem z przodu liczba nie zaczyna sie od 0
X .obok siebie” 5! /2.5l dwa ustawienia wewnatrz
bloku
- . P 7\ (10 - . - : :
X .co najmniej 2 kobiety” jako (2) (2) Vv rozbij na przypadki 2, 3, 4 podwdjne liczenie

&, Przyktad wzorcowy typ zadania 6 z matury 2024

Oblicz, ile jest liczb naturalnych czterocyfrowych, w ktérych cyfra tysiecy jest wieksza od cyfry setek, cyfra setek
— wieksza od cyfry dziesiatek, a cyfra dziesigtek — wieksza od cyfry jednosci.

ROZWIAZANIE

1. Cyfry musza byc¢ rézne i ustawione malejagco — kazdy zbiér czterech réznych cyfr wyznacza doktadnie
jedna taka liczbe.

2. Zero nigdy nie trafi na poczatek (jest najmnigjsze), wiec wystarczy wybrac zbidr 4 cyfr sposrod 10.
3. (%) =210.
Odpowiedz: 210

Jak CKE przyznaje punkty:
¢ 1 pkt — zauwazenie, ze liczba jest wyznaczona przez zbior cyfr,
e 2 pkt — uzasadnienie, ze zero nie stoi na poczatkuy,
e 3 pkt — wynik 210.

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 zad.?2 3 pkt  ustawienia osmiu liczb w cigg — zliczanie zdarzen sprzyjajacych

2025 — 0 pkt brak

2024 zad.6 3 pkt liczby o niepowtarzajacych sie cyfrach: doktadnie 3 nieparzyste i 2 parzyste

2023 — 0 pkt brak

2022 — 0 pkt  brak zadania z tego klucza

2021 — 0 pkt  brak zadania z tego klucza

2020 zad. 4, 13 5pkt  wspotezynnik w (24/2 + yv/3)%; siedmiocyfrowe liczby z trzema 1 i dwiema 2 (4 pkt)

Trening: zadania PR08.1-PR08.10 (plik zadan) - petne rozwigzania w pliku rozwigzan.
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PRO9 Prawdopodobienstwo: klasyczne, warunkowe,

Bernoulli
PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A+ 7/7 arkuszy sr. 2,6 pkt (1-4) otwarte 3 pkt — schemat Bernoulliego,

prawdopodobienstwo warunkowe, klasyczne z
kombinatoryka

A~ Sygnak: Nazwij model: klasyczny / Bernoulli / warunkowy / drzewo. Zapisz wzor z liczbami, potem licz.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie

® stosowac klasyczng definicje z kombinatoryka ( ® n niezaleznych préb, w kazdej sukces z
|| przez permutacje, kombinacje), prawdopodobienstwem p” — Bernoulli,

® oblicza¢ prawdopodobienstwo warunkowe ® _pod warunkiem, ze..." - warunkowe; zawez
P(A|B) = % (takze zliczajac: % , przestrzen do B,

e stosowac schemat Bernoulliego i zdarzenie * losujemy urne, potem kule” ~ drzewo /
przeciwne dla ,co najmniej jeden”, prawdopodobienstwo catkowite.

® stosowac wzoér na prawdopodobienstwo
catkowite i drzewo.

[! Teoria w pigutce
e Bernoulli: P(S, = k) = (})p*(1 —p)" .
L) N —————— 0 L
BB) przy réwnyc =B
* Catkowite: P(A) = P(A|B;1)P(B1) + - - - + P(A|B,)P(B,) — sumujemy gatezie drzewa.
* ,Co najmniej jeden sukces w n prébach”: 1 — (1 — p)™.

e P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

* Warunkowe: P(A|B) =

Y Najwazniejsze wzory

(R)p*q"* P(A|B)=$ P(A) =Y P(A|B)P(B;)) 1—(1-p)"

P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B)

© Algorytm krok po kroku

1. Rozpoznaj model: klasyczny, Bernoulli, warunkowy, drzewo.

2. Klasyczny: |€2] i | A| kombinatorycznie. Bernoulli: m, k, p. Warunkowy: najpierw B, potem A N B.
3. Zapisz wzér z podstawionymi liczbami (to zwykle 1-2 pkt).

4. Oblicz i sprawdz, czy wynik jest w [0, 1].

matematix.pl - Matura z matematyki — matura rozszerzona - klucze 21/47



.1, Najczestsze putapki

ZLE

X Bernoulli bez (Z)
X P(A|B) =

X ,conajmniej 3z4": tylkok =3

X drzewo: dodawanie w gatezi

P(4)

P(B)

DOBRZE DLACZEGO
v (n) k n—k sukcesy moga by¢ w réznych
KPP probach
v P(ANB) . PN
P(B) iloczyn zdarzen w liczniku
VE=3ik=4 co najmniej = suma
v/ w gatezi mnozymy, gatezie dodajemy reguta drzewa

4 Przyktad wzorcowy typ zadan 2 (2023) i 3 (2024)

Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana zaréwka jest wadliwa, jest rowne 0,1. Kupujemy 5 zaréwek
(wadliwos$¢ niezalezna). Oblicz prawdopodobienstwo, ze wérdd nich bedzie co najwyzej jedna wadliwa. Wynik

podaj z doktadnoscia do 0,001.

ROZWIAZANIE

1. Schemat Bernoulliego: n = 9, sukces = zaréwka wadliwa, p = 0,1.
2.P(Ss<1)=(})-0,9°+ () - 0,1- 0,9* = 0,59049 + 0,32805.
3.=0,91854 ~ 0,919.

Odpowiedz: =~ 0,919

Jak CKE przyznaje punkty:

e 1 pkt — rozpoznanie schematu Bernoulliego zn = 5, p = 0,1,

e 2 pkt—zapissumydlak=0ik=1,
e 3 pkt — wynik = 0,919.

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK

2026
2025
2024
2023
2022
2021

2020

ZADANIA
zad. 2
zad. 4
zad. 3
zad. 2
zad. 4
zad. 9

zad. 3

PKT

3 pkt
3 pkt
3 pkt
3 pkt
1 pkt
4 pkt

1 pkt

CZEGO DOTYCZYLO

losowanie bez zwracania o$miu liczb ustawionych w ciag

czterokrotny rzut kostka — prawdopodobienstwo warunkowe

opakowania $mietany — schemat Bernoulliego

pie¢ partii szachéw — schemat Bernoulliego

moneta i dwie urny — prawdopodobienstwo catkowite

prawdopodobienstwo warunkowe: podzielna przez 15, gdy podzielna przez 18

kostka i dwie urny — prawdopodobienstwo catkowite

Trening: zadania PR09.1-PR09.10 (plik zadan) - petne rozwiagzania w pliku rozwiazan.
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PR10 Tozsamosci trygonometryczne

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
B 5/7 arkuszy sr. 2,0 pkt (0-4) narzedzie w réwnaniach (PR11) i dowodach

(PR12, PR20); czasem ,wykaz tozsamosc¢”

/ Sygnat: Rozpisz katy podwojone, sumy zamien na iloczyny, wszystko przez sin i cos.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie

* stosowac wzory na sin(a £ ), cos(a £ f) i e ,Wykaz, ze dla kazdego kata c..." z sin 2¢,
funkcje kata podwojonego, cos 2q,

® stosowac wzory na sume i réznice ¢ iloczyn sina cos b lub suma sina + sinb w
sinuséw/cosinusow (tablice CKE), réwnaniu,

* wykazywac tozsamosci z uwzglednieniem * danesinaicos f, szukane sin(a + ,3)
dziedziny,

® wyznaczad wartosci funkgji trygonometrycznych
katow 15°, 75°, 105°.

L Teoria w pigutce

2 2

sin 2. = 2sin accos o; cos 2a = cos? a — sin?a = 1 — 2sin?a = 2cos? a — 1.
* sin(a + B) = sina cos B % cos asin f; cos(a + B) = cos a cos S F sin a:sin 8.
* sina + sinb = 2sin %bcos “T_b sina — sinb = 2 cos “T“'bsin “T_b; odwrotnie:
2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b).
2tga 1-tg?a
1+tg2 o 1+tg2a”
* Tozsamos$¢ dowodzimy, przeksztatcajac jedna strone do drugiej (lub obie do wspdlnej postaci); podaj

zatozenia (mianowniki # 0).

e Ztga:sin2a = , COs2a =

Y Najwazniejsze wzory
sin2a = 2sinacosa  cos2a=1—2sin?a  sin(a+ B) = sinacos B+ cos asin 3

sina — sinb = 2 cos “T*'bsin “%b sin?a = _1—035 20

¥ Algorytm krok po kroku
1. Sprowadz do jednego kata (rozpisz 2a, 3a) albo zamien sumy na iloczyny.
2. Wyrazaj wszystko przez sin i cos; stosuj jedynke trygonometryczna.

3. Przy utamkach — skracaj wspolne czynniki (po zapisaniu zatozen).
4. Przy wartosciach: ustal znaki funkgji z ¢wiartki kata.
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE

X sin2a = 2sin o v 2sinacos a

X sin(o + B) =sina + sin 8 v wzdr na sinus sumy
X cos2a =1—sin’a v1-—2sin?a

X znak cos a w Il ¢wiartce dodatni v ujemny

£, Przyktad wzorcowy narzedzie 7 zadan 6 (2023), 8 (2024), 7 (2026)

DLACZEGO

funkgcja nie jest liniowa
nie rozdzielamy
wspotczynnik 2

ustal ¢wiartke

Wykaz, ze dla kazdego kata a takiego, ze cos a # 0 i cos 2ar # —1, prawdziwa jest réwnos¢

sin 2 .
— —tga.
1+ cos22a g
ROZWIAZANIE

1.14+cos2a=1+2cos?a—1=2cos?a.

sin 2a 2sina cosa sin
. = = =tga. N
1 4+ cos2a 2cos? a cos
Odpowiedz: dowéd
Jak CKE przyznaje punkty:
o 1 pkt — zastosowanie cos 2o = 2cos® o — 1,
e 2 pkt — rozpisanie sin 2a: i skrocenie,
e 3 pkt — petne uzasadnienie.
isl Slad w prawdziwych arkuszach CKE
ROK  ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO
2026 zad.7 4 pkt sin6x — 2sin 2z = 0 — wzdr na sin 3a lub sume sinuséw
2025 — 0 pkt  posrednio (zad. 9: sin 2x)
2024 zad.8 4pkt  dowod w trdjkacie z B = 2a — sin 2ax i tw. sinuséw
2023 zad.6 3 pkt  2sin4x cos b6z = sin 10z — sin 2z — iloczyn na sume
2022 zad.3 Tpkt  sin (8 — %7;) przy cos B = _%
2021 zad. 1,2 2 pkt  cos?165° — sin® 165°; wskazanie wzoru funkgji z wykresu
2020 — 0 pkt  brak zadania z tego klucza

Trening: zadania PR10.1-PR10.10 (plik zadan) - petne rozwigzania w pliku rozwiazan.
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PR11 Roéwnania trygonometryczne

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A+ 7/7 arkuszy sr. 4,3 pkt (3-5) otwarte 3-5 pkt — réwnanie w przedziale lub
wR

/4 Sygnak: Wytacz, nie dziel. Jednorodne — tg . Sinus: dwie serie. Na koncu przedziat.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie

® rozwigzywac rownania elementarne sin z = a, e sinz, cos?zisinzcosz w kazdym wyrazie —
cosx = a, tgx = a (rozwigzania ogolne i w réwnanie jednorodne (dziel przez cos? z po
przedziale), sprawdzeniu cos z = 0),

* sprowadzac¢ réwnanie do jednej funkgji (jedynka, * sin2zicosx — wylacz cos z,
cos 2z) i podstawiaC ¢ = sin z, * iloczyn sina cos b lub réznica sinuséw — wzory

® rozktadacd na czynniki (wytaczanie, sumy na z tablic.

iloczyny) i rozwigzywac rownania jednorodne,
wypisywac rozwigzania z przedziatu
(podstawianie kolejnych k).

[ Teoria w pigutce

sinx =az=x9+2krwlubz =7 — 20+ 2km.cosz =a: ¢ =Fzg+2kmtgr =a: =9+ km

sinz=0 < z=Fkmcosz=0 <= z =5 +km

Rownanie jednorodne a sin? z 4 bsin z cos  + ¢ cos?

cos? z — réwnanie kwadratowe z tg .

« = 0: sprawdz cos £ = 0, potem podziel przez

Nie dziel przez wyrazenie, ktére moze by¢ zerem (np. cos £) — wytacz je przed nawias.

Rozwigzania w przedziale: dla kazdej serii podstawiaj k = 0, £1,£2, ... i wybieraj mieszczace sie.

Y Najwazniejsze wzory

sin2z = 2sinzcosz  cos2z = 2cos?z—1=1—2sin’z

sina + sinb = 2sin <cos &2  2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b)

2 2

© Algorytm krok po kroku

1. Sprowadz do jednego argumentu (rozpisz 2z) lub zastosuj wzér z tablic.

2. Doprowadz do postaci iloczynu = 0 albo réwnania kwadratowego zt = sinx / cosz / tg .

3. Rozwiaz rownania elementarne (odrzuc |t| > 1 dla sinusa i cosinusa).

4. Wypisz rozwigzania ogdlne albo z danego przedziatu.
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.1, Najczestsze putapki

ZLE

X sin2x = cosz = 2sinz =1
(dzielenie przez cos x)

Xsing=1=z=7+2knr

Xtge=1=z= 7 +2knr

X cosx = —2 - rozwigzanie

DOBRZE DLACZEGO
vcosz(2sinz —1) =0 zgubione cosz = 0
v takze ¢ = %" + 2km dwie serie dla sinusa
ve=T+kr okres tangensa

v brak rozwiazan |cosz| <1

4 Przyktad wzorcowy typ zadania 9 z matury 2025

Rozwiaz réwnanie cos? & — v/3 sin  cos = 0 w przedziale [0, 7],

ROZWIAZANIE

1. Wytagczamy cos x: cos & (cos z — +/3sin w) =0.

2.cosx=0=2z =T (w[0,m].
3.cosz = v/3sinz; tucosz # 0, wiectgz = % =z =g (w0, 7]

4. Odpowiedz:

Odpowiedz: x € {%, %}

Jak CKE przyznaje punkty:

1 pkt — rozktad na czynniki,

e 2 pkt — rozwigzanie cos x = 0,

) _ 3
3pkt—tg$— 3

e 4 pkt — oba rozwigzania z przedziatu.

{il Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK
2026

2025
2024
2023
2022

2021

2020

ZADANIA

zad. 7
zad. 9
zad. 10
zad. 6
zad. 11

zad. 12

zad. 9

PKT

4 pkt
5 pkt
5 pkt
3 pkt
4 pkt
5 pkt

4 pkt

CZEGO DOTYCZYLO

sin 6z — 2sin2z = 0

3cos?z + v/3sin2z — 3sin’z = 0 w [—, 7]
sin4z — sin 2z = 4cos?z — 3 w [0, 27]
4sin4x cosbr = 2sin10z 41

sinz + sin2z +sin3z = 0w [0, 7]

cos2z = % (cosz —sinz) w [0, ]

3cos2z + 10cos’ z = 24sinz — 3 w [0, 27]

Trening: zadania PR11.1-PR11.10 (plik zadan) - petne rozwiagzania w pliku rozwigzan.
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PR12 Planimetria z twierdzeniem sinusow i cosinusow

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A+ 6/7 arkuszy sr. 3,7 pkt (0-7) otwarte 3-6 pkt — obliczanie dtugosci, katéw,
pol; dowody zaleznosci

/° Sygnat: Bok—kat—bok — cosinusow; kat naprzeciw boku + R — sinuséw. Sinus kata daje dwa katy.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie
® stosowac twierdzenie cosinuséw (takze do ® dwa boki i kat — tw. cosinuséw; bok i dwa katy
wyznaczania kata) i twierdzenie sinuséw (2R), - tw. sinusow,
® oblicza¢ pola: %ab sin %, Z—%, pr (Heron — gdy e okrag opisany” - 2R = si.::tla ; ,okrag wpisany”
wygodny), -r= %,
* rozpoznawac przypadki niejednoznaczne (dwa e pole trojkata jest rowne ... oblicz trzeci bok” —
trojkaty, sin -y dla -y ostrego i rozwartego), dwa przypadki kata.
® wyznacza¢ dtugosc srodkowej, dwusiecznej
(metoda pdl), przekatnych rownolegtoboku.
[l Teoria w pigutce
b2 4+ 2 — g2
e Tw. cosinuséow: a® = b2 + ¢% — 2bc cos Q, wiec cos o = +T
C
a b c
® Tw. sinusOw: — = — = — =2R.
sina  sinf  sinvy
e P= %ab siny = % = pr, gdzie p — potowa obwodu.
* siny = @ dajey = 60° lub 120° — rozwaz oba przypadki.
e Przek . ) 2 _ 2 2. ¢ co2 . 2b242¢%—a?
atne rownolegtoboku: d + d5 = 2(a” + b*); srodkowa: m; = —=
Y Najwazniejsze wzory
a? =b? + c? — 2bccosa ® _9Rr P=iabsiny p— abc
sin " AR pr

9 2b% + 2¢2 — a2
a

m, = 4

& Algorytm krok po kroku

1. Rysunek z oznaczeniami; zaznacz dane i szukane.

2. Wybierz trojkat, w ktérym sa trzy dane (bok—kat-bok, bok—bok—bok, bok—kat—kat).

3. Zastosuj tw. cosinusdw/sinusoéw; przy rownaniu kwadratowym sprawdz oba pierwiastki.
4. Pola i promienie licz na koncu z gotowych dtugosci.
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO

X cos120° = % v —% znak dla kata rozwartego
X siza =R v =2R érednica, nie promien

X z sin v tylko kat ostry v sprawdz tez 180° — dwa trojkaty

X zréwnaniac? — 8¢+ 15 =0jednoc vec=38lubc=5 oba moga by¢ poprawne

4 Przyktad wzorcowy typ zadan 8 (2023), 11 (2026)

W tréjkacie ABC dane sa |[AC| =7, |BC| = 8 oraz |ZABC| = 60°. Oblicz dtugo$¢ boku AB i pole
tréjkata. Rozwaz wszystkie przypadki.

ROZWIAZANIE
1. Tw. cosinuséw dla boku AC' (naprzeciw kata B): 49 = ¢2 + 64 — 2 - 8¢ - % =c>—8+15=0.
2. ¢ = 3 lub ¢ = 5 — oba dodatnie, oba spetniajg nieréwnos¢ trojkata.
3.P=1.8-c-5in60° =2v/3c 6v/3 lub10v/3.
Odpowiedz: |AB| = 3, P = 6+/3 lub |AB| = 5, P = 10v/3
Jak CKE przyznaje punkty:
¢ 1 pkt — zapis tw. cosinusow,
e 2 pkt— réwnanie ¢* — 8¢ + 15 = 0,
e 3pkt—ec=3lubc =35,
e 4 pkt — oba pola.

isl Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 zad. 11 6 pkt  czworokat wpisany i opisany, |AB| = 9, |AD| = 10, 60° — tw. cosinuséw
2025 zad.3,7 7 pkt  trojkat rownoboczny i stosunek poél; trapez ze srodkami ramion

2024 zad. 8 4 pkt  trojkat z B = 2a — wykaz zalezno$¢ bokow (tw. sinusow)

2023 zad.8 4 pkt  czworokat opisany na okregu, katy przekatnej 60° — tw. sinuséw

2022 zad.8 3 pkt  trapezi okregi opisane na tréjkatach — dowdd (tw. sinusow)

2021 — 0 pkt  brak zadania z tego klucza

2020 zad.5 2 pkt  cosinus najmniejszego kata tréjkata z proporcji bokow

Trening: zadania PR12.1-PR12.10 (plik zadan) - petne rozwiagzania w pliku rozwiazan.
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PR13 Okregii czworokaty wpisane/opisane

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A 4/7 arkuszy sr. 2,4 pkt (0-6) otwarte 4-6 pkt — czworokat wpisany i/lub
opisany, trojkat z okregami

/ Sygnak: Wpisany: katy do 180°. Opisany: sumy bokdw. Przekatna + tw. cosinusow w dwoch tréjkatach.

@ Co musisz umiec @, Jak rozpoznaé zadanie

* stosowac warunki: wpisany & a + v = 180°; * ,w czworokat wpisano okrag” — sumy
opisany & a+c=b+d przeciwlegtych bokow,

* oblicza¢ R = ‘Z—gﬁ ir= %; w trojkacie ® _na czworokacie opisano okrag” — przeciwlegte
prostokatnym 7 = %b—c, R=2¢, katy dopetniaja sie do 180°,

e wykorzystywac rowne odcinki stycznych i kat * trapez opisany na okregu — h = 2r, suma

prosty miedzy promieniem a styczna, podstaw = suma ramion.

® rozwigzywac czworokat wpisany przez przekatna
(dwa trojkaty, tw. cosinuséw).

[ Teoria w pigutce

* Czworokat wpisany w okrag: & + v = 8+ § = 180°. Trapez wpisany jest rownoramienny.

* Czworokat opisany na okregu: @ + ¢ = b + d. W trapezie opisanym wysokos¢ h = 2.

* Odcinki stycznych z jednego punktu sa rowne; w trojkacie: od wierzchotka A do punktu stycznosci p — a.

* R= %, P = %. Deltoid zawsze ma okrag wpisany.

Y Najwazniejsze wzory

— 180° — p —
a+v=180 at+c=b+d R:a_bc r=_— r=Lbc(prostokatny)
4P p 2

¥ Algorytm krok po kroku

1. Zapisz warunek wpisania/opisania.

2. Poprowadz przekatng — powstang dwa tréjkaty z katami i 180° — a.
3. Tw. cosinuséw w obu tréjkatach (ta sama przekatna!) — rownanie.

4. Potgcz z warunkiem na boki i rozwigz; pola/promienie na koncu.

.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO
X opisany: a + v = 180° v opisany:a+c=b+d nie myli¢ warunkéw
X cos(180° _ a) — cosa /= —cosa przguwny kat w czworokacie
wpisanym
Xr= gt Jr= %, p — potowa obwodu potowa!
X dwa rozwigzania bez sprawdzenia , L
v sprawdz warunek z tresci np. |AD| > |AB|

warunku
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&, Przyklad wzorcowy umiejetnosc z zad. 8 (2023) i 11 (2026)

Trapez rownoramienny o podstawach 8 i 2 jest opisany na okregu. Oblicz promien tego okregu oraz pole
trapezu.

ROZWIAZANIE
1. Warunek opisania: 8 + 2 = 2¢ = ¢ = 5 (ramie).

2. Rzut ramienia na dtuzsza podstawe: 8;—2 =3, wiech=+25—-9=4.
r=2=2P=582.4=20

Odpowiedz: 7 = 2, P = 20

Jak CKE przyznaje punkty:
e 1 pkt — ramie ¢ = 5 z warunku opisania,
e 2 pkt — wysokos¢ h = 4,
e 3pkt—r=2iP =20

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK  ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 zad. 11 6 pkt  czworokat wpisany w okrag i opisany na okregu: dtugosci bokéw

2025 — 0 pkt brak

2024 — 0 pkt brak

2023 zad.8 4 pkt  czworokat opisany na okregu (|BC| = 4, |CD| = 5) — tw. sinuséw
2022 — 0 pkt  brak zadania z tego klucza

2021 zad. 13 4 pkt  okrag wpisany w trojkat prostokatny — sinus wiekszego kata ostrego
2020 zad.7 3 pkt  okrag styczny do ramion trojkata rownoramiennego — dowdd proporgji

Trening: zadania PR13.1-PR13.10 (plik zadan) - petne rozwiagzania w pliku rozwiazan.
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PR14 Geometria analityczna: proste, punkty, pola

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN

A

5/7 arkuszy sr. 3,9 pkt (0-8) otwarte 3-5 pkt — wspotrzedne wierzchotkéw,
odlegtos¢ punktu od prostej, pola, metoda
wspotrzednych

#* Sygnat: Brak wspotrzednych? Wprowadz uktad. Prostopadtos¢ = iloczyn skalarny 0. Pole = 2|wyznacznik|.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie

* stosowac réwnanie ogdlne prostej, warunki e ,trojkat rownoramienny, |[CA| = |CB|" - C na
réwnolegtosci i prostopadtosci (takze przez symetralnej AB,
wektory), e wysoko$¢”, ,odlegtoéé od prostej” — wzér

* oblicza¢ odlegtos¢ punktu od prostej i pole |Azo+Byo+C|

VA2 B2
® figura bez wspotrzednych (kwadrat o boku a) i
prostopadtosé/stosunek pol — wiasny uktad
wspotrzednych.

trojkata z wyznacznika wektoréw,
wyznaczac symetralng odcinka, punkt
symetryczny wzgledem prostej, punkty
szczegdblne trojkata,

wprowadza¢ uktad wspotrzednych do zadan
geometrycznych (kwadrat, prostokat).

L Teoria w pigutce

|A:I}0+By()+0|
VETE

Wektory % = [u1,us], U = [vy,vs]: prostopadte & ujv; + ugwz = 0; pole trojkata = %|u1v2 — ugvy)-

Prosta Az 4+ By + C = 0; wektor normalny [A, B]. Odlegtos¢ punktu: d =

Symetralna odcinka AB: przez srodek AB, prostopadta do AB — zbiér punktéw réwno odlegtych od A i

B.
Kat miedzy prostymi: tg ¢ = |—fj_a_f;2 |

Srodek ciezkosci S = (w“‘-"zfﬂo , y"‘+yf+yo ); S, O (srodek okregu opisanego) i H (ortocentrum) sa

wspdtliniowe.

Y Najwazniejsze wzory

d= |A$0+By0+0| P:%|’U,1'02—’U,2’Ul 17"1_5=ul’l)1+u2'02 tg<p=‘ a; —az
VA? 4 B? 1+ aiag

¥ Algorytm krok po kroku

1. Naszkicuj; jesli brak wspotrzednych — wybierz wygodny uktad (wierzchotek w (0, 0), boki na osiach).

2. Zapisz potrzebne proste (rdwnania) i wektory.

3. Warunki (prostopadtos¢, réwne odlegtosci) zamien na réwnania; rozwiaz.

4. Dtugosci, pola — ze wzordw; sprawdz wynik na szkicu.
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO
_ Aa:0+By0+C ;. - . . Iy
Xd= I B v wartos¢ bezwzgledna i pierwiastek wzor na odlegtosc
1 1 wyznacznik to pole
X pole bez 3 v 3| det] réwnolegtoboku
rostopadta do 2z — 3=0:
Xp 9 p+ b y+ Vy= —%;1; +0b najpierw postac kierunkowa
Yy=—ax
X uktad wspotrzednych bez uzasadnienia V' opisz, gdzie leza wierzchotki czytelno$¢ dla egzaminatora

4 Przyktad wzorcowy typ zadania 4 z matury 2026

Dany jest kwadrat ABCD o boku a. Punkt K jest srodkiem boku AB, a punkt M lezy na boku BC'i odcinki
DK i KM sa prostopadte. Oblicz stosunek pola trojkata DK M do pola kwadratu.

ROZWIAZANIE
1. Uktad: A = (0,0), B = (a,0), C = (a,a), D = (0,a); K = (%,0), M = (a,m).

— — .
2.KD = [—l,a,], KM = [%,m]; prostopadtos¢: — - +am = 0= m = §

2 -
1 a a al| 1 502 __ b5ag?
3.Ppku=73|(-%) ¢t —a-3|=3-% =%
4. Stosunek: %.

inds D
Odpowiedz: 16

Jak CKE przyznaje punkty:
e 1 pkt — wprowadzenie uktadu i wspétrzednych K, M,

e 2 pkt — warunek prostopadtosciim = 2

e 3 pkt — pole i stosunek %. '

4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 zad.4,9 8 pkt  kwadrat: DK L KM (metoda wspdtrzednych); trojkat rownoramienny z ramieniem
na prostej

2025 — 0 pkt  tylko okregi (klucz PR15)

2024 zad.9 4 pkt  kwadrat i przekatna dzielaca trojkat — stosunek pdl

2023 zad.5 3 pkt  trojkat 30°-60°-90° z punktami na bokach

2022 zad. 14 6 pkt  trojkat rownoramienny: A = (—3,2), pole 15, bok na prostejy = z — 1

2021 zad. 14 6 pkt  pole tréjkata z wierzchotkiem na paraboli; warunek ostrokatnosci

2020 — 0 pkt  brak zadania z tego klucza

Trening: zadania PR14.1-PR14.10 (plik zadan) - petne rozwiazania w pliku rozwigzan.
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PR

A

PR15 Okrag w ukiadzie wspétrzednych

IORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
+ 5/7 arkuszy ér. 3,6 pkt (0-6) otwarte 5-6 pkt — okrag i prosta, dwa okregi,
styczne, Srednica z punktéw przeciecia

/° Sygnat: Posta¢ kanoniczna — S, 7. Stycznosé: d = r. Dwa okregi: odejmij réwnania.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie
® przechodzi¢ miedzy postaciami ®  prosta jest styczna do okregu” —
(z— )+ (y—b)2 =171 d(S, prosta) = r,
z? +y? — 2az — 2by +c =0, e okregi przecinaja sie w punktach A i B" —
® badac potozenie prostej wzgledem okregu odejmij réwnania: prosta AB,
(odlegtosc srodka od prostej) i wyznaczac e $rodek okregu lezy na prostej..., okrag
punkty wspolne, przechodzi przez A i B" — symetralna AB.

wyznaczac styczne (takze przechodzace przez
punkt zewnetrzny),

bada¢ wzajemne potozenie dwoch okregow i
wyznaczac wspdlng cieciwe (odejmowanie
réwnan).

[l Teoria w pigutce

)3

z% + y? — 2ax — 2by + ¢ = 0 to okrag o érodku (a,b), gdy r2 = a? + b2 — ¢ > 0.

Prosta i okrag: d < r — dwa punkty wspdlne, d = r — styczna, d > r — roztaczne (d — odlegtos¢ srodka
od prostej).

Dwa okregi: [S1S2| = 71 + 72 — styczne zewnetrznie; |11 — ra| < |S1S2| < 71 + T2 — przecinaja sieg;
|S1S2| = |r1 — ra| — styczne wewnetrznie.

Odjecie réwnan dwoch przecinajacych sie okregdw daje réwnanie prostej przez oba punkty wspolne.
Styczna przez punkt zewnetrzny P: prosta y — yp = m(x — xp) i warunek d(S,1) = r (sprawdz tez
prosta pionowa £ = xp).

Najwazniejsze wzory
(z—a)?+(y—-02=r2 rP=a?+0b*-c :|Am0—|—By0—|—C|

d
VLR

|81S2| = 71 + 72 (styczne zewn.)

& Algorytm krok po kroku

1. Doprowadz okrag do postaci kanonicznej — odczytaj S'i 7.

2. Prosta—okrag: podstaw prosta do réwnania okregu (punkty) lub policz d(\S, ) (potozenie, stycznosé).

3. Dwa okregi: odejmij réwnania — prosta; wrd¢ do jednego okregu — punkty.
4. Sprawdz otrzymane punkty w obu réwnaniach.

mate
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO
X242 —dz+6y—12=0:
vS5=(2,-3 —2ax=>a=2
§=(-2,3) ®-3)
X =95 VP2 =957r=5 prawa.I strona to kwadrat
promienia
X styczne tylko w postaci y = mx + b v sprawdz prosta £ = p pionowa styczna
X odejmowanie rownan bez sprawdzenia v podstaw punkty do obu okregow kontrola rachunkéw

4 Przyktad wzorcowy typ zadania 8 z matury 2025
Okregi 01 : 2 +y* =250raz Oy : (z — 7)% + (y — 1)% = 25 przecinaja sie w punktach A i B. Wyznacz
wspotrzedne tych punktow i dtugos¢ wspdlnej cieciwy.

ROZWIAZANIE
1. Rozwijamy Oy: 22 + y? — 14z — 2y + 25 = 0. Odejmujemy od O1:
14z +2y—50=0=y =25 — 7Tz
2. Podstawiamy do Oy: 2 + (25 — 7z)2 = 25 = 5022 — 350z + 600 = 0 = z? — 7z + 12 = 0.
3.2=3,y=4lubx=4y=—3 Kontrolaw O2:16 +9=25v,9+ 16 =25 v.
4 |AB| = v1+49=5V2
Odpowiedz: A = (3,4), B = (4,—3), |AB| = 5v/2

Jak CKE przyznaje punkty:
e 1 pkt — réwnanie prostej AB (odjecie réwnan),
e 2 pkt — réwnanie z jedng niewiadoma,
e 3 pkt— punkty A i B,
e 4 pkt — dtugos¢ cieciwy.

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK  ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 — 0 pkt  brak (zad. 9 — proste, klucz PR14)

2025 zad.8 5 pkt  dwa okregi przecinajace sie w A i B— wspélna cieciwa, dalsze obliczenia
2024 zad. 11 5pkt  $rodek okregu na prostej y = « + 1, promien /5, styczne przez punkt A
2023 zad. 13 6 pkt  prosta przecina parabole w A, B; AB érednicg okregu

2022 — 0 pkt  brak zadania z tego klucza

2021 zad. 10 4 pkt  promien okregu i punkt stycznosci prostej przez A, B

2020 zad. 12 5 pkt  prosta przecina okrag; obraz okregu w jednoktadnosci

Trening: zadania PR15.1-PR15.10 (plik zadan) - petne rozwigzania w pliku rozwiazan.
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PR16 Stereometria rozszerzona

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A 5/7 arkuszy sr. 3,4 pkt (0-6) otwarte 4-5 pkt — katy dwuscienne, przekroje,
ostrostupy nieprawidtowe

/" Sygnat: Ustal spodek wysokosci. Kat = kat w nazwanym tréjkacie. Kat dwuscienny — wysokosci z jednego
punktu krawedzi.

Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie
* wyznaczac kat miedzy prosta a ptaszczyzng oraz ® kat miedzy scianami bocznymi” — wysokosci
kat dwuscienny (miedzy scianami), obu scian opuszczone na wspolng krawedz z
* wykorzystywaé potozenie spodka wysokosci: jednego punkty,
srodek okregu opisanego (rowne krawedzie ®  wszystkie krawedzie boczne maja rowna
boczne) lub wpisanego (rowne katy scian), dtugosc” — spodek w srodku okregu opisanego
® oblicza¢ pola przekrojow graniastostupow i na podstawie,
ostrostupow, ® ptaszczyzna przechodzaca przez..." — przekrdj;
* stosowac tw. cosinusow w trojkacie zidentyfikuj figure.
.przestrzennym”.

[ Teoria w pigutce

® Kat dwuscienny: w obu $cianach prowadzimy prostopadte do wspdlnej krawedzi z tego samego punktu;
kat miedzy nimi liczymy z tw. cosinuséw.

e Ostrostup prawidtowy tréjkatny: spodek w srodku trojkata; R = aT?’ P = aT\/E.

® Rowne krawedzie boczne & spodek wysokosci to sSrodek okregu opisanego na podstawie; rowne katy
nachylenia $cian & srodek okregu wpisanego.

® Czworoscian foremny: V = %‘2@ Kat miedzy scianami ostrostupa, ktérego wszystkie krawedzie sa rowne:
Ccos p = —%.
Y Najwazniejsze wzory
_ 1 2 2 _ g2 3
V_EPpH R:agg,,r:axﬁ/g COS(p:h1+h2 d a\/§

2 hl h2 ‘/czworoécianu = T

¥ Algorytm krok po kroku

1. Rysunek + oznaczenia; ustal spodek wysokosci.

2. Wskaz kat jako kat w konkretnym trojkacie (nazwij wierzchotki).
3. Oblicz boki tego trojkata (Pitagoras, pola, tw. cosinusow).

4. Oblicz funkcje trygonometryczna kata, potem objetosé/pole.
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO

X kat sciany z krawedzig boczna v wysokos¢ sciany i jej rzut dwa rozne katy

X kat miedzy Scianami — wysokosci z . L
r62nych punktéw krawedzi v z tego samego punktu definicja kata dwusciennego
X spodek zawsze w srodku podstawy v tylko w ostrostupie prawidtowym sprawdz, gdzie jest wysokos$¢
X cos < 0 - ,btad" v kat miedzy scianami bywa rozwarty znak cosinusa

&, Przyktad wzorcowy typ zadania 10 z matury 2025

Podstawa ostrostupa ABCDS jest kwadrat ABCD o boku 6, a krawedz SA jest wysokoécia ostrostupa i
|SA| = 6. Oblicz cosinus kata miedzy scianami SBC i SDC.

ROZWIAZANIE

1.|SB| = |SD| = 6v2, |SC| = 6v/3. BC L. ABi BC 1 SA, wiec BC 1 SB — tréjkat SBC jest

prostokatny.
2. Wysokos$¢z Bna SC: h =

na SC.

3.|BD| = 6v/2: cos p =

Odpowiedz: —% (kat 120°)

Jak CKE przyznaje punkty:
o 1 pkt — dtugosci SB, SD, SC,
e 2 pkt — wskazanie kata miedzy Scianami,
e 3 pkt — wysokosci 2\/6,
e 4 pkt — tw. cosinuséw,

e 5pkt—cosp = —%.

2442472
2-24

|SB|-|BC| _ 6v26 __ ] . .
50T = 6vs — 24/6; z symetrii taka sama z D, z tym samym spodkiem

— —db wf — o
= —5, wiec p = 120"

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK
2026

2025
2024
2023
2022
2021
2020

ZADANIA

zad. 8

zad. 10

zad. 7

zad. 13

zad. 14

PKT

4 pkt

5 pkt
0 pkt
4 pkt
5 pkt
0 pkt
6 pkt

CZEGO DOTYCZYLO

ostrostup prawidtowy trojkatny: dtugos¢ okregu opisanego na podstawie i cosinus
kata
ostrostup z krawedzig S A jako wysokoscig — cosinus kata miedzy $cianami
stereometria w optymalizacji (klucz PR19)
sze$cian o krawedzi 6 i punkt S — kat/przekrdj
graniastostup prosty — kat miedzy przekatnymi $cian, sin @ = %
brak zadania z tego klucza

9

ostrostup o podstawie trapezu, tga = 5 — objetos¢

Trening: zadania PR16.1-PR16.10 (plik zadan) - petne rozwiazania w pliku rozwigzan.
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PR17 Parametr, funkcja kwadratowa i wzory Viete'a

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN

A+

f)

@

7/7 arkuszy sr. 5,1 pkt (4-6) otwarte 5-6 pkt — ,wyznacz m, dla ktérych
rownanie ma dwa rozne rozwigzania
spetniajace...”

Sygnak: a # 0 - A > 0 - warunek przez Viéte'a — cze$¢ wspolna.

Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie

zapisywac¢ warunki: @ # 0, A > 0 (dwa rozne), ® dwa rézne rozwigzania rzeczywiste spetniajace
A > 0 (istnieja), warunek 3 + z3..." = A > 0 + Viéte,
stosowac wzory Viete'a i wyraza¢ sumy poteg e tego samego znaku” — x1x9 > 0; ,dodatnie”
przez &1 + T2 i T123, — dodatkowo x71 + 2o > 0,

bada¢ znaki pierwiastkéw (oba dodatnie, ® wspotczynnik przy z2 zalezny od m — osobno
roznych znakéw, tego samego znaku), a # 0 (i ewentualnie przypadek a = 0).

rozwigzywac nierébwnosci z parametrem (takze
wymierne) i wyznaczac czes¢ wspolng wszystkich
warunkow.

Teoria w pigutce

Viete: ¢1 + &3 = —%, 19 = %.
2 2 __ 2 . 3 _ 3 _ .1 1 _ ztzs .
zi + a3 = (21 + 22)° — 2z129; T] + 25 = (z1 + z2)° — 3z122(T1 + 2); o T = o
A
|£I:1 — $2| = |T\/|_'

Oba pierwiastki dodatnie: A > 0, 122 > 0, £1 + z2 > 0. Roznych znakéw: z1zs < 0 (wtedy A > 0
automatycznie).

Liczba k lezy miedzy pierwiastkami < a - f(k) < 0.

Odpowiedz = czes¢ wspdlna wszystkich warunkow (zapisz ja na osi).

Y Najwazniejsze wzory

b c 2 2 __ 2

a

3 + 23 = (21 + 22)% — 3z122(T1 +22) @ f(K) <O

© Algorytm krok po kroku

1. Warunek a # 0 (jesli @ zalezy od m).

2.
3.
4.

Warunek A > 0 — rozwigz nierébwnos¢ z m.
Warunek z tresci: zamiehn na €1 + T2 i £1&L9, podstaw Viete'a, rozwiaz.
Czes¢ wspodlna wszystkich warunkdédw — odpowiedz.
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.1, Najczestsze putapki

ZLE

X pominiety warunek A > 0

X m = 2 spetnia warunek z tresci —

odpowiedz

X 22 + 22 = (21 + 22)*

X mnozenie nierébwnosci przezm — 1

DOBRZE DLACZEGO

rozwigzanie z warunku moze
v zawsze na poczatku T
nie istniec

dla A = 0 jest jeden

N dz A(2
sprawdz A(2) > 0 pierwiastek

v —2x129 wzor skréconego mnozenia

v przenies$ i sprowadz do wspolnego )
. . nieznany znak
mianownika

4 Przyktad wzorcowy typ zadan 11-12 z matur 2023-2026

Wyznacz wszystkie wartoéci parametru m, dla ktérych rownanie 22 — 3ma + 2m?2 + 1 = 0 ma dwa rézne
rozwigzania rzeczywiste &1, &2 spetniajace warunek :1:% + wg =43.

ROZWIAZANIE
TLA=9m?2—4(2m2+1)=m?2—-4>0 < m € (—00,—2) U (2,0).
2.2 + 22 = (3m)? — 2(2m? + 1) = 5m? — 2.
3.35m?—2=43=>m?=9=m =43
4. Oba spetniaja |[m| > 2. Odpowiedz m = —3 lub m = 3.

Odpowiedzzm = —3lubm =3

Jak CKE przyznaje punkty:

e 1 pkt— warunek A > 0 i jego rozwiazanie,

e 2 pkt — wyrazenie :1:% + a:g przez Viéte'a,

e 3 pkt— réwnanie 5m? — 2 = 43,

e 4pkt—m = £3,

e 5 pkt — sprawdzenie warunku A > 0 i odpowiedz.

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK
2026

2025

2024

2023

2022

2021

2020

ZADANIA

zad. 10

zad. 11

zad. 12
zad. 11
zad. 12
zad. 11

zad. 11

PKT
5 pkt

6 pkt

6 pkt
5 pkt
5 pkt
5 pkt

4 pkt

CZEGO DOTYCZYLO
flz) = m2z? — 2mz — m + 1 — dwa rozne miejsca zerowe z warunkiem

(2 — m)z? — 2(2m + 1)z + m + 8 — dwa miejsca zerowe tego samego znaku z
warunkiem

22 — (3m + 1)z + 2m? + m + 1 = 0 — warunek na pierwiastki
x? +4z — 2—:3 = 0 — warunek na pierwiastki
z? — (m + 1)z + m = 0 — warunek na pierwiastki

trojmian 422 — 2(m + 1)z + m — warunek na miejsca zerowe

2:1:% + 5122 + 2:1;% = 2 — wzory Viete'a

Trening: zadania PR17.1-PR17.10 (plik zadan) - petne rozwigzania w pliku rozwiazan.
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PR18 Pochodna, monotonicznosc i ekstrema

PRIORYTET CZESTOTLIWOéC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A 3/7 arkuszy ér. 1,6 pkt (0-7) otwarte 3 pkt (styczna), 4 pkt (najmniejsza
wartos¢, monotonicznosc); narzedzie w PR19

/#° Sygnak: Pochodna — rozktad — znak — monotoniczno$¢ i ekstrema. Styczna: f'(xg) i punkt.

@ Co musisz umiec @, Jak rozpoznaé zadanie
® oblicza¢ pochodne wielomiandw, iloczynu i e styczna do wykresu w punkcie...”, ,styczna
ilorazu, réwnolegta do prostej..."” - f'(zg),
® wyznaczaé rbwnanie stycznej ®  wyznacz przedziaty monotonicznosci /
y = f'(zo)(z — zo) + f(zo) (takze gdy dany ekstrema” — znak pochodnej,
jest f(zo), a nie zy), * najmniejsza warto$¢ funkdji na przedziale” —
® wyznaczad przedziaty monotonicznosci i poréwnanie wartosci.

ekstrema z badania znaku f’,
® znajdowac warto$¢ najmniejszg i najwieksza na
przedziale (ekstrema + konce).

[1 Teoria w pigutce

! '
+ (@) =nz"l (fo) = flg+ £ (£) = L512.
o Stycznaw zg:y = f'(zo)(z — zo) + f(z0); wspotczynnik kierunkowy stycznej = f'(zo).
e f'" > 0na przedziale = f roénie; f' < 0 = maleje.
* Ekstremum w zg: f'(zo) = 0 f’ zmienia znak (sam warunek f' = 0 nie wystarcza).

* Wartosci skrajne na [a, b]: poréwnaj f w punktach krytycznych z [a, b] i na koAcach.

Y Najwazniejsze wzory
Y =na (L) JLec i y= Sl e+ fled
g g?

f'(z) = 0 + zmiana znaku

© Algorytm krok po kroku
1. Dziedzina funkgji (i pochodnej).
2. Oblicz f'() i uproé¢ (roztéz licznik na czynniki).
3. Miejsca zerowe f’ + tabela/szkic znaku.

4. Wnioski: monotonicznos$¢, ekstrema, wartosci — z jednostkami i dziedzina.
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO
' _ 1

X (3) =7 v wzér na pochodna ilorazu

X monotonicznos$¢ ,na sumie” . .
v osobno na kazdym przedziale funkcja rosnaca na sumie #

(_0070] U [21 OO)

X wartos¢ najwieksza = maksimum , o . L, )
v pordéwnaj tez konce przedziatu ekstremum # wartos¢ skrajna

lokalne

X styczna: y = f'(zo)z + f(zo) vy = f'(zo)(x — o) + f(x0) przesuniecie o g

4 Przyktad wzorcowy typ zadania 12.2 z matury 2023

Wyznacz przedzialy monotonicznoéci oraz najmniejsza wartos¢ funkgji f(z) = zt — 4z + 5.

ROZWIAZANIE
1. f(z) =42 —4=4(x — 1)(z? +  + 1); 22 + = + 1 > 0 dla kazdego z.
2.f'<0dlaz <1, f' > 0dlaz > 1: maleje na (—oo, 1], roénie na [1, 00).
3. Minimum (globalne)wz =1: f(1) =1—-4+4+5=2.
Odpowiedz: maleje na (—00, 1], roénie na [1,0); fmin = f(1) = 2
Jak CKE przyznaje punkty:
e 1 pkt — pochodna,
e 2 pkt — rozktad i znak pochodnej,
¢ 3 pkt — przedziaty monotonicznosci,

e 4 pkt — najmniejsza warto$¢ 2.

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK  ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 — 0 pkt  pochodna w zadaniu optymalizacyjnym (PR19)

2025 — 0 pkt  pochodna w zadaniu optymalizacyjnym (PR19)

2024 zad. 4 3pkt  stycznado f(z) = 3:3—3Tz+2 w punkcie o odcietej 2

2023 zad.3, 122 7pkt  styczna do funkcji wymiernej w P = (&g, 3); najmniejsza wartos¢ z* + 22 — 62
2022 zad.2 Tpkt  pochodna f(z) = ’;3__28 daz =%

2021 — 0 pkt  brak zadania z tego klucza

2020 — 0 pkt  brak zadania z tego klucza

Trening: zadania PR18.1-PR18.10 (plik zadan) - petne rozwigzania w pliku rozwigzan.
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PR19 Optymalizacja z pochodna

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A+ 7/7 arkuszy Sr. 6,3 pkt (4—7) wiazka 6-7 pkt: ,wykaz, ze P(-’l’) = 00 ()
pkt) + ,wyznacz wartos¢

najmniejsza/najwieksza” (4 pkt)

A Sygnat: Model + dziedzina — pochodna — znak — ekstremum globalne — petna odpowiedz.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie
* budowaé model: wybdr zmiennej, zaleznosci z ® rozwazamy wszystkie ..., dla ktorych ..." +
geometrii/tresci, funkcja jednej zmienne;j, .najwieksza/najmniejsza” — optymalizacja,
* wyznaczac dziedzine modelu (z tresci: dtugosci * cze$¢ Wykaz, ze V(h) = ..." — to punkty za
dodatnie, ograniczenia typu < 10), model; nawet bez niej rozwigzuj druga czesc z
® badac¢ pochodna i uzasadnia¢, ze ekstremum podanym wzorem!
lokalne jest globalnym na dziedzinie, e funkcja wymierna lub wielomian stopnia 3 na
* podawa¢ odpowiedz na pytanie (wymiary i przedziale — pochodna.
wartosé).

[l Teoria w pigutce

Schemat: zmienna — druga wielko$¢ z warunku — f(z) + dziedzina - f'(z) - znak — ekstremum —

odpowiedz.

* Jesli na dziedzinie (przedzial) f/ zmienia znak z — na + tylko raz, to minimum lokalne jest wartoscia
najmniejsza.

® Przy przedziale domknietym z jednej strony poréwnaj wartos¢ w ekstremum z wartoscia na koncu.

® Pochodna funkgji wymiernej upraszczaj do postaci ,iloczyn / kwadrat” — znak zalezy tylko od licznika.

Y Najwazniejsze wzory

(i)’ _ fl9g—fd Vitorka = %71‘7‘2h P= %ah f'(z¢) = 0izmiana znaku
g g

© Algorytm krok po kroku

1. Oznacz zmienng (z jednostka) i zapisz zaleznosci z tresci (Pitagoras, podobienstwo, pole, objetosc).
2. Wyraz badana wielkos¢ jako funkcje jednej zmiennej, podaj dziedzine.

3. Pochodna, miejsca zerowe w dziedzinie, znak pochodnej (monotonicznos¢).

4. Uzasadnij globalnos¢ ekstremum, oblicz wartos$¢ i odpowiedz na pytanie.
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.1, Najczestsze putapki
ZLE

X brak dziedziny
X f'(zo) = 0 - ,to maksimum”

X podanie tylko z

X rezygnacja z 12.2 bez 12.1

DOBRZE DLACZEGO

v np. h € (5,00) punkt w schemacie CKE
moze by¢ minimum lub brak

v zbadaj znak pochodnej ekstremum

v wymiary i wartos¢ (np. objetos¢) czytaj pytanie

v wzor jest podany — rozwigzuj! czesci sg niezalezne punktowo

&, Przyktad wzorcowy typ zadania 12 z matury 2025

Rozwazamy wszystkie stozki, w ktérych odlegtos¢ srodka podstawy od tworzacej jest réwna 3. Wyznacz
wysoko$¢ stozka o najmniejszej objetosci i oblicz te objetos¢.

ROZWIAZANIE

1. W przekroju osiowym: trojkat prostokatny o przyprostokatnych 7, h; wysokos¢ na przeciwprostokatna [

réwna 3: I =3 = r2h? = 9(r? + h?) = r? = h92h—29' h>3.
2.V(h) = 2ar?h = T . 9 h e (3,00).
o 3h2(h2—9)—2h* h2(h2—27)
3VI(h)— 3.9. W —3W°W
4.V'<0dlah e (3,3V3), V' > 0dlah > 3v/3— minimumw h = 3v/3.
5.V(3v3) = = . 281V _ 21v3
Odpowiedz h = 3v/3, Vigin = 272—\/57!'

Jak CKE przyznaje punkty:
e 1-2 pkt — wyprowadzenie 7

e 3 pkt — pochodna,

2:

h92h—29 i wzoru V(h) z dziedzina,

o 4 pkt — miejsce zerowe b = 3+/3,
e 5 pkt — uzasadnienie minimum,
e 6 pkt — objetosc.

{il Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 zad.12.1,122  7pkt  kwietnik w ksztatcie trojkata, P(z) = zgf; na (4, 10]

2025 zad.12.1,122  6pkt  stozki z odlegtoécig srodka podstawy od tworzacej & — najmniejsza objetosé
2024 zad.13.1,13.2 6 pkt graniastostupy prawidtowe trojkatne o objetosci 3456 — najmniejsze pole
2023 zad.12.2 4 pkt  najmniejsza wartos¢ funkgji z* + 22 — 6z dlaz > 0

2022 zad. 15 7pkt  trojkaty rownoramienne o obwodzie 18 — najwieksze pole

2021 zad. 15 7 pkt  zbiornik o pojemnosci 144 m3 — najnizszy koszt

2020 zad. 15 7pkt  ekran smartfona o polu 60 cm? — najmniejsza powierzchnia z obramowaniem
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Trening: zadania PR19.1-PR19.10 (plik zadan) - petne rozwiazania w pliku rozwigzan.
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PR20 Dowéd geometryczny i zadania mieszane

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A 5/7 arkuszy sr. 2,3 pkt (0-4) otwarte 3-4 pkt — ,Wykaz, ze..” w geometrii

lub nietypowe obliczenie wymagajace pomystu

/7 Sygnak: Rysunek + zatozenia. Most: katy, podobienstwo, wspolna wysokos¢, tw. sinusow lub wspotrzedne.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie
® prowadzi¢ dowdd: zatozenia — kolejne wnioski z o Wykaz, ze..." z figura bez liczb,
uzasadnieniem — teza, * zaleznos¢ miedzy katami (8 = 2a) — tw.
* stosowac przystawanie, podobienstwo, katy w sinuséw + wzory na sin 2a, sin 3a,
okregu i stosunki pol (wspdina wysokosc), ® stosunki pél — wspdlna wysoko$¢ lub %ab sin 7y

® stosowac tw. sinusdw/cosinuséw i wzory
trygonometryczne w dowodach,

* wprowadzaé uktad wspdtrzednych lub wektory,
gdy geometria syntetyczna jest trudna.

|| Teoria w pigutce

* Trojkaty o wspdlnej wysokosci: stosunek pdél = stosunek podstaw.

* Srodkowa dzieli tréjkat na dwa o réwnych polach; odcinek taczacy $rodki bokéw: || do trzeciego i réwny
jego potowie.

e W tréjkacie prostokatnym srodek przeciwprostokatnej jest srodkiem okregu opisanego.

* Kat wpisany oparty na $rednicy jest prosty; katy przy jednym ramieniu trapezu sumuja sie do 180°.

Metoda wspétrzednych: umies¢ figure wygodnie (wierzchotek w (0, 0), bok na osi Oz).

Y Najwazniejsze wzory

P a a . . _ . atb a—b
1 _ 01 (wspina h) =2R  sina+sinb = 2sin %> cos 45>

P,  a sin o

d? + d2 = 2(a® + b?)

¥ Algorytm krok po kroku
1. Duzy rysunek z oznaczeniami; zapisz zatozenia i teze.
2. Szukaj ,mostu”: rowne katy, trojkaty podobne, wspdlna wysokos¢, tw. sinusow.
3. Kazdy krok z uzasadnieniem (,bo katy wierzchotkowe”, ,z tw. o dwusiecznej”).
4. Zakoncz tezg i znakiem M.
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO
X .z rysunku widac” v uzasadnienie twierdzeniem rysunek nie jest dowodem
X zatozenie tezy w dowodzie v wnioskuj od zatozen btedne koto

X dowdd dla szczegdlnego przypadku

v 0gol dek e
(np. rbwnoboczny) 0golny przypade brak ogélnosci

X katy ,rowne, bo tak wygladaja” v nazwij twierdzenie kazdy krok uzasadniony

&, Przyktad wzorcowy typ zadania 8 z matury 2024

W trojkacie ABC kat ABC jest dwa razy wiekszy od kata BAC'. Oznaczmy a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB|.
Wykaz, ze b% = a(a + ¢).

ROZWIAZANIE
1. Niech |ZA| = a, |£B| = 2a, |£C| = 180° — 3a. Tw. sinuséw: @ = 2Rsina, b = 2R sin 2q,
c = 2Rsin 3a.
2.a+c=2R(sina+sin3a) = 2R - 2sin2acos a.
3.a(a+c) =4R?sina - 2sin2acosa = 4R?sin 2a - (2sin a cos o) = 4R?sin? 2a = b2 A
Odpowiedz: dowéd
Jak CKE przyznaje punkty:
o 1 pkt — zapis bokéw przez R i sinusy katéw,
e 2 pkt — przeksztatcenie sin a + sin 3¢,

e 3 pkt — doprowadzenie do 4R? sin? 2¢,
e 4 pkt — petny wniosek.

il Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 zad.4 3 pkt  kwadrat, srodki bokéw, prostopadtos¢ DK | KM

2025 zad.3 3 pkt  trojkat réownoboczny: stosunek pol @ - kat DAC
2024 zad.8 4 pkt  trojkat z | LABC| = 2|£BAC| — wykaz zaleznoéé bokéw
2023 zad.5 3 pkt  trojkat prostokatny z katem 60°, punkty K, L na bokach
2022 — 0 pkt  brak zadania z tego klucza

2021 zad.8 3 pkt  trojkat rownoboczny z punktami na bokach — dowéd

2020 — 0 pkt  brak zadania z tego klucza

Trening: zadania PR20.1-PR20.10 (plik zadan) - petne rozwigzania w pliku rozwiazan.
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Sciaga — wszystkie klucze na jednej stronie

Sygnat rozpoznawczy i 3—-4 najwazniejsze wzory kazdego klucza. Przejrzyj ja rano przed matura.

PRO04

PRO6

PRO8

PRO9

Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna
Dziedzina — wspolna podstawa lub podstawienie —
poréwnanie (podstawa < 1 odwraca znak).

Dowody algebraiczne i nieréownosci
Wszystko na jedna strone — rozktad z (a — b)? — znak
kazdego czynnika — wniosek.

Warto$¢ bezwzgledna — réwnania i nieréwnosci
Miejsca zerowe pod modutami — przedziaty —
rozwigzanie N przedziat — suma.

Wielomiany i nieréwnosci wymierne
Pierwiastek z dzielnikéw wyrazu wolnego — Horner —
wezyk. Utamki: wspolny mianownik, nie mnozyc!

Ciagi arytmetyczne i geometryczne — zadania
taczone

Wszystko przez a1 i  (lub $rodkowy wyraz) — b% = ac /
2b = a + ¢ - réwnanie — odrzu¢ sprzeczne.

Szereg geometryczny nieskonczony
Najpierw |g| < 1. Suma ;lqu. Rozwaz q dodatnie i

ujemne.

Granice ciagow i funkgji
o0

£ - znak

— najwyzsza potega; % - skro¢ &

mianownika.

Kombinatoryka rozszerzona
Kolejnosc¢? powtdrzenia? — wzér. Zero z przodu i
sgsiedztwo — odejmij lub sklej.

Prawdopodobienstwo: klasyczne, warunkowe,
Bernoulli

Nazwij model: klasyczny / Bernoulli / warunkowy /
drzewo. Zapisz wzér z liczbami, potem licz.

Tozsamosci trygonometryczne
Rozpisz katy podwojone, sumy zamien na iloczyny,
wszystko przez sin i cos.

Réwnania trygonometryczne
Wytacz, nie dziel. Jednorodne — tg a. Sinus: dwie serie.
Na koncu przedziat.

Planimetria z twierdzeniem sinuséw i cosinusow
Bok—kat-bok — cosinuséw; kat naprzeciw boku + R —
sinuséw. Sinus kata daje dwa katy.

Okregi i czworokaty wpisane/opisane
Wopisany: katy do 180°. Opisany: sumy bokéw. Przekatna
+ tw. cosinusow w dwoch trojkatach.

Geometria analityczna: proste, punkty, pola
Brak wspotrzednych? Wprowadz uktad. Prostopadtos¢ =
iloczyn skalarny 0. Pole = V2|wyznacznik|.
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log, b
log, b= 10g: a8 =p N(t) = Np- k!
log,(zy) = log, = + log, y
1
(a—b)?%>0 “’;b > vab (a,b > 0) T+_—22>0

a®+b® = (a+ b)(a® — ab + b?)

Va?=|a| |fl]<a <= —-a<f<a
|fl = lg| &= f==g |x—a|— odlegtoi¢ od a

W(z) = (z — a)Q(x) + W(a) R(z) = ax + b przy dzielniku
stopnia 2 P >0 < fg>0, g#0 pierwiastki: +2
q

an=a1+m—-1)r a,=a1q"*' 2b=a+c b®=ac

S = 1aT1q' gl <1 0,(a) = %,0,(ab) = g—g pola: iloraz k2
. agn ak A— B? n!

1 == - B=—— ()= —+——"—
ek b V4 JA+ B (3) Kl(n— k)!
Oi_ =400 (c>0)

n! - n! k

(n—k)! &) = kl(n = k)!

n!

(ot pam) - 2200

P(A) =3 . P(A|B)P(B;) 1-(1—p)"

sin2a = 2sinacosa cos2a=1—2sin’a

sin(a + ) = sina.cos B+ cos asin B

sina — sinb = 2 cos “Tersin“T_b

sin2z = 2sinzcosz cos2z =2cos?z —1=1-—2sin’z
sina + sinb = 2sin “T“Lbcos “T_b

2sinacos b = sin(a + b) + sin(a — b)

a? =b% 4+ c? — 2bccosa =2R P = fabsiny

abe sin
P:—:
4R P
b P
o+v=180° a+c=b+d R=22 .- 2
4P D

_ |Azo + Byo + C|

d P= l|u1'v2 - U2’l)1|
VA? 1 B 2

J. ai — a2

U- V= U1 + usv2 tg80= m
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Okrag w uktadzie wspétrzednych
odejmij réwnania.

Stereometria rozszerzona

Ustal spodek wysokosci. Kat = kat w nazwanym
trojkacie. Kat dwuscienny — wysokosci z jednego
punktu krawedzi.

Parametr, funkcja kwadratowa i wzory Viéte'a
a# 0 - A >0 - warunek przez Viéte'a — cze$¢
wspolna.

4B Pochodna, monotonicznosé i ekstrema
Pochodna — rozktad — znak — monotonicznos¢ i

ekstrema. Styczna: f'(azg) i punkt.

Optymalizacja z pochodna
Model + dziedzina — pochodna — znak — ekstremum
globalne — petna odpowiedz.

Dowoéd geometryczny i zadania mieszane

wysokos¢, tw. sinuséw lub wspdtrzedne.
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Posta¢ kanoniczna — S, 7. Stycznoéé: d = r. Dwa okregi:

Rysunek + zatozenia. Most: katy, podobienstwo, wspdlna

(z—a)?+(y—0)t=r? r2=a2+b2—c
d— |Azg + Byo + C|

VT B

|S1S82| = 71 + 72 (styczne zewn.)

h? + h3 — d?
V=3iPH R= “T‘/?_’, r=%3 cosp= W
a3v2
V::zworoscianu = T
b c
1+ 2y = -, ne2= 22 + 22 = (z1 + 22)? — 22172
:I}? + :Eg = (131 -+ 1!2)3 — 3:131332(.’131 + .’132)
! [P
(zn)l=nzn—1 (i) _ f'g 2f9
g g

y= f'(zo)(z — z0) + f(zo) f'(z) =0 +zmiana znaku

! [
(i) = M V;toika = %77"'2’7/ P= %ah
g

f!(zo) = 0 zmiana znaku

% (wspélna h) ,L =2R
P, ap sin o

sina + sinb = 2sin %cos %2 d? + d2 = 2(a? + b?)
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Zrédta i metodologia

Analiza dotyczy powtarzalnych umiejetnosci i schematéw, a nie przewidywania tresci konkretnych zadan.
Czestotliwosc i punkty policzono na podstawie siedmiu prawdziwych arkuszy majowych CKE z lat 2020-2026,
rozpisanych zadanie po zadaniu w serwisie matematix.pl. Arkusze 2020-2022 pochodza z Formuty 2015 —
uwzgledniamy z nich tylko te zadania, ktérych umiejetnosci nadal obowiazujg w Formule 2023 (pominiete zostaty
m.in. utamki okresowe i funkcja wyktadnicza na poziomie podstawowym). Od matury 2025 wymagania
egzaminacyjne opieraja sie na zmienionej (odchudzonej) podstawie programowej, dlatego arkusze 2025-2026
maja w analizie najwieksza wage.

Zadania treningowe sg autorskie — odwzorowujg typy umiejetnosci z arkuszy, ale nie sg kopiami zadan CKE.
Wszystkie odpowiedzi zostaty zweryfikowane rachunkowo.

® CKE — Egzamin maturalny w Formule 2023 i w Formule 2015: arkusze, zasady oceniania, ,Wybrane wzory
matematyczne”,

* matematix.pl — arkusze maturalne z matematyki z rozwigzaniami (poziom podstawowy i rozszerzony, lata
2020-2026),

® matematix.pl/poradnik-maturalny — interaktywna wersja tego opracowania: zadania z zapisem postepow.
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