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MATURA Z MATEMATYKI - MATURA PODSTAWOWA

KLUCZE

Klucze rozpoznawcze i algorytmy punktowe

System rozpoznawania typow zadan: teoria w pigutce, wzory, algorytm, putapki,
przyktad wzorcowy i slad w prawdziwych arkuszach CKE.

25 250 100%

kluczy zadan treningowych Z rozwigzaniami

Analiza: majowe arkusze CKE 2020-2026 (7 arkuszy: Formuta 2015 i Formuta 2023), poziom podstawowy. Zadania
treningowe sg autorskie i odwzorowuja typy umiejetnosci — nie sg kopiami zadan CKE.

Wersja 2.0 - 16.09.2026 - matematix.pl/poradnik-maturalny



Spis tresci

Jak korzystac z opracowania

PP04

PP06

PPO7

PPOS

PP09

PP17

PP18

Potegi i pierwiastki

Logarytmy

Wartos$¢ bezwzgledna i przedziaty

Wzory skrébconego mnozenia

Dowody algebraiczne i podzielnosé
Roéwnania liniowe, iloczynowe i wymierne
Wielomiany i rozktad na czynniki
Nierownosci liniowe i kwadratowe
Uktady réwnan i zadania tekstowe
Procenty i procent sktadany
Odczytywanie wiasnosci funkgji i funkcje kawatkami
Funkgja liniowa i proste

Funkcja kwadratowa

Ciag arytmetyczny

Ciag geometryczny

Trygonometria podstawowa

Trojkaty: Pitagoras, pola, sinus i cosinus
Podobienstwo, twierdzenie Talesa i dwusieczna
Okrag i katy

Geometria analityczna

Stereometria

Kombinatoryka

Prawdopodobienstwo

Statystyka: $rednia, mediana, dominanta

Optymalizacja i modelowanie funkcja kwadratowa

Scigga — wszystkie klucze

Zrédta i metodologia

matematix.pl - Matura z matematyki — matura podstawowa - klucze

2/59



Jak korzysta¢ z opracowania

Kazde zadanie maturalne nalezy do jednego z 25 kluczy — powtarzalnych typéw umiejetnosci. Zanim zaczniesz

liczy¢, nazwij klucz: to uruchamia gotowy schemat i chroni przed typowymi btedami.

1. Rozpoznaj 2. Przypomnij
sekcja ,Jak rozpoznac” — sygnaty w tresci i na rysunku. ,Teoria w pigutce” i ,Wzory” — tylko to, co naprawde
potrzebne.

3. Zastosuj 4. Sprawdz

LAlgorytm” — kolejne kroki, ktére prowadza do LPutapki” — poréwnaj swdj zapis z typowymi btedami.
punktéw.

Legenda

Priorytet najwyzszy zwrot z nauki - o bardzo wazny - o wazny po opanowaniu filarow
Czestotliwos¢ w ilu z analizowanych arkuszy (majowe arkusze CKE 2020-2026 (7 arkuszy: Formuta 2015 i Formuta

2023), poziom podstawowy) pojawito sie zadanie z danego klucza.

Punkty w arkuszu ile punktéw faktycznie przypadato na klucz w tych arkuszach (tabela ,Slad” w kazdym kluczu). Od
2025 r. arkusz podstawowy ma 50 pkt (1 pkt = 2% wyniku); w 2023-2024 miat 46 pkt, a w Formule

2015 (2020-2022) — 50 pkt.

Poziom zadan rozpoznanie schematu - standard maturalny - zadanie wymagajace

Plan nauki wedtug priorytetéw

LR N7 ATFATTI WA EN G PP11 Odczytywanie whasnosci funkgji i funkcje kawatkami PP12 Funkcja liniowa i proste

PP13 Funkcja kwadratowa PP21 Stereometria PP25 Optymalizacja i modelowanie funkcja kwadratowa

LN ETCPGRITEYZNAS PPO1 Potegi i pierwiastki PP02 Logarytmy  PP04 Wzory skréconego mnozenia

PP05 Dowody algebraiczne i podzielnos¢ =~ PP06 Réwnania liniowe, iloczynowe i wymierne

PP08 Nierownosci liniowe i kwadratowe = PP09 Ukfady rownan i zadania tekstowe  PP10 Procenty i procent sktadany
PP14 Ciag arytmetyczny =~ PP15 Ciag geometryczny ~ PP16 Trygonometria podstawowa

PP17 Trojkaty: Pitagoras, pola, sinus i cosinus ~ PP18 Podobienstwo, twierdzenie Talesa i dwusieczna PP19 Okrag i katy
PP20 Geometria analityczna PP22 Kombinatoryka PP23 Prawdopodobienstwo

PP24 Statystyka: $rednia, mediana, dominanta

R TEV NG ERTNERTTRTIETTANAY  PP03 Wartos¢ bezwzgledna i przedziaty ~ PP07 Wielomiany i rozktad na czynniki
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42 Jak trenowaé klucz

1. Przeczytaj klucz i przyktad wzorcowy — zaston rozwiazanie i sprébuj sam.

2. Rozwiaz zadania bez zagladania do wzordéw.
3. Zadania rozwigzuj na czas: zamkniete ok. 2-3 min, otwarte 2 pkt ok. 5 min.
4. Zadania i otwarte sprawdzaj z rozwigzaniem i schematem punktowania — ucz sie pisac tak, by

egzaminator widziat kazdy krok.

5. Klucz uznaj za opanowany, gdy rozwigzesz 9/10 zadan i potrafisz nazwaé metode przed liczeniem.
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PPO1 Potegii pierwiastki

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC

A 7/7 arkuszy

PUNKTY W ARKUSZU

ér. 1,6 pkt (1-3)

FORMY ZADAN
zamkniete ABCD, prawda/fatsz; czasem jako

krok w dowodzie

/7 Sygnak: R6zne podstawy — sprowadz do liczby pierwszej. Suma poteg — wytgcz najmniejsza.

@ Co musisz umieé

* wykonywac dziatania na potegach o wyktadniku
catkowitym i wymiernym,

® zamieniac pierwiastki na potegi: am = an
(dlaa > 0),

® wylaczac czynnik spod pierwiastka i usuwaé
niewymiernos¢ z mianownika,

® porownywac liczby zapisane za pomoca poteg i
pierwiastkow,

® rozstrzygac podzielnosc¢ iloczynu poteg (rozktad
na czynniki pierwsze).

[1 Teoria w pigutce

1

e g "=

@, Jak rozpoznaé zadanie

polecenie ,Liczba ... jest rbwna” z potegami lub
pierwiastkami — prawie zawsze zadanie nr 1-3,
rézne podstawy, ktdre sg potegami tej samej
liczby: 2,4, 8,16; 3,9, 27; 5, 25, 125,
02=57,

suma poteg tej samej podstawy w liczniku
(np. 512 4+ 513 4 5 _, wytacz najmniejsza
potege,

pierwiastek z pierwiastka (v/54/5) lub iloczyn
pierwiastkow réznych stopni,

pytanie o podzielnoé¢ liczby typu 412 . 524
(zadanie P/F).

— wyktadnik ujemny daje odwrotnosé, a nie liczbe ujemna.
a

m ; , o 1 1
e an» = {/amdlaa > 0;wszczegblnosci a? = 4/a, a3 = {/a.

* Pierwiastek nieparzystego stopnia istnieje takze z liczby ujemnej: v/ —8 = —2. Pierwiastek parzystego

stopnia — tylko z liczby nieujemne;j.

e Va2 =la|, np.1/(-3)2=3.

* Lliczba jest podzielna przez d, gdy w jej rozktadzie na czynniki pierwsze sa wszystkie czynniki d w co

najmniej takich samych potegach.

Y Najwazniejsze wzory

am.an:am-l-n a™:aq” =agm™"
a®=1(a#0) +ab=+a-vb a _
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¥ Algorytm krok po kroku

1. Rozpisz kazda podstawe na czynniki pierwsze (8 = 23, 2—17 =3730,04 =52,

2. Zamien pierwiastki na potegi o wyktadniku utamkowym.

3. Wykonuj dziatania wytacznie na wyktadnikach (mnozenie — dodawanie wyktadnikow).

4. Widzisz sume poteg? Wytacz przed nawias najmniejszg potege — dodawac wyktadnikéw nie wolno.
5. Zapisz wynik w postaci z odpowiedzi; odpowiedzi ABCD rdznig sie czesto tylko wyktadnikiem — sprawdz
go dwa razy.

A, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO
X 23 423 = 26 V23428 =2.23 =24 dodawanie poteg # mnozenie
1 _1 ktadnik ujemny daje
-1 -+ o1 wy jemny daj
X (§) =2 v (§) =83 =2 odwrotno$¢
- . - - pierwiastek sumy # suma
Xv/9+16=3+4=7 V9416 =+v25=5 oierwiastkow
X /(=32 =-3 Vy/(-3)?2=|-3/=3 Va? = |a|
X 512 4 p13 _ 518 y 512(1 +5) _6 najpierw wytacz wspélny
512 512 czynnik
4 Przyktad wzorcowy typ zadania 2 z matury 2025
320 + 321 + 322
Liczba jest réwna
320
A. 38 B. 13 c. 33 D. 3%

ROZWIAZANIE

1. W liczniku jest suma poteg tej samej podstawy — wytaczamy najmniejsza potege:

320 + 321 + 322 — 320(1 + 34+ 32) — 320 .13.
3%20.13
20. —

2. Skracamy przez 34%: 30 13.
Odpowiedz: B

Dlaczego nie pozostate? A — ktos dodat wyktadniki licznika (20 + 21 + 22 = 63) i odjat 20; D — samo dodanie

wyktadnikéw; C — ,skrocenie” kazdej potegi osobno.
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{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK

2026 zad.1,3,5

2025

2024

2023

2022

2021

2020

ZADANIA

zad. 1,2

zad. 2

zad. 2

zad. 1,5
zad. 1

zad. 2

PKT

3 pkt
2 pkt
1 pkt
1 pkt

2 pkt
1 pkt

1 pkt

CZEGO DOTYCZYLO

\ /%5 -v/2 4+ 271 1/54/5; podzielnos¢ 412 . 524 (P/F)

(vaz - vay, ST
(3)° 8

3 _%_(7; .2

(2v/8 — 3\/5)2; 32+4

1005 - (0,1)¢

250_340
3610

Trening: zadania PP01.1-PP01.10 (plik zadan)
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PP02 Logarytmy

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAK|
A /7 arkuszy 1 pkt zamkniete ABCD (niemal zawsze zadanie 3-4)

/7 Sygnak: Wspétczynnik — do wyktadnika, suma — iloczyn, réznica — iloraz; na koncu argument jako potega
podstawy.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie

* stosowac definicje logarytmu: e  liczbalog ...jest rowna” — suma lub
log,b=c <= a®=0b, roznica logarytméw o tej samej podstawie,

® oblicza¢ logarytm liczby, ktéra jest potega * wspotczynnik przed logarytmem (2 logs 2) —
podstawy — takze gdy podstawa jest trzeba go ,wciagnad¢” do potedi,
pierwiastkiem lub utamkiem, * nietypowa podstawa: V3.8, % — zapisz

® stosowac wzory na logarytm iloczynu, ilorazu i podstawe i argument jako potegi tej samej
potegi, liczby.

* wprowadzac wspotczynnik do wyktadnika:
klog, z = log, z*.

[ Teoria w pigutce
* log, b to wyktadnik, do ktérego trzeba podnies¢ a, zeby otrzymac b. Warunki:a > 0,a # 1, b > 0.
e log,1=01log,a=1,a'%:% = p. Logarytm dziesietny: logb = log, b.

n 2
* Gdya=p™ib=p" tolog, b= —.np. logg 4 = logys 22 = 3

Y Najwazniejsze wzory

log,(zy) = log, = + log, y log, 2 _ log,z —log,y log, z* = klog,z log,a? =p
)

log. b
log, b= 82
log.a

% Algorytm krok po kroku

1. Sprawdz, czy wszystkie logarytmy maja te sama podstawe.

2. Wspdiczynniki przenies do wyktadnika: 2 logs 2 = logs 4.

3. Potacz w jeden logarytm: suma — iloczyn argumentow, réznica — iloraz.

4. Zapisz argument (i ewentualnie podstawe) jako potege tej samej liczby i odczytaj wyktadnik.
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO
_ . _ . _ najpierw wspotczynnik do
X logz 108 — 2logs 2 = logz 104 v log; 108 — logz 4 = log; 27 = 3 botegi, réanica — iloraz
X log(z +y) = logz + logy v log(zy) = logz + logy ;‘;:“Z?r'}igarytmow = logarytm
1
X logg3 =3 v logg3 = KX bo9% =3 logarytm to wyktadnik
. . wspodtczynnik — wyktadnik, nie
X 2logs 3 = log; 6 v 2log; 3 = logs 9 mnoznik argumentu
X log, 2 — log, 32 = log,(—30) /logs = =logy — = —2 roznica logarytmon 7
€4 8494 = 1084 084 32 084 16 logarytm réznicy

4 Przyktad wzorcowy typ zadania 3 z matury 2025
Liczba logg 150 — 2logg v/6 jest réwna

A 2 B. logy 138 C. 25 D. logs 144
ROZWIAZANIE

1. Wspotezynnik do wyktadnika: 2 log V6 = logs (\/6) ’ = logs 6.

2. Réznica logarytmoéw — logarytm ilorazu: logs 150 — logy 6 = logy % = logy 25.

3.25 = 52, wiec logy 25 = 2.
Odpowiedz: A

Dlaczego nie pozostate? B — odjete argumenty (150 — 12); D — odjete 6 jako liczba; C — podany argument zamiast
wyktadnika.

sl Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK  ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO
2026 zad.4 T1pkt  logg4 — logg 32
2025 zad.3 T1pkt  logs 108 — 2logg 2
2024 zad. 4 Tpkt  log 59

2023 zad. 4 Tpkt  logg 27 + logg 3
2022 zad.3 1pkt  4log,2+ 2log, 8
2021 zad. 4 1pkt  2log+/10 + log 10°
2020 zad.3 1pkt  logs v/125

Trening: zadania PP02.1-PP02.10 (plik zadan) - petne rozwigzania w pliku rozwigzan.
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PP03 Wartosé¢ bezwzgledna i przedziaty

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
B 3/7 arkuszy sr. 0,4 pkt (0-1) zamkniete ABCD z rysunkiem osi liczbowej

/7 Sygnak: Modut = odlegtos¢. ,Mniejsze” — przedziat wokot Srodka, ,wigksze” — dwa ramiona.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie
* interpretowaé |z — al jako odlegto$¢ liczby * rysunek osi liczbowej z zaznaczonym zbiorem i
od liczby a na osi, cztery nierébwnosci z modutem do wyboru,
* rozwiazywaé nieréwnosci [z — a| < T, ¢ sformutowania ,odlegtosé liczby z od 3 jest
|z — a| > r (takze nieostre) i rownania mniejsza niz...",
|z —a|l =7 * przedziat symetryczny wokét pewne;j liczby, np.
* przechodzi¢ od rysunku na osi do nieréwnosci z [—3, 7] (Srodek 2).

modutem i odwrotnie,

® wyznaczac sume i cze$¢ wspdlng przedziatdw.

[l Teoria w pigutce

* |z| ==z dlaz > 0oraz |z| = —z dla x < 0; zawsze |z| > 0.
* |z — a| = odlegto$¢ z od a. Uwaga: |z + 3| = |z — (—3)| — Srodkiem jest —3.
* Przedziat [p, g] ma érodek pT-i-q i ,promien” _p, wiec [p, q]: | — L ; d ‘ < d ; -

* |z — a| < 0— brak rozwigzan; |z — a| > 0 — kazda liczba rzeczywista.

Y Najwazniejsze wzory
|z —a|<r <= a—r<z<a+r |r—a|>r <= z<a-rlubz>a+r

|2 —a|=r <= z=a—rlubz=a+r |kz—m|<r <= |z2- 2| <L k>0

¥ Algorytm krok po kroku

1. Zapisz wyrazenie w postaci |£ — a| (wyciagnij wspdtczynnik: |2z — 6| = 2|z — 3)).
2. Znak ,<" lub ,<" — jeden przedziat wokoét a; ,>" lub ,>" — dwa ramiona.

3. Znak nieostry — konce domkniete (kotko zamalowane), ostry — otwarte.

4. Z rysunku: policz Srodek i promien przedziatu, potem dobierz nieréwnos¢.

A, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO

X |z + 3| < 2:$rodek 3 v $rodek —3:z € (-5, —1) |z + 3| = |z — (—3)|
Xlg—1|>3=z € [-2,4] Ve —2lubz >4 .wieksze” — dwa ramiona
X2z -6 <4=|z—-3| <4 Vi|g—3| <2 promien tez dzielimy przez 2
X|le—5<0=>z=5 v brak rozwiagzan modut nigdy nie jest ujemny
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&, Przyktad wzorcowy typ zadania 1z matury 2023

Na osi liczbowej zaznaczono zbiér:

—

-1

3

>
7 X

Zbior ten jest zbiorem wszystkich rozwigzan nieréwnosci

A |lx—3>4

ROZWIAZANIE

B. |[z+3| >4 C.lzt—4/>3 D. [z —3| <4

1. Zaznaczono dwa ramiona — to nieréwnos¢ typu ,>" (konce zamalowane).

2. Srodek ,dziury” miedzy —1a 7:

-1+7

2 = 3, odlegtos¢ od srodka do konca: 7— 3 = 4.

3. Liczby odlegte od 3 o co najmniej 4: |x — 3| > 4.
Odpowiedz: A

Dlaczego nie pozostate? B — érodek —3; C — zamienione $rodek i promien; D — opisuje przedziat [—1, 7], czyli
,dziure”.

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK

2026
2025
2024
2023
2022
2021

2020

ZADANIA

zad. 1

zad. 1

zad. 3

PKT
0 pkt
0 pkt
1 pkt
1 pkt
0 pkt
1 pkt

0 pkt

CZEGO DOTYCZYtLO

brak osobnego zadania

brak (zad. 6 — nierdwnos¢ liniowa na osi, klucz PP08)

zbiér rozwigzan |z — 1| > 3 na osi liczbowe;j

zbiér (—o0, —2] U [5, 00) z osi — nieréwnoé¢ z modutem

brak zadania z tego klucza

liczby catkowite nalezace jednoczesnie do (—00,5) i [—1, 4+00)

brak zadania z tego klucza

Trening: zadania PP03.1-PP03.10 (plik zadan) - petne rozwiazania w pliku rozwiazan.
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PP04 Wzory skréconego mnozenia

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A 6/7 arkuszy sr. 0,9 pkt (0-1) zamkniete ABCD; narzedzie w dowodach i
usuwaniu niewymiernosci

/° Sygnat: Widzisz A2 — B2 albo tréjmian z ,podwojonym iloczynem” — najpierw zwin, potem licz.

Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie
e rozwija¢ (a £ b)?, (a £ b)3 i zwija¢ wyrazenia * réznica kwadratéw dwdch dwumianéw, np.
do tych postaci, (3z + 2)2 — (22 — 3)2 — to motyw z trzech
* rozktadac réznice kwadratow i sume/réznice ostatnich matur,
szes$cianow, ® wartos¢ tréjmianu dla ,dziwnego” & (np.
® upraszczac wyrazenia z pierwiastkami i usuwac r=12-— 5) — sygnal, ze trojmian jest petnym
niewymierno$¢ typu ;, kwadratem,
va—b ® nawias z pierwiastkami podniesiony do

® rozpoznawac ,petny kwadrat” w tréjmianie, np. kwadratu.

z? 410z + 25 = (z + 5)%.

[ Teoria w pigulce

A? — B? = (A — B)(A + B) dziata takze dla catych nawiaséw:

(8z +2)% — (22 — 3)2 = [(3z + 2) — (2z — 3)] - [(8z + 2) + (2z — 3)].

e Peny kwadrat: 22 +2 -z -5+ 52 = (z+ 5)2 — rozpoznasz go po tym, ze srodkowy wyraz to

podwojony iloczyn.
o Sprzezenie: (v/a — Vb)(v/a + vb) = a — b — tak pozbywamy sie pierwiastka z mianownika.

Y Najwazniejsze wzory
(a+b)?=a?+2ab+b* (a—b)2=a?—2ab+b> a?—b*=(a—0b)(a+b)
(a+b)®=a®+3a%+3ab? +b® (a—0b)®=a3— 3a%b+ 3ab? — b3

a®—-b*=(a—b)(a®+ab+b?) a®+b3=(a+b)(a®— ab+ b?)

¥ Algorytm krok po kroku

1. Najpierw rozpoznaj wzdr — czesto szybciej jest zwinaé niz rozwijal.

2. Rdznica kwadratéw nawiaséw — (A — B)(A + B) (mniej rachunkdw, mniej pomytek ze znakami).
3. Wartos¢ wyrazenia dla konkretnego x: najpierw zwin do kwadratu, potem podstaw.

4. Kontrola: podstaw np. £ = 1 do wyrazenia i do wybranej odpowiedzi — wyniki musza by¢ réowne.
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO

X (a—b)? = a® — b? v (@ —b)? = a® — 2ab + b? zgubiony wyraz 2ab

X (2z+3)2=422+9 V(2z+3) =4z +122+9 2-2¢-3=12z
X—(2w—8)=—422—122-9  v—(20—3)=—4z®+12z— 9 e e zmiens
X(vV6-1)2=5-1=4 V(W5-1)2=6-2V5 to nie jest réznica kwadratow

&, Przyktad wzorcowy typ zadania 4 z matury 2025
Dla kazdej liczby rzeczywistej & wartos¢ wyrazenia (3 + 1)% — (z — 3)2 jest réwna wartoéci wyrazenia

A. 822+ 12z —8 B. 822 —8 C. 822 +10 D. 1022 + 12z + 10

ROZWIAZANIE
1. Réznica kwadratow: A =3z +1, B=2—-3 A—B=2x+4 A+ B=4z — 2.
2.(2z +4)(4z — 2) = 822 — 4z + 16z — 8 = 8z% + 12z — 8.
3.Kontroladlaz = 1: 42 — (—2)2 =120raz8 + 12 -8 =12 V.

Odpowiedz: A

Dlaczego nie pozostate? B/C — pominiete wyrazy $srodkowe 2ab; D — dodane kwadraty zamiast odjecia.

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK  ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 zad. 6 Tpkt 22410z +25dlaz=+2-5

2025 zad. 4 (+zad.1) 1pkt 3z + 2)2 —(2z — 3)2,‘ (\/ﬁ - \/5)2
2024 zad.5 Tpkt  (2a+b)% — (2a — b)?

2023 zad.5 Tpkt (20— 3)% — (2a + 3)2

2022 zad.2 Tpkt  wartos¢ zzm__;_jyz przy warunku 2z = 3y
2021 — 0 pkt  brak zadania z tego klucza

2020 zad. 1 Tpkt 2?2 —6z+9daz=+3+3

Trening: zadania PP04.1-PP04.10 (plik zadan) - petne rozwiazania w pliku rozwigzan.
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PP0O5 Dowody algebraiczne i podzielnos¢

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A 7/7 arkuszy 2 pkt otwarte ,Wykaz, ze..." za 2 pkt

/° Sygnat: Cel: d - (liczba catkowita). Nieparzysta — 2k + 1. Na koncu zdanie z wnioskiem.

@ Co musisz umiec @, Jak rozpoznaé zadanie
* zapisywac liczby: parzysta 2k, nieparzysta * Wykaz, ze dla kazdej liczby
2k + 1, kolejnen, n+ 1, n + 2, zreszta r: (naturalnej/catkowitej/nieparzystej) n liczba ...
d-m+r, jest podzielna przez ...,
* przeksztatca¢ wyrazenie do postaci e .. przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2",
d - (liczba catkowita) lub d - m + ., ® suma kwadratow kolejnych liczb, réznica
® uzasadniaé parzystos¢ iloczynu kolejnych liczb ( kwadratéw, wyrazenie z parametrem 7.
n(n + 1)) lub liczb réznej parzystosci (
n(n + 3)),
® zapisac petne rozumowanie zakonczone
wnioskiem.

[l Teoria w pigutce

lloczyn dwéch kolejnych liczb catkowitych n(n + 1) jest zawsze parzysty; iloczyn trzech kolejnych —
podzielny przez 6.

* nin+ 3 maja rézna parzystos¢, wiec n(n + 3) jest parzysty.
* Liczba daje reszte r z dzielenia przez d, gdy = d - m + 7, gdzie m catkowite i 0 < r < d.
® Sprawdzenie kilku przyktadow nie jest dowodem — trzeba pokazac ogdlinie, dla kazdego n.

Y Najwazniejsze wzory

n = 2k (parzysta)  n = 2k + 1 (nieparzysta) A=d-m=d|A A=d-m+r(resztar)
(2k+1)% = 4k> + 4k + 1

¥ Algorytm krok po kroku

1. Zapisz cel: ,trzeba pokaza¢, ze L = 14 - (liczba catkowita)".

2. Podstaw posta¢ liczby (n = 2k + 1) albo wytacz wspéiny czynnik (Tn? + 21n = Tn(n + 3)).
3. Upros¢ do postacid - m (lub d - m + 7) i uzasadnij, ze m jest catkowite.

4. Zakonhcz zdaniem: ,Zatem liczba ... jest podzielna przez d".
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO

X .Dlan =1, 2,3 dziata, wiec prawda” v dowdd ogdlny dla dowolnego n przyktady nie sg dowodem

X Tn(n + 3) ... ,wiec podzielne przez v n(n + 3) parzyste brak uzasadnienia parzystosci
14" = Tn(n+3) = 14m =1 pkt

X

v .= 3m + 2, gdzie

2 =3n%+2n+1)+2
3n 1 6n +5 3(n—|—n—|— )+ m=n2+2n+1€Z

bez komentarza

nazwij catkowita liczbe m

zdanie koncowe jest czescia

X rachunek bez wniosku V' ,Zatem liczba jest podzielna przez 8."
dowodu

4. Przyktad wzorcowy typ zadania 7 z matury 2026
Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej 1t liczba 5n2 + 15n jest podzielna przez 10.

ROZWIAZANIE
1. Wytaczamy wspélny czynnik: 5n? + 15n = 5n(n + 3).
2. Liczby n i n + 3 réznig sie o 3, wiec maja rézng parzystos¢ — jedna z nich jest parzysta. Zatem
n(n + 3) = 2m dla pewnej liczby catkowitej m.
3. Stad 5n? 4+ 15n = 5 - 2m = 10m — liczba jest podzielna przez 10. B
Odpowiedz: dowod
Jak CKE przyznaje punkty:
1 pkt — zapis 5n(n + 3) (albo rozpatrzenie przypadku n parzystego / nieparzystego),
e 2 pkt — petne uzasadnienie, ze n(n + 3) jest parzyste, i wniosek.

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 zad.7 2pkt  7n?2421n podzielne przez 14 (n catkowite)

2025 zad.5 2pkt  3n2 4+ 2n + 7 podzielne przez 4 (n nieparzyste)

2024 zad.3 2pkt  n2+ (n+1)%+ (n + 2)? daje reszte 2 z dzielenia przez 3
2023 zad.3 2 pkt (2n + 1)2 — 1 podzielne przez 8

2022 zad. 31 2 pkt  dowdd nieréwnosci z wyrazeniem a? + b2

2021 zad. 30 2pkt £ <% dla0<a<bic>0

2020 zad.28 2pkt  a(a—2b)+2b>>0dlaa#b

Trening: zadania PP05.1-PP05.10 (plik zadan) - petne rozwiagzania w pliku rozwiazan.
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PP06 Rownania liniowe, iloczynowe i wymierne

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A 7/7 arkuszy sr. 2,1 pkt (1-4) zamkniete ABCD (,ma doktadnie...”, ,jednym z

rozwiazan jest...")

/7 Sygnat: lloczyn = 0 — kazdy czynnik osobno. Utamek — najpierw dziedzina!

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie
® rozwigzywac rébwnania liniowe i proporcje, ® _Réwnanie ... ma w zbiorze liczb rzeczywistych
* stosowac zasade: iloczyn réwna sie 0, gdy ktdrys dokfadnie ..." — liczenie rozwiazan,

czynnik jest rowny 0, ® iloczyn nawiasdw rowny zero; suma wszystkich
* rozpoznawac czynniki bez pierwiastkéw (np. rozwiazan z parametrem mm,

z2 + 25), ® utamek z niewiadoma w mianowniku —
* wyznacza¢ dziedzine réwnania wymiernego i obowiazkowo dziedzina.

odrzucac rozwigzania spoza niej,

® skraca¢ wyrazenia wymierne (tylko czynnikil).

[l Teoria w pigutce
* a-b=0 <= a =0Iubb=0.Stata rézna od zera (np. v/3, 2) nie daje rozwigzan.

e 2%+ ¢ =0przy ¢ > 0 nie ma rozwigzan; 2 — ¢ = 0 daje ¢ = £+/cC.

A
. 5= 0 < A =0i B # 0. Najpierw dziedzina, potem licznik.

e Skraca¢ mozna tylko wspdlne czynniki licznika i mianownika, nigdy sktadniki sumy.

Y Najwazniejsze wzory

ab=0 <> a=0V b=0 %:O@AZOABgéO

= AD = BC (B, D # 0)

S| Q

4
B

% Algorytm krok po kroku

1. Wyznacz dziedzine (mianowniki #0).

2. Rozt6z na czynniki i przyrownaj kazdy czynnik do zera.

3. Odrzu¢ rozwigzania spoza dziedziny i te, ktére sie powtarzaja.
4. Policz, ile jest roznych rozwigzan (lub ich sume).
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO
z? -9 o
X =0=>z=43 V& =3 (bozx# -3 dziedzina odrzuca —3
z+3
X224+9=0=2=43 v brak rozwigzan kwadrat nie jest ujemny
V({—5)(2c—-3)=0:z=51ub dziel —5) gubi
X2zx(x—5)=3(x—5)=>2cx=3 ( ) ) ! #ieac preez (z = 5) gubisz
r = 7 rozwigzanie
3
X Tt = 3 ,skracam z” ve+3=3z=>z= % nie skracaj sktadnikow
x

4. Przyktad wzorcowy typ zadania 8 z matury 2023

z—2)(x+3
Réwnanie ( X ) = 0 w zbiorze liczb rzeczywistych

(z+3)(z —5)
A. ma doktadnie jedno rozwiazanie: ¢ = 2 B. ma dwa rozwigzania: € = 2, £ = —3
C. ma trzy rozwigzania D. nie ma rozwigzan

ROZWIAZANIE
1. Dziedzina: x # —3 iz # 5.
2. Licznik: (£ —2)(z+3) =0=>z=2Ilubz = —3.
3. £ = —3 nie nalezy do dziedziny, zostaje tylko & = 2.
Odpowiedz: A

Dlaczego nie pozostate? B — pominieta dziedzina; C — do rozwigzan ,dopisane” zero mianownika = 5.

{il Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYtLO
2 2

2026 zad. 8,9 2pkt  ima rozwigzan 3(z + 3)(z — m)(2z +4) = 0; et _ 2

3z—1 5
2025 zad.7,8 2pkt  2z(z + 3)(x? + 25) = 0; skracanie wyrazenia wymiernego
2024 zad.7 1pkt z+1 _0

(z+2)(z —3)
1)(z —1)?

2023 zad.7,8 2 pkt V3(2? — 2)(z +3) = 0 (z+1)(z—1) _0

(@ - 1)z +1)?

2022 zad.8 1pkt iloczyn rozwigzan 2z(z? — 9)(z + 1) =0
2021 zad. 10, 32 3 pkt  wartoéé 2;”—;; réwnanie ;’z—fg =4 — x (2 pkt)

2020 zad.6,10,27  4pkt z(z—3)(z+2)=0z(x—2) = (z—2)% (22 — 1)(2? — 2z) = 0 2 pkt)

Trening: zadania PP06.1-PP06.10 (plik zadan) - petne rozwiazania w pliku rozwiagzan.
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PP0O7 Wielomiany i rozktad na czynniki

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
B 2/7 arkuszy sr. 1,0 pkt (0-4) otwarte za 3 pkt (,Rozwiaz réwnanie”),
prawda/fatsz

/7 Sygnat: Cztery wyrazy stopnia 3 — grupuj ,2 + 2". Wspdlny czynnik — wytacz, nigdy nie dziel.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie

® rozktadaé wielomian na czynniki: wytaczanie * roéwnanie stopnia 3 z czterema wyrazami, np.
przed nawias, grupowanie wyrazéw, wzory z3 — 222 — 3z + 6 = 0 — grupowanie ,2 +
skroconego mnozenia, 2",

® rozwigzywac réwnania wielomianowe w postaci ® wyrazenie z & w kazdym wyrazie — wytacz &
iloczynowej, przed nawias,

® oblicza¢ wartos¢ wielomianu i sprawdza¢, czy ¢ zadanie P/F o rozktadzie lub pierwiastkach
liczba jest pierwiastkiem, konkretnego wielomianu.

® rozpoznawad czynnik kwadratowy bez
pierwiastkéw (A < 0).

[l Teoria w pigutce

Grupowanie dziata, gdy pary wyrazéw maja ten sam ,nawias”:

3 —222 -3z +6=2z%(c—2)—3(z—2) = (z—2)(z% - 3).

e Szybki test: stosunek dwdch pierwszych wspdtczynnikow = stosunek dwdch ostatnich (
1:(-2)=(-3):6).

* Liczba a jest pierwiastkiem W, gdy W (a) = 0; wtedy (z — a) jest czynnikiem W.

e Czynnik 22 4+ ¢ z ¢ > 0 nie ma pierwiastkow; £2 — ¢ daje ++/c.

Y Najwazniejsze wzory

az?® + bz* + cx +d = z%*(ax +b) + ... (grupowanie)  a® —b?> = (a —b)(a +b)

a®+b=(axb)(a®Fab+d?) W(a)=0 < (z—a)|W()

& Algorytm krok po kroku

1. Przenie$ wszystko na jedna strone (prawa strona = 0).

2. Wytacz wspdlny czynnik (np. ) — nie dziel przez niego!

3. Pogrupuj wyrazy w pary i wytgcz wspélny nawias.

4. Roztéz dalej (% — 4 = (z — 2)(z + 2)) i przyréwnaj kazdy czynnik do zera.
5. Zapisz wszystkie rozwigzania (takze niewymierne, np. ++/3).
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.1, Najczestsze putapki

ZLE

Xzd=dz=>22=14

Xz2=83=z=13

X Adlaz®—222 -3z +6

Xx24+4=0=>2=+42

DOBRZE
vz(z? —4) =0z € {-2,0,2}
Jz=—/3lubz=1+3

v grupowanie - (z — 2)(z? — 3)

v brak pierwiastkéw

4 Przyktad wzorcowy typ zadania 9 z matur 2023-2024

Rozwiaz réwnanie 23 + 322 — 42 — 12 = 0.

ROZWIAZANIE
1. Grupujemy: z2(z + 3) — 4(z + 3) = 0.
2. Wspélny nawias: (z + 3)(z2 — 4) = 0, dalej (z + 3)(z — 2)(z + 2) = 0.
3.Rozwigzania:x = -3,z =2, x = —2.

Odpowiedz: z € {—3, -2, 2}

Jak CKE przyznaje punkty:

e 1 pkt — zapis lewej strony w postaci iloczynu, np. (z + 3)(z? — 4),

e 2 pkt — wyznaczenie pierwiastkéw jednego czynnika lub petny rozktad z btedem,

e 3 pkt — wszystkie rozwigzania: —3, —2, 2.

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK
2026

2025
2024
2023
2022
2021
2020

ZADANIA

zad. 8,9

zad. 9

PKT
0 pkt
0 pkt
4 pkt
3 pkt
0 pkt
0 pkt
0 pkt

CZEGO DOTYCZYLO

brak osobnego zadania

tylko réwnanie iloczynowe (klucz PP06)

P/FoW(z) = 3z3 + 622 + 9z; 2 — 222 — 3z + 6
323 — 222 - 122+8=0

wielomiandéw nie byto w podstawie Formuty 2015
wielomianéw nie byto w podstawie Formuty 2015

wielomiandéw nie byto w podstawie Formuty 2015

DLACZEGO
dzielenie przez  gubiz = 0
dwa rozwigzania

delta tylko dla tréjmianu
kwadratowego

z2>0

=0

Trening: zadania PP07.1-PP07.10 (plik zadan) - petne rozwigzania w pliku rozwigzan.
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PP0O8 Nieréownosci liniowe i kwadratowe

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A /7 arkuszy sr. 2,4 pkt (1-3) zamkniete ABCD (liniowa, rysunek osi); otwarte
2 pkt (kwadratowa)

/7 Sygnak: Wszystko na lewo — miejsca zerowe — szkic paraboli — odczyt. Dzielisz przez minus — odwracasz
znak.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie

® rozwigzywac nierownosci liniowe (takze z * Rozwiaz nierébwnosé¢” z &2 — otwarte za 2 pkt,
utamkami) i zaznaczac zbiér rozwigzan na osi, co roku w arkuszu,

® pamietaé o zmianie zwrotu nieréwnosci przy ® nierownos$¢ liniowa + cztery przedziaty lub
mnozeniu/dzieleniu przez liczbe ujemna, cztery rysunki osi do wyboru,

* rozwigzywac nieréwnosci kwadratowe: miejsca * wykres paraboli i pytanie o zbiér argumentéw,
zerowe — szkic paraboli - odczyt, dla ktérych f(z) > 0.

* odczytywac zbiér rozwiazan f(z) > 0,
f(z) < 0z wykresu funkcji kwadratowej.

[l Teoria w pigutce

Mnozenie lub dzielenie nieréwnosci przez liczbe ujemna odwraca znak: —3x < 12 = z > —4.

* Parabola o ramionach w gére (@ > 0): wartosci ujemne miedzy miejscami zerowymi, dodatnie na
zewnatrz.

e A <0ia > 0:tréjmian jest dodatni dla kazdego z; A < 0ia < 0: ujemny dla kazdego .
® Znak nieostry (<, >) — konhce przedziatu domkniete.

Y Najwazniejsze wzory

A =0b% —4dac . —b+tvVA azx’+br+c=a(z—z1)(T —T2)
12=—F5
’ 2a

¥ Algorytm krok po kroku

1. Przenie$ wszystko na jedna strone: 3z2 + 4z > 62 + 8 = 322 — 22z — 8 > 0.
2. Wyznacz miejsca zerowe (delta lub rozktad na czynniki).

3. Naszkicuj parabole: zaznacz miejsca zerowe i kierunek ramion.

4. Odczytaj odpowiedz z rysunku i zapisz jg jako przedziat lub sume przedziatow.
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matematix.pl - Matura z matematyki — matura podstawowa - klucze

.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO

X 22>6=>z>-3 Jo < —3 dzielenie przez ujemna
odwraca znak

Xa?—4x>0=>22>4 Vz(z—4) >0z <0lubz >4 nie dziel przez

X odpowied?: ,z; = —2, zy = 3" V& € (—00,—2] U [3,00) ;ame miejsca zerowe = 1 pkt z

Xz € (—o00,~2) N (3,00) V& € (—00,—2) U (3,00) e miens faczy suma, nie

4 Przyktad wzorcowy typ zadania 10 z matury 2026
Rozwiaz nieréwnoé¢ 22 + 3z > bz + 12.

ROZWIAZANIE

1. Przenosimy na lewga strone: 222 — 2z — 12 > 0, dzielimy przez2 > 0: 22 — z — 6 > 0.
1-5 145
2. Miejsca zerowe: A = 1424 =25,z = — = -2, 9 = % =5

3. Parabola ma ramiona w gore; wartosci nieujemne na zewnatrz miejsc zerowych (z nimi).
Odpowiedz: z € (—oo0, —2] U [3, +00)
Jak CKE przyznaje punkty:
e 1 pkt — wyznaczenie miejsc zerowych trojmianu —2 i 3 (lub posta¢ iloczynowa),
* 2 pkt — poprawny zbidr rozwigzan: (—oo, —2] U [3, +00).

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK  ZADANIA PKT  CZEGO DOTYCZY:O

2026 zad. 10 2pkt  3z2+4z > 62+ 8

2025 zad.6, 10 3pkt 3 —2(1—2z) > 2z — 17 (09);3(2z%2 + 1) < 11z

2024 zad.6, 14.1 2 pkt  nierownoé¢ liniowa z utamkiem; f(z) > 0 z wykresu paraboli
2023 zad.6 TPkt oy 3) < 2—-z

2022 zad.7,29 3pkt 2 -2 > 2,342 22 —9>7(2pky)

2021 zad. 6,29 3pkt 252 — 22 > 1. 2% — 5z < 14 (2 pkt)

2020 zad.5, 26 3pkt  3(1—2)>28z—1)— 12z 2(z —1)(z+3) >z — 1 2 pkt)

Trening: zadania PP08.1-PP08.10 (plik zadan) - petne rozwiazania w pliku rozwigzan.
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PP09 Ukiady réwnan i zadania tekstowe

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A 6/7 arkuszy sr. 1,6 pkt (0-3) otwarte 2 pkt (zadanie tekstowe); ABCD —
interpretacja geometryczna, wybér uktadu

/" Sygnak: Dwie niewiadome + dwie informacje — uktad. Na koncu sprawdzenie w tresci.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie
® rozwigzywac uktady dwdch rownan liniowych ® dwie wielkosci i dwie informacje o nich
metoda podstawiania i przeciwnych (.facznie...”, ,0 5 wiecej...", ,wptywy wyniosty..."),
wspotezynnikow, ® rysunek dwoch prostych i pytanie ,tym uktadem
® rozpoznawac uktad oznaczony, nieoznaczony i jest...”,
sprzeczny oraz ich interpretacje geometryczna, ® polecenie ,wybierz uktad réwnan, ktory
® zapisywac tre$¢ zadania tekstowego w postaci opisuje...” — zadanie na samo modelowanie.

uktadu rownan (takze z procentami),

® sprawdzad, czy wynik ma sens w tresci zadania
(liczby naturalne, dodatnie dtugosci).

[© Teoria w pigutce

* Kazde rownanie ax + by = c to prosta. Rozwigzanie uktadu = punkt wspdlny prostych.

® Proste przecinajace sie — jedno rozwigzanie; rownolegte rézne — brak (uktad sprzeczny); pokrywajace sie
— nieskonczenie wiele.

e Uktad {Z;z i Z;g z : nie ma jednego rozwigzania, gdy a1by — asby = 0 (wspdtczynniki
proporcjonalne).

® W zadaniu tekstowym zapisz, co oznacza kazda niewiadoma (z jednostka), np. ,& — liczba biletéw
normalnych”.

Y Najwazniejsze wzory

% liczby @ a T po obnizce o p%: (1 — L)z 8

. v-t
100 100

wptywy = cena - liczba sztuk ~ @a1bs — a2b; = 0 — brak jednego rozwiazania

¥ Algorytm krok po kroku

1. Oznacz niewiadome i zapisz, co oznaczaja.

2. Kazde zdanie z liczbg zamien na réwnanie (zwykle sg doktadnie dwa).

3. Rozwiaz uktad: podstawianie (gdy jedna niewiadoma jest ,gotowa") lub przeciwne wspdtczynniki.
4. Sprawdz wynik w tresci (nie tylko w réwnaniach) i odpowiedz petnym zdaniem na pytanie.
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO
X ,0 6 wiecej dziewczat" y =x + 6 v & =1y+ 6 (xr — dziewczeta) Sprav‘{dz r.1a przyktadzie, kto
ma wiecej
ft (¢ catosci. ni
X 25% kosztow: W — 25 = 4800 70,75 W = 4800 procent fo cagse catosel nie

liczba

v ,Sprzedano 180 biletéw normalnych i 70

X podanie z i y bez odpowiedzi ulgowych.”

odpowiadaj na pytanie z tresci

z+y=3
z+y=-1

«ma rozwigzanie”  brak rozwigzan — proste rownolegte 3#4£-1

X uktad {

&, Przyktad wzorcowy typ zadania 11 z matury 2026

Bilet normalny na koncert kosztowat 30 zt, a ulgowy 20 zt. Sprzedano facznie 250 biletéw. Po optaceniu
kosztow, ktére stanowity 25% wptywow ze sprzedazy biletéw, organizatorowi zostato 5100 zt. Oblicz, ile
sprzedano biletow ulgowych.

ROZWIAZANIE
1. Wptywy W: zostato 756% wptywow, wiec 0,75 W = 5100 = W = 6800 zt.
n+u = 250
30n + 20u = 6800
3. Z pierwszego n = 250 — u: 30(250 — u) + 20u = 6800 = 7500 — 10u = 6800 = u = 70, n = 180

2. n — liczba biletéw normalnych, 4 — ulgowych: {

4. Sprawdzenie: 180 - 30 4 70 - 20 = 5400 + 1400 = 6800 V. Sprzedano 70 biletéw ulgowych.
Odpowiedz: 70 biletéw ulgowych

Jak CKE przyznaje punkty:
1 pkt — zapisanie uktadu réwnan z uwzglednieniem 25% kosztéw (lub obliczenie W = 6800 i jedno réwnanie),

e 2 pkt — poprawny wynik: 70 biletéw ulgowych.

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 zad. 11 2 pkt  bilety normalne i ulgowe, koszty 256% wptywoéw

2025 zad.9 2 pkt  budzet 1200000 zt dla dwdch zespotéw — uktad z procentami

2024 zad. 10, 11 2 pkt  ukfad z procentami (sady); proste réwnolegte — uktad sprzeczny

2023 zad. 10, 11 3 pkt interpretacja geometryczna uktadu; wybor uktaddw opisujacych prostokat
. 11z — 11y =1

2022 zad.6 Tpkt {222 N 222 -1

2021 zad.8 1pkt interpretacja geometryczna uktadu réwnan

2020 — 0 pkt  brak zadania z tego klucza

Trening: zadania PP09.1-PP09.10 (plik zadan) - petne rozwigzania w pliku rozwigzan.

matematix.pl - Matura z matematyki — matura podstawowa - klucze 23/59



PP10 Procenty i procent skitadany

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A 6/7 arkuszy sér. 1,0 pkt (0-2) zamkniete ABCD (lokata, podwyzki/obnizki);
element zadan tekstowych

/> Sygnat: Zmiana o p% = mnoznik 1 & 1%. Kolejne zmiany mnozysz, wartos¢ poczatkowa odzyskujesz

dzieleniem.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie

® oblicza¢ procent danej liczby i liczbe na e lokata", ,kapitalizacja”, ,odsetki dopisywane co
podstawie jej procentu, rok” — procent sktadany,

® opisywac podwyzke i obnizke mnoznikiem ® cene podwyzszono, a potem obnizono” —
1+ % i sktadac kolejne zmiany, iloczyn mnoznikow,

* odrdznia¢ zmiane o p% od zmiany o p punktéw ® ,cena po obnizce wynosi... — jaka byta cena
procentowych, przed obnizka?” — dzielenie przez mnoznik.

® stosowac procent sktadany
n
K,=Ko(1+ )"

|| Teoria w pigutce

* Mnoznik zmiany: podwyzka o p% - - (1 + 1:%0), obnizka — - (1 = 1%0). Kolejne zmiany mnozymy.
* Podwyzka o 10% i obnizka o0 10% nie znosza sie: 1,1 - 0,9 = 0,99 - spadek o 1%.

* Punkty procentowe to réznica dwédch procentow: z 5% do 7% to wzrost o 2 p.p., czyli 0 40%.

* Procent sktadany: odsetki doliczane sg do kapitatu, wiec po n okresach K,, = K (1 + l%)n.

Y Najwazniejsze wzory
p

a p nowa — stara
100

a n
2 . 100% K=K(1 —) | , Jowa — stara |
5 0 n oll+ 100 zmiana wzgledna: <tora 100%

© Algorytm krok po kroku

1. Ustal warto$¢ poczatkows (to ona jest 100%).

2. Kazda zmiane zapisz jako mnoznik i pomnoz je przez siebie.

3. Szukasz wartosci poczatkowej? Podziel wartos¢ koncowa przez iloczyn mnoznikdw.
4. Wynik poréwnaj z danymi: po obnizce musi wyjs¢ mniej, po podwyzce wiecej.

A, Najczestsze putapki
ZLE DOBRZE DLACZEGO

X cena po obnizce 20% t0 96 - 96-1,2 v 96 : 0,8 = 120 20% liczymy od ceny przed

obnizka
X +10%, —10% - bez zmian v1,1.0,9=0,99 - —1% procenty od réznych podstaw
X z 5% na 7% — wzrost 0 2% v 02 punkty procentowe, czyli 0 40% p.p. # %
X lokata 2 lata po 4%: K - 1,08 v K-1,04%2 = K -1,0816 odsetki od odsetek
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&, Przyktad wzorcowy typ zadania 2 z matury 2026

Klient wptacit do banku 8000 zt na lokate dwuletnig. Po kazdym roku bank dolicza odsetki w wysokosci 5% od
kwoty biezacego kapitatu (bez podatku). Po dwoch latach na lokacie bedzie

A. 8820 zt B. 8800 zt C. 8400 z D. 8840 zt
ROZWIAZANIE
1. Po roku: 8000 - 1,05 = 8400 zt.

2. Po dwéch latach: 8400 - 1,05 = 8820 zt, czyli 8000 - 1,052 = 8820.
Odpowiedz: A

Dlaczego nie pozostate? B — procent prosty (dwa razy po 400 zt); C — tylko jeden rok.

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK  ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYtO

2026 zad.2 1 pkt lokata dwuletnia 6%, procent sktadany

2025 zad.9 2 pkt  wydatki zespotow jako procent przydzielonych kwot
2024 zad. 10 1pkt  ukfad réwnan z procentami (5% i 10% drzew)
2023 — 0 pkt  brak osobnego zadania

2022 zad. 4 1pkt  dwie obnizki po 10% — cena przed obnizkami
2021 zad.2 1pkt  liczba 78 stanowi 150% liczby ¢

2020 zad. 4 1pkt  oile procent podnie$é cene po obnizce o 20%

Trening: zadania PP10.1-PP10.10 (plik zadan) - petne rozwiazania w pliku rozwiagzan.
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PP11 Odczytywanie wiasnosci funkgji i funkcje kawatkami

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A+ 6/7 arkuszy sr. 2,3 pkt (0-4) wiazka zadan do jednego wykresu lub wzoru
.klamrowego” (uzupetnij, ABCD, P/F)

/° Sygnat: Wykres — rzutuj na osie; kotko puste = wartosci brak. Klamra — wynik musi leze¢ w przedziale wzoru.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie

® odczytywad z wykresu dziedzine, zbidr wartosci, ® wykres ztozony z odcinkéw albo wzor z klamra
miejsca zerowe, przedzialy monotonicznosci, {...ikilka polecen do niego — to zawsze kilka
wartosci najwieksza i najmniejsza, punktéw,

* rozwiazywa¢ graficznie f(z) = a, f(x) > q, ® pytania ,dziedzing jest...", ,zbiorem wartosci
f(z) <a, jest...”, ,funkcja jest malejaca w...",

® interpretowac puste i petne kétka na koncach ® polecenie przyporzadkowania wykreséw funkgji
odcinkéw, f(z+3), f(—=) itp.

® postugiwac sie funkcja okreslona kilkoma
wzorami (,klamrg”),
* przesuwad i odbija¢ wykres: f(z — p) + g,

—f(e). f(-=).

[ Teoria w pigutce

* Dziedzina — cien wykresu na osi O; zbiér wartosci — cien na osi Oy.

® Petne kétko — punkt nalezy do wykresu; puste — nie nalezy (wartos¢ moze nie by¢ osiggana!).

* Miejsca zerowe — punkty wspolne wykresu z osig Oz; f(z) > 0 — czeé¢ wykresu nad osig Oz.

® Funkcja ,klamrowa": najpierw sprawdz, do ktérego przedziatu nalezy x, dopiero potem wybierz wzor.

* y= f(x — p) + ¢— przesuniecie o pw prawo i ¢ w gore; y = — f(x) — symetria wzgledem Oz;
y = f(—x) — wzgledem Oy.

Y Najwazniejsze wzory
9(z) = f(z — p) + ¢ wektor [p, q] Dy = Dy przesunietao p y=—f(z): (z,y) — (z,—y)

Y= f(—il:)i (.’It,y) - (—:I:, y)

& Algorytm krok po kroku
1. Opisz wykres: konce odcinkdw (kotka petne/puste) i punkty przeciecia z osiami.
2. Dziedzina i zbidr wartosci: rzutuj wykres na osie, uwazaj na puste konce.
3. Réwnanie/nieréwnos¢: narysuj pozioma prosta y = a i odczytaj &, dla ktérych wykres jest na niej / nad nig
/ pod nia.

4. Przy wzorze klamrowym rozwiaz rownanie w kazdym przedziale osobno i sprawdz, czy wynik do niego
nalezy.
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.1, Najczestsze putapki

ZLE

DOBRZE DLACZEGO

X zbiér V\{artoécil [—2, 3] ,od najnizszego /[=2,2) U {3} sprawdz, czy kazda wartosé¢
do najwyzszego

jest osiagana

X f(z — 2) — przesuniecie w lewo v 02w prawo w nawiasie znak ,odwrotnie”

X z+3=3= z=0,rozwiazanie" v 0 ¢ [—5,—1) — odrzucamy

wynik musi naleze¢ do
przedziatu wzoru

X miejsca zerowe podane jako punkty

(4,0)

v migjsce zerowe to liczba 4 argument, nie punkt

4 Przyktad wzorcowy typ zadan 12 z matur 2023 i 2026

Na rysunku przedstawiono wykres funkgji f okreslonej na przedziale [—4, 5).

4

Ay

B>
/23456X

Podaj: a) zbidr wartosci funkgji f, b) miejsca zerowe, c) zbior rozwigzan nieréwnosci f(w) <0.

ROZWIAZANIE

1. a) Najnizszy punkt wykresu: (0, —1), najwyzszy: (—4, 3) (kétko petne). Wartosci poérednie sa osiagane,
wiec ZW = [-1, 3].
2. b) Wykres przecina 0§ Ox w £ = —1 (odcineky = —z — 1) iw & = 1 (odcinek y = = — 1).

3. ¢) Wykres lezy na osi lub pod nig miedzy miejscami zerowymi: € [—1,1].
Odpowiedz: a) [—1,3],b) —1i1, ¢) [-1,1]

Jak CKE przyznaje punkty:

¢ po 1 pkt za kazda poprawnie podang odpowiedz a), b), c) — tak punktuje sie wiazki ,uzupetnij”.

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK

2026
2025
2024
2023
2022
2021

2020

ZADANIA

zad. 12.1,12.2
zad. 11

zad. 14.4

zad. 12.1-12.3
zad. 9, 10

zad. 7

PKT

4 pkt
4 pkt
2 pkt
3 pkt
2 pkt
1 pkt
0 pkt

CZEGO DOTYCZYLO

funkcja f okreslona dwoma wzorami: réwnanie f(x) = 3, zbiér wartosci, f(z) > 1
funkcja trzema wzorami: wykres, wartosci, liczba rozwigzan, f(z) > 0

wykresy g(z) = f(z + 3) i h(z) = f(—=)

dziedzina, najwieksza warto$¢, przedziat monotonicznosci z wykresu

odczyt f(—3) - £(0) - f(4); wykres g zbudowanej z f

g(z) = f(z) — 2 — przesuniecie wykresu

brak zadania z tego klucza

Trening: zadania PP11.1-PP11.10 (plik zadan) - petne rozwigzania w pliku rozwigzan.
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PP12 Funkgcja liniowa i proste

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A+ /7 arkuszy sr. 7,3 pkt (2-23) zamkniete ABCD (2-3 zadania w arkuszu), P/F,
czasem krotkie otwarte
/° Sygnat: Rownolegte: rowne a. Prostopadte: ajaa = —1. Przez punkt: podstaw i wylicz b.
@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie

odczytywaé znaczenie wspotczynnikow a i b we
wzorze y = ax + b (takze z wykresu),

bada¢ monotonicznos¢ i miejsce zerowe (takze z
parametrem),

wyznaczac¢ rébwnanie prostej przez dwa punkty
oraz prostej rownolegtej/prostopadtej przez
punkt,

wyznaczac¢ punkt przeciecia prostych i kat
nachylenia prostej (a = tg a).

Teoria w piguice

e funkgja liniowa f(z) = (...m...)z + ... jest

rosnaca / nie ma miejsca zerowego” — warunek
na a,

Jproste sa rownolegte / prostopadte, gdy m =
" —>a1 =aslub ai1a9 = —1,

rysunek prostej z zaznaczonymi punktami
kratowymi.

f(z) = ax 4+ b:a > 0 —rosnaca, a < 0 — malejaca, @ = 0 — stata. Wykres przecina Oy w (0, b).

b
Miejsce zerowe: £y = —— (gdy a # 0). Funkcja stata y = b, b # 0, nie ma miejsca zerowego.
a

a = tg a, gdzie o — kat miedzy prostg a dodatnig pdtosig Ox: @ > 0 — kat ostry, @ < 0 — rozwarty.
Proste y = a1 + by i y = asx + ba: rébwnolegte & a; = ag; prostopadte © aj - as = —1.

Y Najwazniejsze wzory

a

a

_YB7Y4  y—yy=a(z— )
TB—TA
=tga

& Algorytm krok po kroku

ai = ag (rownolegte)

a1 - a3 = —1 (prostopadte)

1. Prosta przez punkt P = (z¢, Yo): ustal @ (z warunku réwnolegtosci/prostopadtosci lub z dwdch punktow).

2.

Podstaw P doy = ax + b i wyznacz b.

3. Punkt przeciecia: przyréwnaj wzory a1 + by = asx + by, wyznacz x, potem y.

4.

Kontrola: podstaw punkt do obu réwnan.
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO
X prostopadtadoy =2z:y= -2z +b vy= —%x +b odwrotny i przeciwny
=(3 - —4b iej
X f(m) (3 m)w €z migjsca V3—m=0=>m=3 funkcja statay = —4
zerowego - m =4
. . LTB—TA YB — YA

X a z dwoch punktow: ——— v rzyrost y przez przyrost &
Y5 — YA B —Tg przyrosty p przy

X y = —3x + 6 przecina Oy w (6, 0) v w (0, 6) na osi Oy jestz =0

4 Przyktad wzorcowy typ zadania 23 z matur 2024-2025

Proste k i I sa okreslone réwnaniami k : y = (2m — 1)z +4orazl: y= —§x — 2. Proste ki lsa
prostopadte, gdy
A. m=2 B. m=—1 C.mzé D. m=0
ROZWIAZANIE

1. Warunek prostopadtosci: (2m — 1) - (—3) = —1.

22m—-1=3=>m=2.
Odpowiedz: A

Dlaczego nie pozostate? B — ze znaku: 2m — 1 = —3; C — warunek réownolegtosci 2m — 1 = —%.

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 zad.13.1,13.2,26 3 pkt P/Fitangens kata nachylenia z wykresu; prosta réwnolegta przez punkt

2025 zad. 13,23 2 pkt  brak miejsca zerowego f(x) = (3 — m)z — 4; proste réwnolegte z parametrem
2024 zad. 12,13, 23 3 pkt  monotonicznos¢ z parametrem; wspolne migjsce zerowe; prostopadtosé

2023 zad. 13, 23,24 3 pkt  znakiaib z wykresu; prostopadtosé¢ i punkt przeciecia; prosta rownolegta

2022 zad. 11, 21, 22 3 pkt  miejsce zerowe; prosta przez poczatek uktadu; prostopadtosé prostych

2021 zad. 9, 31 3 pkt  réwnolegtos¢ z parametrem; wzor f z warunkow £(0) = 2, f(4) — f(2) =62
pkt)

2020 zad.11,13,16,18 4 pkt  znakiaib z wykresu; rownolegto$¢ z parametrem; punkt na wykresie; prosta przez
dwa punkty

Trening: zadania PP12.1-PP12.10 (plik zadan) - petne rozwiagzania w pliku rozwiagzan.
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PP13 Funkcja kwadratowa

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A+ /7 arkuszy sr. 3,1 pkt (1-6) wiazki zadan do jednej paraboli (ABCD,
uzupetnij), otwarte 2-4 pkt (wzér funkgji)

A~ Sygnak: Wierzchotek — postac kanoniczna. Miejsca zerowe — iloczynowa. a z dodatkowego punktu.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie

® przechodzi¢ miedzy postaciami: ogdlng, ® rysunek paraboli z wierzchotkiem w punkcie
kanoniczna i iloczynowa, kratowym i kilka polecen do niego,

® wyznaczaé wierzchotek, o$ symetrii, zbiér e jednym z miejsc zerowych jest..., a osia
wartosci i przedziaty monotonicznosci, symetrii...” — symetria,

® wyznacza¢ wzér funkcji z danych (wierzchotek, * ,wyznacz wzor funkgji f w postaci
miejsca zerowe, punkt wykresu), ogolnej/kanonicznej” — otwarte 2-4 pkt.

* wykorzystywac symetrie paraboli: p = —mlgzz :

[1 Teoria w pigutce

e Postac kanoniczna f(z) = a(z — p)? + g — wierzchotek W = (p, q), 0é symetrii z = p.

T+
* Posta¢ iloczynowa f(z) = a(x — z1)(z — £2) — miejsca zerowe x1, To; wtedy p = %
* a > 0:ramiona w gére, ZW = [g, 00), maleje na (—o0, p], rosnie na [p, 00); @ < 0 — odwrotnie,
ZW = (—o0,q].
* Punkty symetryczne wzgledem osi & = p maja réwne wartosci: f(p — d) = f(p + d).
Y Najwazniejsze wzory
b A —p2 — _ z1+ x2
p=—— q=,f(p)=—— A=b 4ac _ b:l:\/K p=—-7-
2a ta T2 = —— 2

© Algorytm krok po kroku

1. Zapisz dane w najwygodniejszej postaci: wierzchotek — kanoniczna, miejsca zerowe — iloczynowa.
2. Wyznacz a, podstawiajac dodatkowy punkt wykresu.

3. Jedli trzeba — wymnéz do postaci ogéinej az? + bz + c.

4. Whasnosci (ZW, monotonicznosc) odczytuj z wierzchotka i znaku a.
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO
Xy=2(z+3)?—5W=(3,-5) v W =(-3,-5) (z — p), wiecp = —3
) ramiona w dét — wartos¢
X ZW dlaa < 0: [g, 00) v (—00,4] najwieksza
X monotonicznos¢: rosnie dla gy > ¢" v roénie na [p, 0o) (dlaa > 0) przed%w.ﬂy argumentow, nie
wartosci
_ B _ _ . znak odwrotny do tego w
X f(a:) = (:L‘ + 1)(:1,‘ 5), z1=1 V1 =-1,29=5 nawiasie

4 Przyktad wzorcowy typ zadan 12 i 14 z matur 2025-2026

Na rysunku przedstawiono fragment paraboli — wykresu funkgji kwadratowej f o wierzchotku W = (2, —4),
przechodzacej przez punkt (0, 0).

Wyznacz wzér funkgji f w postaci ogdinej oraz podaj zbiér wartosci i przedziat, w ktérym f jest malejaca.

ROZWIAZANIE
1. Posta¢ kanoniczna: f(z) = a(z — 2)% — 4.
2.Punkt (0,0):0=a-4—-4=>a=1.
3.f(e)=(x—2)%2-4=2?—4z+4-4=12%— 4z
4.a > 0: ZW = [—4,00), f maleje na (—o0, 2].
Odpowiedz: f(z) = 22 — 4z, ZW = [—4, 00), maleje na (—oo0, 2]
Jak CKE przyznaje punkty:
e 1 pkt — posta¢ kanoniczna z wyznaczonym @ = 1,
e 1 pkt — posta¢ ogélna 22 — 4z,
e 1 pkt — zbidr wartosci, 1 pkt — przedziat monotonicznosci.
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{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK
2026

2025
2024
2023
2022
2021

2020

ZADANIA

zad. 14

zad. 12.1-12.3
zad. 14.1-143
zad. 14

zad. 12, 35
zad. 12

zad. 7,8,9

PKT

4 pkt
4 pkt
3 pkt
1 pkt
6 pkt
1 pkt
3 pkt

CZEGO DOTYCZYLO

wzor f z wierzchotka i miejsca zerowego funkgji g(z) = f(z + 1)

wzor z wykresu paraboli, 0§ symetrii, miejsca zerowe g = f — 3

f(z) > 0z wykresu, wzér funkji, rownoéé z osi symetrii

drugie miejsce zerowe z osi symetrii

postac kanoniczna z wierzchotka; wzér f z warunku stycznej y = 6 (5 pkt)
przedziat monotonicznoéci f(z) = —2(z + 1)(z — 3)

wiazka trzech zadan do paraboli f(z) = a(z — 1)(z — 3)

Trening: zadania PP13.1-PP13.10 (plik zadan) - petne rozwiazania w pliku rozwigzan.
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PP14 Ciag arytmetyczny

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A 7/7 arkuszy sr. 2,7 pkt (1-4) ABCD (wyraz ciggu), P/F, otwarte 2-3 pkt (raty,
parametr)

/ Sygnat: Wszystko przez ay i 7. Trzy kolejne wyrazy: 2b = a + ¢. Malejagcy —» 7 < 0.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie

® oblicza¢ wyrazy ciggu z wzoru ogdlnego i e kazdy kolejny ... 0 30 zt mniejszy / wiekszy” —
rekurencyjnego, cigg arytmetyczny,

* stosowad wzér a, = a1 + (n — 1)7 i wzory na o trzywyrazowy ciag (-« ..., ..) jest
sume Sy, arytmetyczny” — 2b =a + ¢,

* korzysta¢ z warunku 2b = a + ¢ dla trzech ® dane dwa wyrazy (np. ag i a7) — uktad lub
kolejnych wyrazow, a7 —asg = 4r.

® rozwigzywac zadania tekstowe (raty,
oszczednosci, rzedy krzeset).

I Teoria w pigutce

Ciag arytmetyczny: @, 11 = @y + 7. Roznica 7 > 0 — rosnacy, 7 < 0 — malejacy, 7 = 0 — staly.
* Réznica dwdch wyrazdw: a — ap = (m — k) - 7, np. a7 — ag = 4r.

ap_1+ Gy

—

® Cigg o wzorze a, = pn + q jest arytmetyczny o réznicy r = p.

* Srodkowy wyraz jest $rednig sasiednich: a,, =

Y Najwazniejsze wzory

an=a1+(n—1)r S’n:al;an-n Sn:2a,1—|—(n—1)'r.n b=a+c
2

% Algorytm krok po kroku
1. Zapisz dane za pomoca a1 i T (np. a5 = a1 + 4r).
2. Rozwiaz ukfad lub skorzystaj z am, — ax = (m — k)r.

artan 2 el
2 2 )

3. Przy sumie wybierz wzér: znasz @y, — N, Znasz T —

4. Przy parametrze: 2b = a + ¢, potem sprawdz dodatkowy warunek (rosngcy/malejacy).

.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO

X aig =a; + 107 vaip=ay+9r od ay do aqq jest 9 krokow
Xa3=Ta7=19 -r =12 Vdr=12=r=3 dzielimy przez liczbe krokow
X raty malejace 0 20: 7 = 20 vr=-20 malejace — réznica ujemna
X dwie wartoéci m w odpowiedzi v sprawdz warunek ,rosnacy/malejacy” czesto jedna odpada
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&, Przyktad wzorcowy typ zadania 17 z matury 2024
Ciag arytmetyczny (ay,,) spetnia warunki a4 = 11 oraz S19 = 155. Oblicz pierwszy wyraz i réznice tego ciagu.
ROZWIAZANIE
1.a4 = a1+ 3r =11.
2a;1 4+ 9r
2.8y = 1T .10 = 5(2a1 + 97) = 155 = 2a; + 9r = 31.
3.Z pierwszego: a1 = 11 — 37, wiec22 —6r+9r=31=3r=9=r=3,a; =2
4. Sprawdzenie:ag =2+ 9 =11V, Sy = % -10 =155 .
Odpowiedz: a1 =2, 7 =3

Jak CKE przyznaje punkty:
e 1 pkt — zapisanie uktadu réwnan z niewiadomymi aj i T,
e 2 pkt—obliczeniea; =2ir=3.

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 zad. 16 1pkt a3 =1a5=17-aqayg

2025 zad. 14.1,15 4 pkt  cigg rekurencyjny; m dla ciggu arytmetycznego malejacego (3 pkt)
2024 zad. 15,17 3pkt  P/Fociagu an, = (—1)"(n — 5); réznicaz ag i S5

2023 zad. 15,17 3 pkt  wyraz ciagu z wzoru ogdlnego; raty malejace o 30 zt

2022 zad.13,14,30 4pkt g, = 2”2%; roznica z as i @1p; suma stu wyrazéw (2 pkt)

2021 zad. 14,15 2 pkt  niedodatnie wyrazy b, = 3n? — 25n; warunek a3 + a5 = 58

2020 zad. 14,15 2pkt @, = 2n2 a5 — ay; suma wyrazéw ciggu arytmetycznego

Trening: zadania PP14.1-PP14.10 (plik zadan) - petne rozwiazania w pliku rozwiagzan.
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PP15 Ciag geometryczny

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A /7 arkuszy ér. 1,9 pkt (1-4) ABCD / odpowiedz krétka (1 pkt), otwarte 3 pkt
(ciag geometryczny z wyrazéw innego ciggu)

/7 Sygnat: a, = a1q™1; trzy kolejne: b2 = ac; iloczyny wyrazéw — licz sume indekséw.

@ Co musisz umiec @, Jak rozpoznaé zadanie

® wyznaczac iloraz i dowolny wyraz ciggu e  kazdy kolejny ... razy wiekszy”, ,zmniejsza sie o
geometrycznego, potowe” — ciagg geometryczny,

e stosowa¢ warunek b = ac dla trzech kolejnych ® trzywyrazowy ciag ... jest geometryczny” —
wyrazéw, b = ac,

® oblicza¢ sume n poczatkowych wyrazow, ® iloczyn wyrazéw, np. a3 - ag — suma indekséw.

® wykorzystywac wtasnos¢ ag - a; = @, - @y, dla
kE+l=m+n.

|| Teoria w pigutce

* Cigg geometryczny: @p4+1 = @y q.Dlaa; > 0: ¢ > 1 —rosnacy, 0 < ¢ < 1 — malejacy, ¢ < 0 —
naprzemienny (niemonotoniczny).

* Trzy kolejne wyrazy a, b, c: b* = a - c. Dla dodatnich: b = y/ac (érednia geometryczna).

— 2 —2
* Qn-Qm= alqn+m

— zalezy tylko od sumy indekséw, wiec agag = asa7 = a4as.
* Gdy a, = pn + q (arytmetyczny), a wybrane wyrazy maja tworzy¢ geometryczny, najpierw policz wyrazy,

potem iloraz.

Y Najwazniejsze wzory

1—-4q" b? = ac _ Gn11

— -1
an =a1-q" @#D =7

S, =aj -

¥ Algorytm krok po kroku

.. as
1. Oblicz iloraz: ¢ = — albo z a,, = ay, - g™ F.
ax

2. Dowolny wyraz: @, = ag™ .
3. Trzy wyrazy z niewiadoma: b? = ac, rozwiaz, sprawdz czy wyrazy sa niezerowe.

4. Suma: wzér Sy, (dlag =1: S, = n - ay).

A, Najczestsze putapki
ZLE DOBRZE DLACZEGO

X (4,:!:,9) geometryczny:  — 6,5 Jz?— 36 srednia arytmetyczna to
warunek ciggu arytmetycznego

X aqg = a1q4 vayg= a1q3 wyktadnikn — 1
X q3 =8=¢q= % vqg=2 pierwiastek, nie dzielenie
X b* = ac = b= /aczawsze vb==+ac znak zalezy od tresci
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&, Przyktad wzorcowy typ zadania 15 z matury 2026

Ciag (@) jest okreslony wzorem a,, = 3n + 1 dla n > 1. Trzywyrazowy ciag (a1, as, ag) jest
geometryczny. Oblicz k.

ROZWIAZANIE
1. Obliczamy wyrazy:a; =3:-14+1=4,a5=3-5+1=16.
2. Warunek ciggu geometrycznego: ag = a3 - ar = 256 = 4ay = ay = 64 (loraz ¢ = 4).
3.ar=3k+1=064= k= 21— liczba naturalna v.
4. Sprawdzenie: (4, 16, 64) — kazdy wyraz 4 razy wiekszy od poprzedniego.
Odpowiedz: k = 21

Jak CKE przyznaje punkty:
e 1 pkt — obliczenie @1 i ax (lub zapis a% = a1ag).
o 2 pkt — obliczenie ap = 64,
e 3pkt— k=21

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYtLO

2026 zad. 15,17 4pkt  (ay,aq,ar) geometryczny dla a, = 3n + 5 (3 pkt); agas = 18 = aqzay
2025 zad. 16 1pkt a1 =27 a3=9-ay

2024 zad. 16 1pkt (12, 6, 2m — 1) — monotonicznoéé¢ i m

2023 zad. 16 Tpkt (27,9,a—1)-a

2022 zad. 15 1pkt  iloraz ciagu z warunku 9as = 4ag

2021 zad. 13 1pkt  ciagg (15, 3z, %) geometryczny

2020 zad. 33 4 pkt  warunek 6a; — 5as + ag = 0 — wyznaczenie ilorazu (4 pkt)

Trening: zadania PP15.1-PP15.10 (plik zadan) - petne rozwiazania w pliku rozwigzan.
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PP16 Trygonometria podstawowa

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A 7/7 arkuszy sr. 2,4 pkt (1-3) ABCD (wartoéci, tozsamosci), otwarte 2 pkt (sin
i cos z tangensa)

/7 Sygnat: Jedynka + tangens = iloraz. Kat rozwarty — cosinus i tangens ujemne.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie
® obliczac sinus, cosinus i tangens kata ostrego w e katajestostryisina =...— obliczcosa”
trojkacie prostokatnym, - jedynka trygonometryczna,
* zna¢ wartosci dla 30°, 45°, 60° (sa w tablicach * wyrazenie typu sin® o + sin a cos? o — wytacz
CKE), wspolny czynnik,
e stosowa¢sina +cos?a=1itga = % * utamek z sin i cos réwny liczbie — podziel przez
® wyznaczac funkcje kata rozwartego ( cos o, dostaniesz tg a.
90° < a < 180°) i kata w uktadzie
wspdtrzednych.
I Teoria w pigutce
* W trojkacie prostokatnym: sina = przyprosi:,okqtna. =it N ,COS Q@ = Przylegla, g
) przeciwprostokatna przeciwprostokatna
naprzeciw
tgaa = ——.
przylegta
* Kat rozwarty: sin(180° — o) = sin, cos(180° — &) = — cos a — sinus dodatni, cosinus i tangens
ujemne.
* Katw uktadzie: punkt P = (&, y) na ramieniu koncowym, r = v/z2 + y%: sina = £, cosa = =
tga = <.
* Ztga dosinicos:sina = tga - cos @, podstaw do jedynki.
Y Najwazniejsze wzory
sin?a + cos?a =1 tga = sin o sin 30° = cos 60° = % sin 45° = cos45° = 4
cos o

o _ /3 o __
tg30° = X2, tg60° = /3

¥ Algorytm krok po kroku

1. Ustal ¢wiartke: kat ostry — wszystko dodatnie; rozwarty — tylko sinus dodatni.
2. Znajac jedna funkcje, druga wyznacz z jedynki trygonometryczne;j.

3. Tangens = sinus / cosinus.

4. Wyrazenia upraszczaj: wytgcz wspolny czynnik, zastosuj sin? 4 cos? = 1.
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO
X arozwarty, sina = % = cosa = % Jcosa = —% cosinus rozwartego jest
ujemny

X sin® a = sin o2 vsin?a = (sin a)2 kwadrat wartosci funkgji

Xtga = % Jiga = Z?Tz sinus w liczniku

XP=(—4,3):tga=—% \/tgaZ%z—% y przez x
&, Przyktad wzorcowy typ zadania 23 z matury 2026

. ) _ 2sina + 3cosa o
Kat « jest ostry i spetnia warunek = 7. Tangens kata a jest rowny
Ccos
1 7
A. 2 B. 5 C.5 D. 5
ROZWIAZANIE
. 2sina 3cosa
1. Rozbijamy utamek: + =2tga+ 3.
cos o Cos

2.2tga+3=7T=tga=2.
Odpowiedz: A

Dlaczego nie pozostale? C — pominiete dzielenie przez 2; D — pominiety wyraz 3.
{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK  ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYtO

2026 zad. 18,23 2 pkt  sinus w trojkacie prostokatnym; tg o z réwnania z sin i cos

2025 zad. 17,181,182 3pkt +/3 tga = 2sin o — cos; katy w trojkacie ze Srodkowa

2024 zad. 18,19 3 pkt  sini cos kata rozwartego z tg e = —3 (2 pkt); sin® 20° + cos? 20° sin 20°
2023 zad. 18,19 2pkt  tangens z punktu (—3,1); sin* a + sin? a:cos?

2022 zad. 16, 32 3pkt  cos12°sin78° + sin 12° cos 78°; sin? a przy tga = 2 (2 pkt)

2021 zad. 16 1 pkt uproszczenie 1_‘::::;& . 1_5;:::1?0‘

2020 zad. 19, 31 3pkt  2cosa — sin B w trojkacie prostokatnym; tg o z réwnania (2 pkt)

Trening: zadania PP16.1-PP16.10 (plik zadan) - petne rozwiagzania w pliku rozwiazan.
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PP17 Tréjkaty: Pitagoras, pola, sinus i cosinus

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAKI
A /7 arkuszy sr. 2,1 pkt (1-4) zamkniete ABCD i odpowiedz krétka; otwarte 2
pkt

/ Sygnat: Dwa boki + kat miedzy nimi - %ab sin vy i tw. cosinuséw. Réwnoboczny - h = ay3

2
@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie
* stosowac twierdzenie Pitagorasa i rozpoznawac * dwa boki i kat miedzy nimi — pole %ab sin vy
trojki pitagorejskie (3,4, 5; 5,12,13; 8,15,17), albo trzeci bok z tw. cosinusow,
® oblicza¢ pole trojkata wzorem %ah i %ab siny ® bok i kat naprzeciw oraz okrag opisany — tw.
oraz pola réwnolegtoboku i rombu, sinusow i — = 2R,
® stosowac twierdzenie cosinuséw i sinuséw, ® trojkat rbwnoboczny wpisany w okrag / opisany
® znac zaleznosci w trojkacie réwnobocznym i na okregu - R = “‘3/?_’, r= “T3.

trojkatach 30°-60°-90° oraz 45°-45°-90°.

[© Teoria w pigutce
2ec— przeciwprostokatna). Odwrotnie: jesli a® + b% = 2, tréjkat jest prostokatny.
* Pole: P = %ab sin ; dla kata rozwartego sin 120° = sin 60°, sin 150° = %

* Pitagoras: a +b% =c

* Réwnolegtobok: P = absin a; romb: P = a?sina = ef

5
* Tw. cosinuséw: ¢2 = a2 + b2 — 2ab cosy (dla y = 90° to Pitagoras). Tw. sinuséw:
a _ b _ _¢ __ 2R
sina =~ sinf = siny :
* Trojkat rownoboczny: h = ‘“2/§ P = G2Z/§,R = %h, r= %h'
2 Najwazniejsze wzory
pP= %absin'y c? = a® +b* — 2abcos y .a, =2R a?v/3 AVE]
sina Pr=—, h=—5

© Algorytm krok po kroku
1. Zréb szkic i zaznacz dane: boki, katy, co jest przeciwprostokatna.

2. Wybierz narzedzie: kat prosty — Pitagoras/trygonometria; dwa boki i kat miedzy nimi — pole z sinusem lub
tw. cosinuséw.

3. Podstaw wartosci funkgji z tablic (uwazaj na katy rozwarte).
4. Sprawdz sens: najdtuzszy bok naprzeciw najwiekszego kata.
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO
X cos120° = % v cos120° = —% kat rozwarty — cosinus ujemny
X pole rombu a? v a?sina romb to nie kwadrat
P = Labsin~yz katem nie miedzy a i . )
;: 2 72K edzy v kat musi leze¢ miedzy bokami sprawdz na szkicu
X R= 0\6/3 VR= _a\3/§ "‘T‘/:;’ to promien wpisanego

&, Przyktad wzorcowy typ zadania 21 z matury 2025
W tréjkacie ABC dane sa |AB| = 8, |BC| = 5 oraz |£ZABC| = 60°. Oblicz dtugo$¢ boku AC oraz pole
tréjkata ABC.
ROZWIAZANIE
1. Tw. cosinuséw: |AC|? =64 + 25 —2-8 - 5 cos 60° = 89 — 40 = 49, wiec |[AC| =T.
2.Pole: P=1.8.5.5in60° = 20- 2 = 10v/3.
Odpowiedz: |AC| =7, P = 10v/3
Jak CKE przyznaje punkty:
o 1pkt—dtugos¢ |[AC| =T,
« 1 pkt— pole 10v/3.

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK  ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYtO

2026 zad.?22,24.1 2 pkt  bok tréjkata réwnobocznego wpisanego w okrag; pole tréjkata
2025 zad.21 1pkt  trojkat z danymi |[AB| = 11, |BC| = 12, |ZABC| = 60°
2024 zad. 21 1pkt  pole réwnolegtoboku o bokach 3 i 4 z katem 120°

2023 zad. 20 1pkt  iloczyn przekatnych rombu z katem 150°

2022 zad. 18,19, 20 3 pkt  romb z katem 60°; pole trojkata rbwnobocznego z wysokosci; pole réwnolegtoboku
z katem 120°

2021 zad.18,19,20,22 4pkt pole z tga; obwdd z pola; wysokos¢ dzielaca bok; katy rownolegtoboku

2020 zad. 22,29 3 pkt  pola czesci prostokata; tréjkat rownoboczny z punktem na wysokosci (2 pkt)

Trening: zadania PP17.1-PP17.10 (plik zadan) - petne rozwigzania w pliku rozwigzan.
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PP18 Podobienstwo, twierdzenie Talesa i dwusieczna

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A 6/7 arkuszy ér. 1,7 pkt (0-3) zamkniete ABCD, odpowiedz krétka; dowéd
geometryczny 2 pkt

/° Sygnat: Réwne katy — podobiefistwo — proporcja. Pola przez k2, objetosci przez k3.

Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie

® rozpoznawac trojkaty podobne (cechy: bbb, bkb, ® proste rownolegte przecinajace ramiona kata lub
kkk) i zapisywac proporcje odpowiadajacych dwie przecinajace sie proste — Tales,
bokow, e trojkaty sg podobne”, ,w skali” — proporcje,

* stosowac skale: obwody -k, pola -k2, objetosci pola przez k2,
K3, * dwusieczna kata przecinajaca przeciwlegty bok

® stosowac twierdzenie Talesa (takze w uktadzie - % = %,

~motylka"),
® stosowac twierdzenie o dwusiecznej kata w
trojkacie.

[ Teoria w pigutce

Tréjkaty podobne w skali k: boki -k, obwody -k, pola k2 (bryty: objetosci -k3).

® Tales: proste rownolegte wyznaczajg na ramionach kata odcinki proporcjonalne: % = %.
* ,Motylek”: gdy AD || BC'i odcinki AC, BD przecinaja sie w O, to AAOD ~ ACOB, wigc
|OA| __ |OD|
|oC| — |0B]-
. . N . |AD| _ |AC|
* Dwusieczna kata C dzieli bok AB w stosunku sgsiednich bokéw: DB — B[

* W tréjkacie prostokatnym wysokos¢ na przeciwprostokatna dzieli jg na odcinkip, ¢: h2 = p - q.

Y Najwazniejsze wzory
&:kz E=k3 |[AD| _ |[AC|  Rm2=p.q
Py Vi IDB| ~ |BC]|

¥ Algorytm krok po kroku

1. Zaznacz na szkicu réwne katy (wierzchotkowe, naprzemianlegte, wspolne) — z nich wynika podobienstwo.
2. Wypisz pary odpowiadajacych wierzchotkéw w tej samej kolejnosci (A — B, B — D, C — A).

3. Ut6z proporcje odpowiadajacych bokdw i wylicz niewiadoma.

4. Pola i objetosci: najpierw skala k z bokéw, potem k2 lub k3.
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO

X skala 3 - pole 3 razy wieksze v pole 9 razy wieksze pola rosna jak k?

X. proporc.ja /e krzyz' z , v boki naprzeciw rownych katéw wypisz pary wierzchotkow
nieodpowiadajacych bokow

X dwusieczna dzieli bok na potowy v w stosunku |AC| : | BC| na potowy dzieli érodkowa
XVy:Vi=8=pola8 vk=2= polad najpierw k = ¥/8

4 Przyktad wzorcowy typ zadania 21 z matury 2026

W trojkacie ABC dane sa |AC| = a i | BC| = b. Dwusieczna kata AC'B przecina bok AB w punkcie D.
Wykaz, ze stosunek pola tréjkata ADC do pola tréjkata DBC jest rowny 4.

ROZWIAZANIE
1. Niech y = |LACB|. Dwusieczna dzieli ten kat na dwa katy o mierze %

5.
2. Papc = % -a-|CD| -sin% oraz Pppc = % -b-|CD| -Sin%.
P a
3. Dzielac: ZLDCa —. B
Ppgc b
4. (Inny sposdb: trojkaty majg wspdlng wysokos¢ z wierzchotka C, wiec stosunek pél = —,gg} = % z

twierdzenia o dwusiecznej.)
Odpowiedz: dowéd
Jak CKE przyznaje punkty:

¢ 1 pkt — zapisanie pdl obu trojkatéw wzorem z sinusem kata % (lub zauwazenie wspdlnej wysokosci),
e 2 pkt — petne uzasadnienie rownosci stosunku pol i %

isl Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 zad. 20, 21 3 pkt  twierdzenie Talesa (proste réwnolegte, odcinki OA, OB, OC); dowdd o stosunku pol
przy dwusiecznej

2025 zad.20 1pkt  trojkaty podobne ABC'i BDA w tréjkacie réwnoramiennym

2024 zad. 20, 26 2 pkt  twierdzenie o dwusiecznej; skala podobienstwa bryt z objetosci

2023 zad. 22 2 pkt  pole tréjkata podobnego do tréjkata 5-12-13

2022 zad. 33 2 pkt  dwusieczna w trojkacie rownoramiennym — tréjkaty podobne

2021 zad. 33 2 pkt  prosta réwnolegta do boku — pola trojkatéw podobnych

2020 — 0 pkt  brak zadania z tego klucza

Trening: zadania PP18.1-PP18.10 (plik zadan) - petne rozwiazania w pliku rozwiagzan.
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PP19 Okragi katy

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A /7 arkuszy sr. 1,3 pkt (1-3) zamkniete ABCD z rysunkiem (katy wpisane i
srodkowe)

/° Sygnat: Wpisany = potowa $rodkowego. Dwa promienie — tréjkat réwnoramienny. Srednica — 90°.

Co musisz umiec @, Jak rozpoznaé zadanie
® stosowac zaleznos¢ miedzy katem wpisanym i ¢ rysunek okregu ze $rodkiem Qi trojkatem,
Srodkowym opartymi na tym samym tuku, pytanie o kat ,ostry ABO" - kat srodkowy +
* wykorzystywa¢ trojkat rownoramienny AOB ( trojkat rownoramienny,
|OA| = |OB| =), * $rednica w tresci — kat prosty,
* stosowac kat wpisany oparty na pétokregu (90°) ® czworokat ,wpisany w okrag” / ,opisany na

i wkasnos¢ stycznej, okregu”.
® korzysta¢ z warunkoéw czworokata wpisanego i

opisanego oraz liczy¢ dtugosé tuku i pole

wycinka.

[1 Teoria w pigutce

* Kat wpisany jest réwny potowie kata Srodkowego opartego na tym samym tuku; katy wpisane oparte na
tym samym tuku sg rowne.

* Kat wpisany oparty na potokregu (na srednicy) jest prosty.

* Tréjkat AOB (O — érodek) jest rdwnoramienny: katy przy podstawie A B maja miare w.

e Styczna jest prostopadta do promienia w punkcie stycznosci.

* Czworokat wpisany w okrag: &+ = B+ d = 180°. Czworokat opisany na okregu: @ + ¢ = b + d.

Y Najwazniejsze wzory

Qwpis = %aéfod l= % - 2mr Pyycinka = ﬁ . T2 a + v = 180° (wpisany)

a + ¢ = b+ d (opisany)

¥ Algorytm krok po kroku
1. Zaznacz $rodek O i narysuj promienie do punktow z tresci.

2. Ustal, na ktérym tuku oparty jest dany kat wpisany — kat srodkowy na tym tuku jest dwa razy wiekszy.
3. W tréjkatach z dwoma promieniami wykorzystaj rowne katy przy podstawie.

4. Sprawdz, czy pytaja o kat ostry/rozwarty (czasem trzeba wzig¢ 360° — a lub 180° — a).
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO

X kat wpisany = kat srodkowy v wpisany = potowa srodkowego na tym samym tuku

X |£ZAOB| = 80° = |ZOAB| =80° Vv |ZOAB|= M = 50° tréjkat rownoramienny

X czworokat wpisany: o = 7y va+y=180° przeciwlegte dopetniaja sie

X tuk dla 120°: %71’7‘2 V4 % <27 tuk — obwéd, wycinek — pole

4 Przyktad wzorcowy typ zadan 19-22 z matur 2023-2026

Punkty A, B, C'leza na okregu o $rodku O. Kat AC'B ma miare 65° (punkt C lezy na dtuzszym tuku AB).
Miara kata ostrego O AB jest rowna

A. 25° B. 65° C. 50° D. 32,5°

ROZWIAZANIE

1. Kat $érodkowy oparty na tym samym tuku co ZACB: |ZAOB| = 2 - 65° = 130°.
180° — 130°
2. Tréjkat AOB jest rbwnoramienny ((OA| = |OB|): |ZOAB| = o 25°.
Odpowiedz: A

Dlaczego nie pozostate? B — przepisany kat wpisany; C — 180° — 130° bez dzielenia; D — potowa kata wpisanego.

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK  ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYtO

2026 zad. 19 1pkt  cztery punkty na okregu, katy CDA i COB - kat BOA
2025 zad. 19 1pkt  kat BCA = 50° - kat ostry ABO

2024 zad. 22 T1pkt  trojkat wpisany, kat ACB = 42° - kat BAS

2023 zad. 21 1pkt  kat ACO = 70° - kat ostry ABC

2022 zad. 17 1 pkt kat miedzy cieciwg a $rednica okregu

2021 zad.17,21,24 3 pkt stycznaikat srodkowy 80°; czworokat wpisany; pola figur z kot

2020 zad. 17 Tpkt  kat wpisany przy kacie $rodkowym 118°

Trening: zadania PP19.1-PP19.10 (plik zadan) - petne rozwiagzania w pliku rozwiagzan.
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PR

A

PP20 Geometria analityczna

IORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
6/7 arkuszy sr. 2,7 pkt (0-6) zamkniete ABCD, P/F; otwarte 2 pkt
(réwnolegtobok, tréjkat)

/° Sygnat: Przekatne réwnolegtoboku — wspélny $rodek. Okrag: znak w nawiasie odwrotny, prawa strona to 2.

Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie

® oblicza¢ odlegtos¢ punktdw i wspdtrzedne ® wspoirzedne wierzchotkdw i pytanie o
srodka odcinka, dtugosé/pole — wzor na odlegtos,

® wyznaczac brakujgcy wierzchotek ® _punkt przeciecia przekatnych” — srodek
réwnolegtoboku i koniec odcinka z danego odcinka (przekatne rownolegtoboku dziela sie
srodka, na potowy),

® odczytywad srodek i promien okregu z réwnania o (z— a,)2 + (y— b)2 =72 okrag.

i zapisywac rownanie okregu,
wyznacza¢ punkty symetryczne wzgledem osi i
poczatku uktadu.

I Teoria w pigutce

2

Odlegtost: |AB| = /(x5 — £4)2 + (yB — ya)Z. Srodek: S = (24128 vatvp)

Znajac Aisrodek S: B=2S — A, czylizp = 225 — T4 Y = 2ys — yYa-

Réwnolegtobok ABC D: przekatne majg wspélny $rodek, wiec A + C = B + D (wspétrzednymi).
Okrag o érodku (a, b) i promieniu 7: (z — a)? + (y — b)? = 2. Srodek okregu opisanego na tréjkacie
prostokatnym to srodek przeciwprostokatnej.

Symetria wzgledem Oz: (z,y) — (z, —y); wzgledem Oy (z,y) — (—z,y); wzgledem O:

(z,y) = (—=z,—y).

Najwazniejsze wzory

|AB| = /(x5 — z4)2 + (yp —ya)? S=(243L,M438)  (z—a)?+ (y—b)? =17

D=A+C-B

© Algorytm krok po kroku

1. Naszkicuj punkty w uktadzie — to od razu pokazuje kolejnos¢ wierzchotkéw i sens wyniku.
2. Brakujacy punkt: skorzystaj ze érodka odcinka (lubz A + C = B + D).
3. Dtugosé: wzor na odlegtosc; promien okregu = odlegtosé srodka od punktu okregu.

4. Sprawdz, czy punkt lezy na okregu: podstaw wspdtrzedne do rownania.
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.1, Najczestsze putapki

ZLE

X (z+2)2+(y—3)2=16:

S=(27_3)
Xr=16

X srodek odcinka:

X D = A+ B — C wréwnolegtoboku

ABCD

Tp—T4
2

DOBRZE DLACZEGO

/5= (_2, 3) znak. oéwrotny do tego w
nawiasie

vr=4 prawa strona to 72

v % Srednia, nie potowa roznicy

vD=A+C-B przekatne AC'i BD

&, Przyktad wzorcowy typ zadania 24 z matury 2024

W réwnolegtoboku ABCD dane sa A = (—2,1), B = (6, —1), a przekatne przecinaja sie w punkcie
P = (3, 3). Oblicz dtugo$¢ boku BC.

ROZWIAZANIE

1. Przekatne réwnolegtoboku dzielg sie na potowy, wiec P jest srodkiem przekatnej AC.
2C=2P—-A=(6-(-2), 6—-1)=(8,5).
3.|BC| = /(8 —6)2+ (5 — (—1))2 = v4 + 36 = v/40 = 2¢/10.

Odpowiedz: |BC| = 2v/10

Jak CKE przyznaje punkty:

1 pkt — wyznaczenie wspétrzednych C = (8, 5),
e 2 pkt— dtugos¢ | BC| = 2v/10.

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK
2026

2025
2024
2023
2022
2021

2020

ZADANIA

zad. 24.2, 25
zad. 22, 24
zad. 24

zad. 23, 24

zad. 25, 35

zad. 20, 32

PKT

2 pkt
2 pkt
2 pkt
0 pkt
2 pkt
6 pkt

5 pkt

CZEGO DOTYCZYLO

srodek okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym; P/F o okregu
przekatna kwadratu z A i $rodka S: réwnanie okregu przez (0, 0)
rownolegtobok: A, B i punkt przeciecia przekatnych — bok BC
tylko proste (klucz PP12)

srodek odcinka; przekatna kwadratu z dwdch wierzchotkéw

wierzchotki kwadratu z punktu przeciecia przekatnych; trojkat réwnoramienny z C' na
osi Oy (5 pkt)

symetria wzgledem poczatku uktadu; kwadrat z przekatna na danej prostej (4 pkt)

Trening: zadania PP20.1-PP20.10 (plik zadan) - petne rozwiazania w pliku rozwiazan.
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PR

PP21 Stereometria

IORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN

A+ 6/7 arkuszy sr. 6,3 pkt (0-26) zamkniete ABCD (1-2 zadania) i otwarte 2—4

pkt (objetos¢, pole, kat nachylenia)

A~ Sygnak: Znajdz trojkat prostokatny w bryle. Ostrostup i stozek: % Rozwarcie stozka dziel na pot.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie
® oblicza¢ objetosci i pola powierzchni e ostrostup prawidtowy czworokatny”, ,krawedz
graniastostupow, ostrostupdw, walca, stozka i boczna nachylona pod katem” — trojkat:
kuli, wysokosé — potowa przekatnej podstawy —
* wskazywac kat nachylenia krawedzi bocznej / krawedz boczna,
Sciany bocznej / przekatnej do ptaszczyzny ®  wysokosc¢ sciany bocznej nachylona pod katem”
podstawy, — trojkat: wysokos¢ — potowa krawedzi
* wyznacza¢ dhugosci w trojkatach prostokatnych podstawy — wysokos¢ Sciany,
~wewnatrz" bryty (Pitagoras + trygonometria), * stozek: ,tworzaca”, ,kat rozwarcia” — trojkat: H,
® stosowac przekatne: szescianu a\/g, 7, l z katem %

prostopadtoécianu v a2 + b2 + c2.

[© Teoria w pigutce

2

Graniastostup: V' = P, - H; ostrostup: V' = %Pp - H. P = 2P, + P, (graniastostup), P, = P, + B
(ostrostup).

Ostrostup prawidtowy: spodek wysokosci to Srodek podstawy (w kwadracie — przeciecie przekatnych,
odlegty o aT‘/i od wierzchotka i o % od boku).

Kat nachylenia krawedzi bocznej do podstawy: miedzy krawedzig a jej rzutem; sciany bocznej: miedzy
wysokoscig $ciany a odcinkiem od spodka wysokosci do srodka krawedzi podstawy.

Walec: V = nr?H, Py = 2arH. Stozek: V = xr’H, P, = vl 12 = r? + H? Kula: V = 4ar8,
P = 4nr2.

Najwazniejsze wzory
V= %PpH d=av3(szescian) d=vVa2+b+c2 Vs = %71’7"2[{ Viali = %71’7‘3

I2=r24 H?

© Algorytm krok po kroku

1. Narysuj bryte i wyrdznij trojkat prostokatny, w ktérym lezy szukany kat lub dtugosé.

2. Ustal, ktdére boki tego trojkata znasz (potowa przekatnej? potowa krawedzi? tworzaca?).

3. Oblicz brakujace dtugosci: funkcje trygonometryczne kata / Pitagoras.

4. Podstaw do wzoru na objetos¢ lub pole; sprawdz jednostki i czy nie zapomniate$ o %
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO
X ostrostup: V = P, - H vV = %Pp -H jedna trzecia!
kat $ciany bocznej: z potow o7 b i

X ka : y ).z p 3 /7 potowa krawedzi & rozne trojkaty dla krawedzi i

przekatnej Sciany
kat rozwarcia to kat przy

X kat rozwarcia 120° w trojkacie H,r,l v w trdjkacie jest 60° (potowa) wierzchotku osiowego
przekroju

X Py stozka = wrH v Py = mrl tworzaca, nie wysokos¢

4. Przyktad wzorcowy typ zadania 25 z matury 2025

Tworzaca stozka ma dtugosé 12, a kat rozwarcia tego stozka ma miare 60°. Oblicz objeto$¢ tego stozka.

ROZWIAZANIE
1. W przekroju osiowym kat miedzy wysokoscia a tworzaca jest potowa kata rozwarcia: 30°.
2.7 =1sin30° =12- 1 =6, H =1lc0os30° = 12- Y3 = 6+/3.
3.V =1r.36-6v3="72/3m
Odpowiedz: V = 72v/3
Jak CKE przyznaje punkty:
e 1 pkt — wyznaczenie promienia 7 = 6 (lub wysokosci),
e 2 pkt — wyznaczenie obu wielkoscir = 6, H = 64/3,
« 3 pkt — objetoé¢ 72v/3 .

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 zad. 27,28 3 pkt  ostrostup prawidtowy czworokatny z katem 30° (2 pkt); stosunek objetosci stozka i
walca

2025 zad. 25, 26 4 pkt  objetos¢ stozka z katem rozwarcia 120° (3 pkt); przekatna szeécianu z objetosci

2024 zad.25.1,252 2 pkt graniastostup prawidtowy szesciokatny: $ciana boczna, kat przekatnej
2023 zad. 25,26,27 6 pkt kat przekatnej graniastostupa; ostrostup (4 pkt); wierzchotki i krawedzie
2022 zad. 25, 26 2 pkt  graniastostup o podstawie rombu; ostrostup wyciety z szescianu

2021 — 0 pkt  brak zadania z tego klucza

2020 zad. 24,2534 7pkt poleszescianu z przekatnej; dwa stozki; ostrostup prawidtowy czworokatny (5 pkt)

Trening: zadania PP21.1-PP21.10 (plik zadan) - petne rozwigzania w pliku rozwigzan.
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PP22 Kombinatoryka

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A /7 arkuszy sr. 1,1 pkt (1-2) zamkniete ABCD — liczby o zadanych cyfrach,
kody

/7 Sygnat: Kratki na pozycje, zacznij od najbardziej ograniczonej. Kolizja warunkéw — przypadki i dodawanie.

@ Co musisz umiec @, Jak rozpoznaé zadanie

® stosowac regute mnozenia (kolejne wybory) i o lejestliczb ... cyfrowych, w ktérych...” — to
regute dodawania (roztaczne przypadki), zawsze reguta mnozenia po pozycjach,

® liczy¢ liczby o zadanych cyfrach: ograniczenie e  kod", ,PIN", ,tablica rejestracyjna” — wybory z
.pierwsza cyfra # 0", parzystos¢, rézne cyfry, powtorzeniami lub bez,

* liczy¢ ustawienia (permutacje n!) i wybory z e  kazdy z kazdym" — pary nieuporzadkowane.

powtérzeniami (nk),
n(n—1)

* zlicza¢ pary nieuporzadkowane: ——5—=.

[© Teoria w pigutce

Reguta mnozenia: jesli wybor sktada sie z etapow o np, 1a, . . . mozliwosciach, to wszystkich wyboréw jest

nyg-ng-...

* Reguta dodawania: przypadki roztgczne (np. ,konczy sie na 0" / konczy sie na 9") liczymy osobno i
dodajemy.

® Zaczynaj od pozycji z najwiekszym ograniczeniem (pierwsza cyfra, ostatnia cyfra przy parzystosci).

e Ustawienie 7 réznych elementéw w rzedzie: n!. Ciagi dtugosci k z m elementéw z powtdrzeniami: .

Y Najwazniejsze wzory

Ny -Mg-... Nk nl=1-2-...-n 1 (zpowtdrzeniami) n(n—l)(

2 pary)
¥ Algorytm krok po kroku

1. Narysuj ,kratki” na kolejne cyfry/pozycje.

2. Wpisz liczbe mozliwosci do kratek, zaczynajac od najbardziej ograniczonej.
3. Gdy ograniczenia sie ,gryza"” (np. zero na koncu), rozbij na przypadki i dodaj.
4. Pomnoz; kontrola na matym przyktadzie lub wypisaniem.

., Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO
. fra i e byé
X trzycyfrowe: 10 - 10 - 10 v9-10-10 = 900 plefwisza cyfa e moze bye
zerem

X rézne cyfry, parzyste: 9-9 -5 Vv rozbij: koniec 0 / koniec 2,4, 6, 8 zero ,zabiera” rézne pozycje
X usciski 5 osob: 5 - 4 = 20 v =10 para AB = para BA
X z powtdrzeniami: 4 -3 - 2 v 43 czyta, czy cyfry moga sie

’ powtarzac
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&, Przyklad wzorcowy typ zadania 29 z matury 2026

Wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych parzystych, w ktorych zapisie wystepuija tylko cyfry 1,2, 3,4,5

(cyfry moga sie powtarzad), jest
A. 50 B. 60 C. 125 D. 24

ROZWIAZANIE
1. Cyfra jednosci: 2 lub 4 — 2 mozliwosci.
2. Cyfra setek i dziesigtek: dowolna z 5.
3.5-5-2=250.

Odpowiedz: A

Dlaczego nie pozostate? B— bez powtdrzen i bez warunku parzystosci (5 - 4 - 3); C — wszystkie liczby (53); D —

parzyste, ale bez powtérzen cyfr (4 - 3 - 2).

lsl Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYtO

2026 zad.29 1pkt  trzycyfrowe nieparzyste z cyfr 0-6

2025 zad. 27 1pkt  trzycyfrowe nieparzyste z doktadnie jednym zerem

2024 zad.27 1pkt  kodyzcyfr1,3,6,8 bez powtdrzen

2023 zad.28 1pkt  pieciocyfrowe z cyfr 0,5, 7

2022 zad. 27 1pkt  czterocyfrowe nieparzyste podzielne przez 5

2021 zad. 23,27 2 pkt  liczba przekatnych n-kata; trzycyfrowe > 700 bez powtorzen cyfr
2020 zad.?21 1pkt  dwucyfrowe z cyfr1,3,5,7,9 bez powtdrzen

Trening: zadania PP22.1-PP22.10 (plik zadan) - petne rozwiazania w pliku rozwigzan.

matematix.pl - Matura z matematyki — matura podstawowa - klucze

50/59



PR

A

PP23 Prawdopodobienstwo

IORYTET CZESTOTLIWOéC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
/7 arkuszy sr. 2,0 pkt (1-3) otwarte 2 pkt (losowanie ze zwracaniem,
tworzenie liczb), zamkniete ABCD (kostki)

/ Sygnak: Najpierw ||, potem |A|. ,Co najmniej jeden” — przeciwne. Pary sa uporzadkowane.

@ Co musisz umiec @, Jak rozpoznaé zadanie

* opisywac przestrzen zdarzen elementarnych € i ® losujemy ze zwracaniem kolejno dwa razy”,
liczy¢ || (ze zwracaniem n?, bez zwracania .rzucamy dwa razy kostkg"” — pary
n(n — 1)), uporzadkowane, tabela,

* zlicza¢ zdarzenia sprzyjajace tabelka lub reguta ® ,conajmniej jeden” — zdarzenie przeciwne,
mnozenia, ® warunek na sume/iloczyn/podzielnos¢ — podziel

* stosowac klasyczna definicie P(A) = % i liczby na klasy (parzyste/nieparzyste, reszty).

zdarzenie przeciwne,
zapisywad rozwigzanie tak, by egzaminator

widziat |Q| i | A].

[ Teoria w pigutce

2

A
P(A) = % gdy wszystkie wyniki sg jednakowo prawdopodobne. 0 < P(4) < 1.
Zdarzenie przeciwne: P(A') = 1 — P(A) — idealne dla ,co najmniej jeden”.
Dwa rzuty kostka: |€2| = 36 — narysuj tabele 6 x 6 i zaznacz pola sprzyjajace.

Suma parzysta < obie liczby tej samej parzystosci; iloczyn parzysty < co najmniej jedna parzysta.

Najwazniejsze wzory

4] P(A)=1-P(A) |9] =n? ze zwracaniem)

P(4) = =

iy

|| = n(n — 1) (bez zwracania)

¥ Algorytm krok po kroku

1. Opisz 2 i policz || (zapisz to w rozwiazaniu — to zwykle 1 pkt).

2. Wypisz lub policz zdarzenia sprzyjajace (tabela, przypadki, reguta mnozenia).

3. Podziel |A| przez |€2| i skr6¢ utamek.

4. Kontrola: czy wynik miesci sie w [0, 1] i ma sens (np. P < % dla rzadkiego zdarzenia).
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO

X dwa rzuty: || = 12 v | =36 pary uporzadkowane

X suma T: 3 pary v 6 par: (1, 6),(6,1),... (1,6) # (6,1)

X bez zwracania: Q| = n? vn(n—1) idnrrfa losowana liczba jest
X tylko wynik 25 v zapis |Q] =49, |A| =25 bez obliczen tylko 0-1 pkt

&, Przyktad wzorcowy typ zadania 30 z matury 2024
Ze zbioru {1, 2, 3,4, 5,6, T} losujemy ze zwracaniem kolejno dwa razy po jednej liczbie. Oblicz

prawdopodobienstwo, ze suma wylosowanych liczb jest parzysta.

ROZWIAZANIE
119 =7-7=49.

2. Suma parzysta < obie liczby nieparzyste (4 - 4 = 16 par) lub obie parzyste (3 - 3 = 9 par).

3.]A| =16 +9 =25 P(A) = %.

Odpowieds: 2>
owiledz: ——
g 49

Jak CKE przyznaje punkty:
1 pkt— obliczenie |2] = 49 i |A| = 25 (albo poprawne wypisanie zdarzen sprzyjajacych),
e 2 pkt — wynik %.

isl Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 zad. 30 2 pkt  liczba dwucyfrowa z cyfr zbiorow X i Y

2025 zad. 28 1pkt  dwukrotny rzut kostka, suma oczek 11

2024 zad. 30 2 pkt  losowanie ze zwracaniem z {5, 6, 7, 8,9}, suma parzysta

2023 zad. 30 2 pkt  losowanie ze zwracaniem z o$miu liczb, iloczyn podzielny przez ...

2022 zad. 34 2 pkt  losowanie ze zwracaniem ze zbioru {1,...,9}

2021 zad. 26,34 3 pkt  przekatna szescianu z losowanych wierzchotkéw; suma oczek w dwdch rzutach (2 pkt)
2020 zad. 30 2 pkt  dwa rzuty kostkg — prawdopodobienstwo zdarzenia

Trening: zadania PP23.1-PP23.10 (plik zadan) - petne rozwiagzania w pliku rozwiagzan.
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PP24 Statystyka: srednia, mediana, dominanta

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN
A 7/7 arkuszy ér. 1,7 pkt (1-3) zamkniete ABCD, P/F, otwarte 2 pkt (dane z
diagramu)

/7 Sygnat: Suma = 1 - . Mediana: posortuj, licz pozycje. Dominanta to wartosc.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie
® oblicza¢ srednig arytmetyczna i wazong, ® diagram stupkowy ,ocena — liczba uczniéw"” —
mediane i dominante (takze z tabeli/diagramu), dane z powtdrzeniami, mediana z pozycji,
® wyznaczac brakujgcg dang ze znanej Sredniej, e Srednia ... jest rbwna ...; oblicz " — réwnanie z
® przewidywac zmiane sredniej po przeksztatceniu sumg,
danych (2a, @ 4 1, dodanie liczby), * srednia liczb 2a, 2b, . .." — whasnosci sredniej.

oblicza¢ odchylenie standardowe prostego
zestawu danych.

[ Teoria w pigutce

ml+. . .+$n

Srednia: T = - — zatem suma danych =n - Z.

Mediana: uporzadkuj dane; n nieparzyste — Srodkowa wartos¢, n parzyste — Srednia dwoch srodkowych
R n . n

(pozycje 5 i 5 + 1).

Dominanta: warto$¢ wystepujaca najczesciej (moze byc kilka).

Pomnozenie wszystkich danych przez k mnozy srednia przez k; dodanie ¢ do wszystkich danych zwieksza

$rednig o c.

Odchylenie standardowe: o = \/ (21-8)"+ - +(2n=3)?

n

Y Najwazniejsze wzory

T=—"""""T" =

z1+...+z, w1+ ... +wuT, 02_2(%_5)2
n w+...+w, - n

mediana: pozycje 4, 5 + 1

¥ Algorytm krok po kroku

1. Z diagramu wypisz dane jako tabele ,wartos¢ — liczebno$¢” i policz .

2. Srednia: suma (wartosc¢ - liczebnos$¢) przez n.

3. Mediana: licz narastajaco liczebnosci, az dojdziesz do pozycji srodkowych.

4. Sprawdz: mediana i dominanta to wartosci danych (nie liczebnosci!).
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.1, Najczestsze putapki
ZLE DOBRZE DLACZEGO

X mediana z nieuporzadkowanych

danych v najpierw uporzadkuj srodek listy posortowanej

v dominanta = warto$¢ o najwiekszej

X dominanta = najwieksza liczebno$¢ (6) wartos¢, nie liczba oséb

liczebnosci

X $rednia z diagramu: $rednia wysokosci Y > zin;

stupkow Song wazymy liczebnosciami

X n = 20: mediana to 10. wartos¢ v érednia 10. i 11. wartosci n parzyste

4 Przyktad wzorcowy typ zadan 29-30 z matur 2023-2025

Na diagramie przedstawiono wyniki sprawdzianu: ocena 1 — 2 uczniéw, 2—4,3 — 7,4 — 5, 5 — 2. Oblicz
Srednig i mediane ocen.

ROZWIAZANIE
1.n=2+4+4+7+5+2=20. Sumaocen: 2 + 8+ 21 + 20 + 10 = 61, wiec T = S = 3,05.
2. Mediana: pozycje 10 i 11. Narastajgco: 1 — 2, 2 — 6, 3 — 13 — obie pozycje to ocena 3. Mediana = 3.

3. Odpowiedz: érednia 3,05, mediana 3.
Odpowiedz: Srednia 3,05, mediana 3

Jak CKE przyznaje punkty:
e 1 pkt — poprawna $rednia 3,05,

e 1 pkt — poprawna mediana 3.

il Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 zad. 31,32 2 pkt  P/F o $rednich i medianach dwdch klas; $rednia siedmiu liczb z dwéch grup
2025 zad. 29, 30 3 pkt  suma x + y ze $redniej; dane z diagramu (2 pkt)

2024 zad. 28,29 2 pkt  $rednia liczb a, @, b, b, ¢, ¢; mediana z diagramu

2023 zad. 29 2 pkt  mediana i $rednia cen z diagramu

2022 zad. 28 1pkt  $rednia zestawu 2z, 4, 6, 8, 11, 13

2021 zad. 28 1pkt  mediana ciagu niemalejacego z parametrem

2020 zad. 23 1pkt  mediana zestawu 2, 3, a, 8

Trening: zadania PP24.1-PP24.10 (plik zadan) - petne rozwiazania w pliku rozwigzan.
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PP25 Optymalizacja i modelowanie funkcja kwadratowa

PRIORYTET CZESTOTLIWOSC PUNKTY W ARKUSZU FORMY ZADAN

A+ 4/7 arkuszy sér. 1,9 pkt (0-4) otwarte 4 pkt (,wyznacz wymiary, dla ktérych
pole jest najwieksze”) lub wigzka ABCD/P/F do
modelu

/* Sygnat: Zmienna — druga wielko$¢ z warunku — P(&) + dziedzina — wierzchotek — petna odpowiedz.

@ Co musisz umieé @, Jak rozpoznaé zadanie
® budowaé model: jedna zmienna, druga wielkos¢ ® rozwazamy wszystkie

wyrazona przez nig, funkcja celu, prostokaty/prostopadtosciany..., wyznacz te, dla
* wyznacza¢ dziedzine modelu (dodatnie dtugosci, ktérych pole jest najwieksze”,

liczby naturalne), * gotowy wzér h(t), L(n), Z(z) i pytania o
* wyznacza¢ warto$¢ najwieksza/najmniejsza maksimum, moment, dzien,

funkcji kwadratowej w wierzchotku (p = —Tl;), ® stata suma dtugosci (siatka, drut, krawedzie) —
® interpretowac wynik w kontekscie (wymiary, iloczyn do maksymalizadji.

czas, dzien) i podawac petng odpowiedz.

[ Teoria w pigutce

* Funkda f(z) = az? + bz + c z a < 0 osigga najwieksza wartos¢ w p = —%, réwna ¢ = f(p); dla
a > 0 — najmniejsza.

* Dziedzina modelu to zwykle przedziat otwarty (np. € (0,20)) — sprawdz, czy p do niej nalezy.

® Gdy zmienna jest naturalna (dzien 1), a P nie jest catkowite — sprawdz najblizsze liczby catkowite.

® Przy statej sumie x + y = § iloczyn 2y jest najwigkszy dla z = y = % (np. kwadrat ma najwieksze pole
przy danym obwodzie).

Y Najwazniejsze wzory

p= _2i g=flp) Plx)=z-(...) z€(0,...)— dziedzina

& Algorytm krok po kroku
1. Oznacz zmienng & (z jednostka) i wyraz drugg wielkos$¢ przez & z warunku (np. dtugosc siatki).
2. Zapisz funkgje celu P(z) i jej dziedzine.
3. Wyznaczp = —%, sprawdz p € D, oblicz druga wielkos¢ i wartos¢ P(p).

4. Odpowiedz na pytanie: wymiary i najwieksze pole (z jednostkami).
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.1, Najczestsze putapki

ZLE DOBRZE DLACZEGO

X brak dziedziny funkcji P(z) v z € (0,20) CKE przyznaje za nig punkt
X podanie tylko x = 10 ve=10m,y=30m, P =300 m? pytaja o wymiary (oba)

X maksimum w g zamiast w p v argument p, warto$¢ q kiedy vs ile

X y = 60 — 2z przy trzech odcinkachz v y =60 — 3z policz odcinki na rysunku

4 Przyktad wzorcowy typ zadania 31 z matur 2024-2025
Rozwazamy wszystkie prostokaty, ktorych dwa boki leza na osiach uktadu wspotrzednych, jeden wierzchotek
lezy w punkcie (0, 0), a przeciwlegty wierzchotek lezy na prostej y = —2z + 8 (w pierwszej ¢wiartce).
Wyznacz wymiary prostokata o najwiekszym polu i oblicz to pole.
ROZWIAZANIE
1. Wierzchotek (€, — 2z + 8), gdzie € (0,4) (obie wspdtrzedne dodatnie).
2. P(z) = z(—2x + 8) = —2z2 + 8.
3.p= —ﬁ =2 € (0,4); a < 0, wiec to maksimum.
4. Wymiary:x =2, y=—4+8=4; P,y =8
Odpowiedz: 2 X 4, Ppax = 8
Jak CKE przyznaje punkty:
* 1 pkt — zapis pola jako funkdji jednej zmiennej P(z) = z(—2z + 8),
* 1 pkt— dziedzina z € (0,4),
e 1 pkt —p = 2 (wskazanie maksimum),

e 1 pkt — wymiary 2 i 4 oraz pole 8.

{4l Slad w prawdziwych arkuszach CKE

ROK ZADANIA PKT CZEGO DOTYCZYLO

2026 zad.33.1,332  2pkt rzut piteczkg h(t) = —4,9t2 + 14,7t moment upadku i maksimum
2025 zad. 31 4 pkt  prostopadtosciany o sumie krawedzi z wierzchotka — najwigksze pole
2024 zad. 31 4 pkt  trzy wybiegi z 36 m siatki — najwieksze pole

2023 zad.31.1,312 3 pkt liczba klientéw L(n) = —n? + 22n + 279: P/F i dzied maksimum

2022 — 0 pkt  brak zadania optymalizacyjnego w tym arkuszu
2021 — 0 pkt  brak zadania optymalizacyjnego w tym arkuszu
2020 — 0 pkt  brak zadania optymalizacyjnego w tym arkuszu

Trening: zadania PP25.1-PP25.10 (plik zadan) - petne rozwiazania w pliku rozwigzan.
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Sciaga — wszystkie klucze na jednej stronie

Sygnat rozpoznawczy i 3—-4 najwazniejsze wzory kazdego klucza. Przejrzyj ja rano przed matura.

PP04

PP06

PP08

PP09

Potegi i pierwiastki
Rézne podstawy — sprowadz do liczby pierwszej. Suma
poteg — wytacz najmniejsza.

Logarytmy
Wspotczynnik — do wyktadnika, suma — iloczyn, réznica
— iloraz; na koncu argument jako potega podstawy.

Wartos¢ bezwzgledna i przedziaty
Modut = odlegtos¢. ,Mniejsze” — przedziat wokdt
srodka, ,wieksze" — dwa ramiona.

Wzory skr6conego mnozenia
Widzisz A2 — B2 albo tréjmian z ,podwojonym
iloczynem” — najpierw zwin, potem licz.

Dowody algebraiczne i podzielnos¢
Cel: d - (liczba catkowita). Nieparzysta —» 2k + 1. Na
koncu zdanie z wnioskiem.

Réwnania liniowe, iloczynowe i wymierne
lloczyn = 0 — kazdy czynnik osobno. Utamek — najpierw
dziedzina!

Wielomiany i rozktad na czynniki
Cztery wyrazy stopnia 3 — grupuj ,2 + 2". Wspdlny
czynnik — wytacz, nigdy nie dziel.

Nieréwnosci liniowe i kwadratowe
Wszystko na lewo — miejsca zerowe — szkic paraboli —
odczyt. Dzielisz przez minus — odwracasz znak.

Uktady réwnan i zadania tekstowe
Dwie niewiadome + dwie informacje — uktad. Na koncu
sprawdzenie w tresci.

Procenty i procent sktadany
Zmiana o p% = mnoznik 1 £ 5. Kolejne zmiany
mnozysz, warto$¢ poczatkowa odzyskujesz dzieleniem.

Odczytywanie wlasnosci funkgji i funkcje
kawatkami

Wykres — rzutuj na osie; kotko puste = wartosci brak.
Klamra — wynik musi leze¢ w przedziale wzoru.

Funkcja liniowa i proste
Rownolegte: rowne a. Prostopadte: ayas = —1. Przez
punkt: podstaw i wylicz b.

Funkcja kwadratowa
Wierzchotek — postac kanoniczna. Miejsca zerowe —
iloczynowa. a z dodatkowego punktu.

Ciag arytmetyczny
Wszystko przez aq i 7. Trzy kolejne wyrazy: 2b = a + c.
Malejacy = r < 0.
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a™.a” = am+n a™:q® =ag™ " (am)n =aq™"

(ab)™ = a™b"

z
IOga(my)=logam+logay IOgag =10ga$—].0gay
log, «* = klog,z log,a? =p

|lz—al<r <= a—r<z<a+r

|z —a|>r <= z<a—-rlubz>a+r

|z —a|=r < z=a—rlubz=a+r
lkz —m|<r < |z2— 2| < £ (k>0

(a+b)?2=a?+2ab+b? (a—b)?=a?—2ab+d?
a? -t =(a—-b)(a+b) (a+b)®=a®+3a% + 3ad? + b3

n = 2k (parzysta) m = 2k + 1 (nieparzysta)
A=d-m=d|A A=d-m+r(resztar)

A

ab=0 < a=0V b=0 E:o < A=0A B#0
A C
E_B:AD_BC(B,DyéO)

az3 + bx? + cx +d = z?(az + b) + ... (grupowanie)
a?-b?=(a—b)(a+b) a®+b®=(axb)(a®Fab+b?)
W(a) =0 < (z—a)| W(z)

—b+vA

A=0b"—4dac z15=
2a

az? + bz +c = a(z — z1)(z — z2)

p% liczby @: 1%;0 -x po obnizce o p%: ( - lz;o):l:
s =wv-1 wplywy = cena - liczba sztuk
% -a % -100% K, =K, (1 + %)n zmiana wzgledna:

nowa — stara 100%
stara
9(x) = f(x — p) + g wektor [p,q] Dy = Dy przesunieta o p

y=—f(z): (z,9) = (=, —y) y=f(—2) (z,y9) = (-=,9)

a=M y—yo = a(z — zy) a1 = as (rbwnolegte)
T — T4
ay - ag = —1 (prostopadte)
b A
=—— q= =—— A=0d>-14
P 2a g=f(p) 4a ac
—-bt VA
T12=—F—
2a
ap=a1+(m—-1)r S =¥-
2a;+ (n—1)r
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. 1—qg"
Clag geom_e:ryczny L 72 , an=a1-¢""' Sp=a;- 1 @#1) b =ac
an = a19™ 7 trzy kolejne: b* = ac; iloczyny wyrazéw a 1—gq
— licz sume indeksow. q= Intl

Qn

Trygonometria podstawowa

.5 9 sina | R o 1
sin“a+cos“a=1 tga = sin30° = cos 60° = 3

Jedynka + tangens = iloraz. Kat rozwarty — cosinus i

tangens ujemne. sin 45° = cos 45° = %
Tréjkaty: Pitagoras, pola, sinus i cosinus P= %ab siny ¢ =a?+b? — 2abcosy .L =2R
Dwa boki + kat miedzy nimi — %ab siny i tw. 9 s
o a3 a®V3
cosinuséw. Rownoboczny — b = #4=. Pp = 1
4 Podobienstwo, twierdzenie Talesa i dwusieczna & — k2 E — i3 |AD| B |AC| B2—p-
Réwne katy — podobienstwo — proporcja. Pola przez k2 Py Vi |DB| o |BC| q
, objetosci przez k3.
. o a
Okrag I katy Olypis = %as'rod l= oano 27r Pwycinka = aano 7"'2
Wopisany = potowa srodkowego. Dwa promienie — — 180° i 360 360
tréjkat réwnoramienny. Srednica — 90°. aty= (wpisany)
Geometria analityczna |AB| = \/(333 — 242+ (s —ya)? S= (w, %)
Przekatne réwnolegtoboku — wspdlny srodek. Okrag:
: g POV SIOAEr TS (2 —a)?+(y—b)2 =12 D=A+C—B

znak w nawiasie odwrotny, prawa strona to 7.

Stereometria V= %PpH d = a/3 (szeécian) d = va? + b% + c?
Znajdz trojkat prostokatny w bryle. Ostrostup i stozek: % Vitorka = %7‘[’7‘2H
. Rozwarcie stozka dziel na pot.

Kombinatoryka ny-ng-...-ngp n!l=1-2-...-n n* zpowtdrzeniami)
Kratki na pozycje, zacznij od najbardziej ograniczone;. n(n — 1)
Kolizja warunkéw — przypadki i dodawanie. 2 (pary)
ien A
Pra.m.rdopodob|enstwo o P(A) = Al P(A")=1-P(A) |Q| =n? ze zwracaniem)
Najpierw ||, potem | A|. ,Co najmniej jeden” — |
przeciwne. Pary sg uporzadkowane. |2 = n(n — 1) (bez zwracania)
Statystyka: srednia, mediana, dominanta =21 t...+Ta By = W1T1 + ... + Wnln
Suma = m - Z. Mediana: posortuj, licz pozycje. no_, w1+...+ W
Dominanta to wartosc. o2 = —Z(wl ) mediana: pozycje &, & + 1
' 2’ 2

n

Optymalizacja i modelowanie funkcja kwadratow. b
Py ja 1 mocero! ? ? p=—o- a=f) Pl@)=z-(.) 2€(0,...)—
Zmienna — druga wielkos$¢ z warunku — P(z) + 2a
dziedzina

dziedzina — wierzchotek — petna odpowiedz.
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Zrédta i metodologia

Analiza dotyczy powtarzalnych umiejetnosci i schematéw, a nie przewidywania tresci konkretnych zadan.
Czestotliwosc i punkty policzono na podstawie siedmiu prawdziwych arkuszy majowych CKE z lat 2020-2026,
rozpisanych zadanie po zadaniu w serwisie matematix.pl. Arkusze 2020-2022 pochodza z Formuty 2015 —
uwzgledniamy z nich tylko te zadania, ktérych umiejetnosci nadal obowiazujg w Formule 2023 (pominiete zostaty
m.in. utamki okresowe i funkcja wyktadnicza na poziomie podstawowym). Od matury 2025 wymagania
egzaminacyjne opieraja sie na zmienionej (odchudzonej) podstawie programowej, dlatego arkusze 2025-2026
maja w analizie najwieksza wage.

Zadania treningowe sg autorskie — odwzorowujg typy umiejetnosci z arkuszy, ale nie sg kopiami zadan CKE.
Wszystkie odpowiedzi zostaty zweryfikowane rachunkowo.

® CKE — Egzamin maturalny w Formule 2023 i w Formule 2015: arkusze, zasady oceniania, ,Wybrane wzory
matematyczne”,

® matematix.pl — arkusze maturalne z matematyki z rozwigzaniami (poziom podstawowy i rozszerzony, lata
2020-2026),

® matematix.pl/poradnik-maturalny — interaktywna wersja tego opracowania: zadania z zapisem postepow.
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