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Klucz odpowiedzi i rozwigzania — Zbior zadan maturalnych - CKE (Formuta 2023)

Opracowanie Matematix.pl na podstawie rozwigzan zadan w serwisie — nie jest to oficjalny dokument CKE ani wydawnictwa. Zadania i rozwigzania online: matematix.pl. Wygenerowano
26.09.2026.

Odpowiedzi do zadan zamknietych

Zadanie Odpowiedz Pkt
5 B (y/VIEd + V6 = 2%) 1
7 c((-1) !
10 D (2) 1
18 C (ma dokfadnie dwa rozwigzania: z = 0, z = —3) 1
39 C (22,5 !
54 A (3a%h) 1
56 B (225) 1
57 C(6) !
58 A4!-5!.2) 1
59 AG-4-3) 1
61 B (25,2) !
62 B (1,5) 1
63 A(E) 1
64 D($) 1

Rozwiazania krok po kroku

2pi

Wykaz, ze suma trzech kolejnych liczb catkowitych jest podzielna przez 3.

Odpowiedz: Wykazano rozpisujac

Wprowadzmy do zadania nastepujgce oznaczenia:
n - pierwsza liczba catkowita

n + 1 - druga liczba catkowita

n + 2 - trzecia liczba catkowita

W ten sposob opisalismy trzy kolejne liczby catkowite, ktére musimy teraz doda¢, zatem:

n+(n+1l)+(n+2)=3n+3=3(n+1)

Dzieki wytaczeniu trojki przed nawias, mozemy stwierdzi¢, ze ta suma jak najbardziej dzieli sie przez 3, dajac wynik réwny n + 1. Dowodzenie mozna uzna¢ za
zakonczone.

g

Liczbe a = (V2 + v/7)? mozna zapisa¢ w postaci a = & + yv/'14, gdzie z € Z orazy € Z.

Uzupetnij ponizsze réwnosci. Wpisz whasciwe liczby w wykropkowanych miejscach.

Odpowiedz: ¢ = 9 oraz y = 2
Sprébujmy rozpisaé podana liczbe a. Korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia (a + b)? = a? + 2ab + b?, otrzymamy:

(V2+ V7 =2+2V/14+7=9+2/14

Otrzymany wynik musimy przyréwnac do postaci x + yv/ 14. Widzimy zatem, ze w tym przypadku = 9 orazy = 2.
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bap

Rozwazmy takie liczby rzeczywiste a i b, ktére spetniajg warunki: a # 0 oraz b # 0 oraz aV2+bV/3=0

Oblicz wartos¢ liczbowa wyrazenia ¢ + % dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b, spetniajacych powyzsze warunki. Wynik podaj w postaci utamka bez
niewymiernosci w mianowniku.

Odpowiedz: \(-\frac{5\sqrt{6}}{

Krok 1. Zapisanie réwnan.
Z tresci zadania wynika, ze:

a\/§+b\/§:0, av2 = —bV3

Sprébujmy przeksztatci¢ to rownanie, tak aby po jednej stronie mie¢ utamek <, zatem:

av2 = —bV3 /:\/E,azL\/\i/§ /:I),%:_T\/ig

| analogicznie przeksztatémy to nasze poczatkowe réwnanie, ale tym razem w taki sposéb, aby otrzymac utamek % zatem:

W3- V3 /ﬁ:*ﬁ /;45,5;7“35

Znajac wartosci liczbowe utamkow ¢ oraz % mozemy przystapi¢ do obliczenia sumy:

+

Q| o

_ V3, V2
G V3

SRS

Krok 2. Obliczenie sumy podanego wyrazenia.
Chcac dodac teraz do siebie te dwa utamki, musimy sprowadzi¢ je do wspdlnego mianownika. W tym celu licznik oraz mianownik pierwszego utamka nalezatoby
pomnozy¢ przez wartos¢ mianownika drugiego utamka (czyli przez v/3) i analogicznie licznik oraz mianownik drugiego utamka trzeba pomnozy¢ przez wartosé
mianownika pierwsze utamka (czyli przez V/2). Catos¢ wygladataby nastepujaco:

-2

VB,V BVB VBNVE s 2
Vi VB VaB VBvE VB VB

Sl

Otrzymany wynik jest poprawny, ale zgodnie z poleceniem, musimy jeszcze usuna¢ niewymiernos¢, ktora pojawita sie w mianowniku. W tym celu musimy licznik
oraz mianownik tego utamka pomnozy¢ przez v/6, otrzymujac:

-5 —5-v/6 56

V6 6-v6 6
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v2p

Dana jest liczba

1 1 1
a = — + + —
1+v2 V243 V344

Wykaz, ze a jest liczba catkowita. Zapisz obliczenia.

Odpowiedz: Udowodniono dodajac

Chcac dodac do siebie jakiekolwiek utamki zwykte, musimy sprowadzi¢ je do wspdinego mianownika. W tym konkretnym zadaniu najlepszym pomystem bytoby
zaczecie obliczen od usuniecia niewymierno$ci w kazdym z mianownikow.

W mianownikach wszystkich utamkoéw pojawiaja nam sie nie tylko same pierwiastki, ale wyrazenia z pierwiastkiem. W takich sytuacjach, chcac usuna¢ niewymiernosé,
musimy wymnozy¢ liczniki oraz mianowniki tych utamkéw przez wyrazenie znajdujace sie¢ w mianowniku, ale ze zmienionym znakiem. Taki zabieg pozwoli nam
zastosowa¢ w mianownikach wzér skroconego mnozenia (a + b)(a — b) = a® — b2. Obliczenia wygladatyby wiec nastepujaco:

LO-VD) L 16AVE) LOBVE 13 VE-VE VE-VE_1-v3 VE-VE

1+v2)-(1-v2) (V2++3)-(vV2-V3) (V3+VD)-(v3-va) =~ 1-2  2-3  3-4 = -1 -1

Upraszczajac caty zapis otrzymalismy wynik réwny 1, zatem otrzymalismy liczbe catkowita, co nalezato udowodnic.

g

Ktéra z podanych réwnosci (A-D) jest prawdziwa?

Odpowiedz: B (\/ V144 + v/16 = 2?)

Prawdziwe jest jedynie réwnanie zapisane w drugiej odpowiedzi, poniewaz:

VYV + V16 = V12 +4=V16=4 =22 =27

Powiedzmy sobie moze jeszcze, dlaczego pozostate odpowiedzi sa btedne:
Odp. A. - tutaj trzeba bytoby zastosowaé wzér skréconego mnozenia (a + b)? = a® + 3a?b + 3ab? + b% wiec od razu wida¢, ze ten zapis jest niepoprawny.

Odp. C. - tu wystarczyto zauwazy¢, ze 2% jest rowne \/% czyli % Ten utamek podniesiony do potegi trzeciej da zupetnie inny wynik niz to, co jest po prawej
stronie.
Odp. D. - tu mozna dostrzec, ze V64 jestréwne 4, a 4510 zupetnie inna liczba niz 8% (zwré¢ uwage, ze 45 to mniej niz 1, a 8 jest rowne ponad 500).
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v2p

Okres T' drgan wahadta w pewnym zegarze dany jest wzorem:

gdzie [ oznacza dtugo$¢ wahadta, a g oznacza przyspieszenie grawitacyjne. Przyjmij do obliczen, ze przy$pieszenie grawitacyjne na Ziemi wynosi gz = 9, 81 % a

przy$pieszenie grawitacyjne na Ksiezycu wynosi gx = 1, 62%.

Oblicz %‘ - stosunek okresu drgan tego wahadta, gdyby znajdowato si¢ ono na Ksiezycu, do okresu drgan tego samego wahadta znajdujacego sie na Ziemi. Wynik
podaj z doktadnoscig do 0, 01.
Odpowiedz: \(\frac{T_{K}{T_{Z}

Krok 1. Zapisanie réwnan.
Z tresci zadania wynika, Ze przyépieszenie grawitacyjne na Ziemi jest rowne 9, 8177, zatem podstawiajac ta dang do wzoru na okres, otrzymamy:

| analogicznie, podstawiajac przyspieszenie grawitacyjne na Ksiezycu réwne 1, 62 ;"—Z otrzymamy:
T 2 —l
=2m
K 1,62

Krok 2. Obliczenie stosunku okresu drgan.
Celem zadania jest obliczenie stosunku drgan wahadta na Ksiezycu, wzgledem drgan na Ziemi, zatem musimy podzieli¢ Tk przez Tz, otrzymujac:

a1 i
Tx 1,62 1,62 l l l l l 9,81 9,81
_— == =, =T = ===, =T — = ~ /6,056 ~ 2,46
Tz 1 ’ \/1,62 \/9,81 1,62 9,81 ’ \/1,62 l \/1,62 ’ ’

]
2m 9,81 9,81

Wartos$¢ wyrazenia logk + logﬁ - lag%ke', gdzie k > 0, jest réwna:

Odpowiedz: C ((—1))

Zanim zaczniemy oblicza¢, to warto wspomnie, ze jesli logarytm nie ma zapisanej podstawy, to domyslnie jest ona rowna 10. Stad tez przyktadowo log k to nic
innego jak logok-

Wracajac do naszego przyktadu, to korzystajac z dziatan na logarytmach, mozemy zapisa¢, ze:

0 1

logh - — k2 : k3 = log— K+ kP = log— k3. log o

100 10 100 10 100 K3

Jesli umiemy podac wartos¢ koricowego logarytmu, to od reki mozemy zapisa¢, ze catosé jest rowna —1. Jesli jednak nie czujemy sie na sitach, to mozemy
standardowo zapisac, ze rozwigzaniem tego logarytmu jest x i catos¢ wygladataby w ten oto sposéb:

1 1
l — =z 10"= —
ooy T F 10
Teraz musimy sprowadzajac potegi do jednakowej podstawy, otrzymujac:

1
10" =55, 10°=10", 2= 1
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v2p

Liczby rzeczywiste z, y, z spetniaja nastepujace warunki:

z,y,2 >0 oraz z,y,z# 1 oraz ' ==z

Dokoncz zdanie. Wybierz dwie wtasciwe odpowiedzi sposréd podanych. Z podanych warunkéw wynika, ze prawdziwe sg réwnosci:

A logy = z
B. yflova — %
C.log,z=1y

D. yh?yry =z
E. logx = 2
—log,z _ 1
F.z =73
Odpowiedz: B. oraz E.

Pierwsze rownanie jesteSmy w stanie utozy¢ tak naprawde z definigji logarytmu, ktéra znajdziemy w tablicach matematycznych, czyli:

logb=c<a“=b

Musimy sie tylko odpowiednio dopasowa¢ symbolami. Z tresci zadania wynika, ze y* = z, zatem:

logg =2y =z

To oznacza, ze jedna z poprawnych odpowiedzi jest na pewno E. Poszukajmy teraz drugiej odpowiedzi. Réwniez w tablicach znajdziemy takie oto réwnanie:

alogab —b

Korzystajac z naszych oznaczen, zapisalibysSmy, ze:

logyr z

Doktadnie takiej odpowiedzi nie mamy, ale przygladajac sie proponowanym odpowiedziom, widzimy, ze jeste$my do$¢ blisko zapisu z odpowiedzi B. Pamietajac o
tym, Ze ujemna potega zwigzana jest z odwrotnoscig liczby, moglibysmy stwierdzi¢, ze:

y—logy;r, —

Stad tez réwnie poprawna odpowiedzia bedzie réwnanie z odpowiedzi B.
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g

Oceh prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F — jesli jest fatszywe. Wyrazenie 222 — 1 mozna przeksztatci¢
rownowaznie do wyrazenia (1 — zv/2)(zv2 — 1).

Dla kazdej liczby rzeczywistej @ warto$¢ wyrazenia (2 + z)® — 22(x + 6) — 12z jest réwna 8.

Wyrazenie 222 — 1 mozna przeksztatci¢ rownowaznie do wyrazenia (1 — z\/§)(z 2-1).

Prawda

Fatsz

Dla kazdej liczby rzeczywistej  wartos¢ wyrazenia (2 + z)® — z?(z 4 6) — 12z jest rowna 8.

Prawda
Fatsz

Odpowiedz: 1) FALSZ

Krok 1. Ocena prawdziwosci pierwszego zdania.
Mozemy oczywiscie wymnozy¢ podane nawiasy i sprawdzic jaki wynik otrzymamy:

(1-2vV2)(@vV2-1)=2V2—-1-22" + 2v2 =222+ 2v2z — 1

Ewentualnie moglibyémy dostrzec, ze to zadanie opiera sie na wzorach skréconego mnozenia, a konkretnie chodzi tu o wzor (a? — b?) = (a + b)(a — b). W naszym pt

2% — 1= (2vV2+1)(zv2 - 1)

Otrzymany wynik nie jest tozsamy z podanym wyrazeniem, wiec zdanie jest fatszem.

Krok 2. Ocena prawdziwosci drugiego zdania.
Korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia (a + b)® = a® + 3a%b + 3ab® + b°, otrzymamy:

284322243222+ — 2% —622— 120 =, =8+ 12z + 62> — 62> — 122 =8

Zdanie jest wiec prawda.

W(2)=2"-9-22+26-2
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Zadanie 11

Dane jest wyrazenie

gdziea € R, be R, a#b, a# —b

Przeksztat¢ dane wyrazenie do najprostszej postaci i oblicz jego wartos¢ dla a = % orazb = —%A

Odpowiedz: \(\frac{2\sqrt{3}}{9

Krok 1. Uproszczenie wyrazenia.
Chcac dodac lub odja¢ utamki zwykte, musimy sprowadzi¢ je do wspdlnego mianownika. Tutaj powinnismy zauwazy¢, ze w zadaniu wykorzystamy wzor skréconego

(@iﬁé@?w_aizgz<£:;):’:<§;%§_F§§)W

Krok 2. Obliczenie wartosci liczbowej.

Majac uproszczona posta¢, mozemy przystapi¢ do podstawienia podanych liczb, czylia = % orazb = —%. Otrzymamy wtedy:

Zadanie 12

. ) . o - . ar+b
Wyrazenie wymierne % + 5 mozna przeksztatci¢ rownowaznie do wyrazenia

7 gdzie a, b, ¢, d sa pewnymi wspotczynnikami rzeczywistymi. Wyznacz wartoé

cT +
Odpowiedz: \(a=5, b=-13, c=1,d

Krok 1. Przeksztatcenie podanego wyrazenia.
Celem zadania jest poprawne przeksztatcenie podanego wyrazenia, a cato$¢ tak naprawde sprowadza sie do wykonania poprawnego dodawania. Musimy podang su

sposob:
+5= 2
-3 7 z-3
Krok 2. Odczytanie wspdtczynnikow.
Udato nam sie sprowadzi¢ wyrazenie do postaci z tresci zadania, czyli fﬁdb wiec pozostato nam juz tylko przyréwnanie wspotczynnikéw, zatem: a = 5,b = —13, ¢ -
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Zadanie 13

Dany jest wielomian W (z) = 23 — 42 + z + 6, gdzie z € R.

Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz jej uzasadnienie sposréd 1., 2. albo 3.

Wielomian W (z) jest podzielny przez:

liczba x = 3 je!
A. | dwumian (x — 3), wielomianu.

poniewaz 2. | wyraz wolny wi

B. | dwumian (x — 6), liczba x = 6 jes

wielomianu.

Odpowiedz: A., poniewaz 1.
Wielomian jest podzielny przez dwumian typu (z — a) wtedy, gdy W (a) = 0. Méwiac bardzo obrazowo, musimy podstawi¢ do wielomianu z = 3 oraz z = 6 i sprz

W(3)=3%-4-32

W(6)=6"—4-6+6-

To oznacza, ze wielomian jest podzielny przez dwumian (z — 3), poniewaz liczba = = 3 jest pierwiastkiem wielomianu.

Zadanie 14

Rozwiaz nierébwnos¢. Podaj najwieksza liczbe catkowita spetniajaca te nierownosc.

Odpowiedz: z < —3. Najwieks

Krok 1. Rozwiazanie nieréwnosci.
Na poczatek wazna uwaga - mamy nieréwnos¢, czyli musimy pamietac, ze gdy mnozymy lub dzielimy obydwie strony przez liczbe ujemna, to trzeba zmieni¢ znak na

Aby rozwigzac nierownos¢, musimy przenies¢ iksy na lewa strone, a liczby na prawa. Najprosciej bedzie to zrobi¢ w ten sposéb:

2¢>vV5-2+3V5-6 /—(\/E-

Wyrazenie 2 — \/gjest ujemne, dlatego dzielgc obydwie strony przez tg wartos¢, musieliémy zmienic¢ znak nieréwnosci na przeciwny.

Krok 2. Uproszczenie zapisu.
W otrzymanym wyniku dobrze bytoby jeszcze usunaé niewymiernos¢ z mianownika, zwtaszcza, ze to dos¢ mocno uprosci nam caty zapis. Jak jesteSmy spostrzegawc:
przez 2 + \/5 dzieki czemu w mianowniku skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia (a — b)(a + b) = q? — b?, zatem:
- (3vV5—6)-(2+V
25 2+

Krok 3. Podanie najwiekszej liczby catkowitej spetniajacej nierbwnosc.
Zgodnie z treécig zadania, musimy jeszcze podac najwieksza liczbe catkowitg, ktéra spetnia te nieréwnosé. Wartos¢ & musi by¢ mniejsza lub réwna —3, wiec najwieksz
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Zadanie 15

Rozwigz réownanie

Odpowiedz: \(x=3 \quad\lor\quad
Tego typu réwnania najprosciej jest rozwigzywaé metoda grupowania, wytgczajac odpowiednie czynniki przed nawias:

—22% 4+ 22 4+ 18z -

Otrzymalismy postac iloczynowa, zatem mozemy teraz przyréwnac wartosci w nawiasach do zera:

22—-9=0 VvV —2z-
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Zadanie 16

Rozwiaz réwnanie

Odpowiedz: \(x=1 \quad\lor\quad

Krok 1. Zapisanie réwnania w postaci iloczynowej.
Najprosciej bytoby zauwazyé¢, ze liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu, poniewaz W (1) = 0.

W(1) =

Skoro tak, to mozemy podzieli¢ wielomian W (z) = —z% + 13z — 12 przez z — 1. Jak wykona¢ takie dzielenie? Mozemy to zrobi¢ za pomoca dzielenia pisemnego, ¢

Liczby w gérnym wierszu to wspétczynniki wielomianu —z® 4+ 13z — 12 (zwrd¢ uwage, ze nie mamy tutaj 22, stad tez w tym miejscu w tabelce pojawito sie 0). W lev
1-(=1)+0=—-140= —3 = Pod liczba 0 wpisujemy —1

1-(—1)+13 = -1+ 13 = 12 = Pod liczba 13 wpisujemy 12

1-12+ (—12) =12 — 12 = 0 = Pod liczba —12 wpisujemy 0

Tabelka wyglada wiec nastepujaco:

To oznacza, ze wynikiem dzielenia wielomianu —z° 4+ 13z — 12 przez dwumian = — 1 jest —z%> — & + 12. W takim razie mozemy stwierdzi¢, ze rownanie z tresci zac

Krok 2. Rozwigzanie powstatego réwnania.
Najtrudniejsze juz za nami, teraz musimy rozwigza¢ powstate réwnanie w postaci iloczynowej. W tym celu wystarczy przyréwna¢ wartosci w nawiasach do zera, zatenr

Z pierwszego réwnania otrzymamy rozwigzanie z = 1. Musimy jeszcze rozwigzac to drugie rownanie, ktoére jest rbwnaniem kwadratowym zapisanym w postaci ogoli

Wspdtezynnikiia = —1, b= —1, ¢ =12

A=b*—dac= (-

VY -
rH=——=—
2a

To oznacza, ze bedziemy miec trzy rozwigzania tego réwnania:
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Zadanie 17

Szymon przygotowuje sie do egzaminu na prawo jazdy. Opanowat juz 97 sposroéd 3697 zadan. Postanowit, ze kazdego kolejnego dnia bedzie rozwigzywat n zadan. z
bedzie zwiekszat dziennej liczby rozwiazanych zadan.

Odpowiedz: 90

Krok 1. Wprowadzenie oznaczen do tresci zadania.
Wprowadzmy do zadania proste oznaczenia:

m - liczba dni potrzebnych na rozwigzanie

n - liczba rozwigzywanych zadan dziennie

m — 10 - skrécona liczba dni nauki

n + 5 - zwigkszona liczba rozwigzywanych zadan

Dodatkowo z tresci zadania wynika, ze zadan, ktérych Szymon jeszcze nie opanowat mamy:

Krok 2. Utozenie réwnan.
Na podstawie tresci zadania mozemy wywnioskowac, ze liczba dni pomnozona przez liczbe zadan rozwigzywanych dziennie powinna dac wynik réwny 3600, zatem:

Chcemy, by liczba dni byta skrocona o 10, a liczba zadan zeby byta zwiekszona o 5, zatem powstanie nam nastepujace réwnanie:

Zapisalismy sobie przed chwila, ze mn = 3600, wiec podstawiajac te wartos¢ do naszego réwnania, otrzymamy:

3600 + §

Teraz wracamy do réwnania (m — 10) - (n + 5) = 3600 i podstawiamy tam wyznaczone przed chwila m = 2n + 10, zatem:

(2n+10 — 10) - (n + 5) = 3600 , 2n

Krok 3. Rozwigzanie powstatego réwnania kwadratowego.
Powstato nam réwnanie kwadratowe, ktére musimy teraz rozwigza¢. Réwnanie jest zapisane w postaci ogélnej, zatem z pomoca przyjdzie nam delta:
Wspotczynniki: a = 1, b = 5, ¢ = —1800

A=b —4dac=5

_—bh—VA -

ny -
2a

Krok 4. Obliczenie liczby dni potrzebnych na rozwigzywanie zadan.
Z réownania kwadratowego otrzymaliSmy dwa rozwigzania, ale to ujemne musimy oczywiscie odrzuci¢, poniewaz liczba rozwigzywanych zadan nie moze by¢ ujemna. z

m =
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(32 — 62)(z* — 9)
(z —2)(z — 3)2

Odpowiedz: C (ma dokladnie dwa rozwiazania: = 0, x = —3)

Réwnanie = 0 w zbiorze liczb rzeczywistych:

Krok 1. Zapisanie zatozen do tresci zadania.
Z radji tego, iz na matematyce nie istnieje dzielenie przez zero, to warto$¢ z mianownika musi by¢ rézna od zera. To sprawia, ze musimy do tresci zadania wprowadzi¢

x

Krok 2. Rozwigzanie réwnania.
Majac zapisane zatozenia, mozemy przystapi¢ do rozwigzywania. Najprosciej bedzie wymnozy¢ obydwie strony przez wartos¢ z mianownika, zatem:

(322 — 6z) (x> — 9)

—_— = T — xr — 2 il?2— X iL’2— = iL’2— r = iL’2— = T\OT — =
CEDICEDE o/( 2)(z — 3)2, (322 — 62)(22—9) =0, 322 — 62 =0 V 9=0, z(3z—6) =

Krok 3. Weryfikacja otrzymanych wynikow.
Otrzymane wyniki musimy jeszcze zweryfikowac z zapisanymi zatozeniami. Zgodnie z nimi musimy odrzuci¢ rozwigzania * = 2 oraz ¢ = 3, stad tez zostajg nam jedy

Zadanie 19

Niech == bedzie utamkiem nieskracalnym. Jesli do licznika dodamy 6, a do mianownika dodamy 15, jego wartos¢ nie zmieni sie. Oblicz liczby m. i n.
Odpowiedz: m = 2 orazn =5

Skoro warto$¢ licznika ma by¢ powiekszona o 6, a mianownika o 15 i catoé¢ daje w dalszym ciagu posta¢ £+, to mozemy utozy¢ nastepujace rownanie:
Mnozac na krzyz, otrzymamy:
(m+6) - n=(n+1

Obliczylismy wartos$¢ naszego utamka, ale to jeszcze nie koniec. Z tresci zadania wynika, ze nasz utamek jest nieskracalny, wiec otrzymana postac 1—65 musimy jeszcze

Szukanymi liczbami beda wiec m = 2 orazn = 5.
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Zadanie 20

Dana jest liczba dwucyfrowa a, w ktérej suma cyfr jest rowna 14. Jezeli zamienimy miejscami jej cyfry, otrzymamy liczbe o 18 mniejszg od liczby sprzed tej zamiany cy

Odpowiedz: a = 86

Krok 1. Wprowadzenie oznaczen do tresci zadania.

Zaczniemy od wprowadzenia oznaczen dotyczacych cyfr dziesiatek i jednosci:
T - cyfra dziesigtek

y - cyfra jednosci

Z tresci wynika, ze suma tych dwoch cyfr jest rowna 14, zatem:

Sprobujmy teraz zapisa¢ réwnanie opisujgce nasza liczbe, bazujac na oznaczeniach x oraz y. Wbrew pozorom nie mozemy zapisa¢, ze a = zy lub a =  + y. Tego ty

Powyzszy zapis jest standardowy w tego typu zadaniach, wiec warto o nim pamietac. Jedli nie jest on zbyt zrozumiaty (zwtaszcza to mnozenie przez 10), to wystarczy

Dodatkowo z tredci zadania wiemy, ze przy zamianie cyfr (czyli gdy bedziemy mieli liczbe 10y + x) powstanie liczba o 18 mniejsza, zatem:

Krok 2. UtoZenie i rozwigzanie uktadu réwnan.
Bazujac na réwnaniach zapisanych w poprzednim kroku, mozemy utozy¢ nastepujacy uktad réwnan:

Najprosciej bedzie skorzystac z metody podstawiania. Wyznaczmy wiec warto$¢ & z pierwszego réwnania i przy okazji uporzadkujmy to drugie réwnanie:

Teraz podstawiajac pierwsze rownanie do drugiego, otrzymamy:

Znamy juz wartos¢ jednej z cyfr, wiec musimy jeszcze obliczy¢ druga. W tym celu wystarczy podstawi¢ obliczone y = 6 do jednego z réwnan np. © = 14 — y, otrzym

To oznacza, ze nasza liczba a jest réwna:

Zadanie 21

Pies goni lisa. Poczgtkowa odlegtos¢ miedzy zwierzetami réwna byta 30m. Dtugos¢ kazdego skoku psa jest rowna 2m, dtugos¢ kazdego skoku lisa jest rowna 1m. W

Odpowiedz: 120m

To zadanie mozna rozwiaza¢ uktadajac odpowiednie réwnania, ale mozna tez podej$¢ do tematu nieco sprytniej. Wiemy, ze na trzy skoki lisa przypadajg dwa skoki ps
- Skok lisa ma 1m, wiec trzy skoki dajg dystans 3 - 1m = 3m.
- Skok psa ma 2m, wiec dwa skoki daja dystans 2 - 2m = 4m.

Mozna wiec przyja¢, ze w trakcie jednego cyklu, pies dogoni lisa na 1m. Do dogonienia ma on dystans 30m, wiec bedzie potrzebowat 30 cykli. Skoro wiec kazdy cykl
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Zadanie 22

Suma liczb rzeczywistych a i b réwna jest 527. Wiemy, ze 8% liczby a jest réwne 7,5% liczby b. Oblicz liczby a i b.
Odpowiedz: a = 255 oraz \(b=2

Krok 1. Zapisanie réwnan.
Skoro suma liczb @ i b réwna jest 527, to mozemy utozy¢ proste rownanie:

Dodatkowo z tresci zadania wynika, ze 8% liczby a, jest rowne 7, 5% liczby b, czyli:

Krok 2. Utozenie i rozwigzanie uktadu réwnan.
Z tych dwoch otrzymanych réwnan musimy teraz utozy¢ uktad rownan:

Uktad mozemy rozwigzac na rozne sposoby, najlepiej bedzie chyba zastosowac¢ metode podstawiania. W tym celu musimy przeksztatci¢ pierwsze réwnanie i podstaw

Podstawiajac pierwsze réwnanie do drugiego, otrzymamy:
0,08 - (527 —b) :

Znamy juz wartos¢ jednej liczby, musimy jeszcze poznac brakujaca liczbe a. W tym celu wystarczy podstawi¢ obliczone przed chwila b = 272 np. do réwnania a = 52

Rozwigzaniem zadania jest wiec para liczb: a = 255 oraz b = 272.
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Zadanie 23

Rozwiaz uktad réownan

Odpowiedz: \(\begin{cases}x=2 \

Krok 1. Rozwiazanie uktadu réwnan.
Tym razem mamy uktad réwnan, w ktérym jedno z réwnan jest rownaniem kwadratowym. To generalnie nie zmienia istoty sprawy i rozwigzujemy ten uktad w stand:

Podstawiajac teraz drugie réwnanie do pierwszego, otrzymamy:

P+ 2z—-1)2 -4z +4-2z-1)—1i

Krok 2. Rozwigzanie powstatego réwnania kwadratowego i zakonczenie rozwigzywania uktadu réwnan.
OtrzymaliSmy rownanie kwadratowe, ktore musimy teraz rozwigzaé. To réwnanie jest na tyle proste, ze damy rade obliczy¢ je bez wyznaczania delty, zatem:

Jak to standardowo bywa w réwnaniach kwadratowych, otrzymali$my dwa rozwigzania i obydwa te rozwigzania sa jak najbardziej poprawne. Teraz musimy wyznaczy

Gdy x = 2, to:
Gdy z = —2, to:

=-2

To oznacza, ze rozwigzaniem tego uktadu réwnan sa dwie pary liczb: {g f g oraz {33 .
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Zadanie 24

Dana jest funkgja kwadratowa f okreslona wzorem y = f(z) = 22 + 5z + 6, gdziez € R.

Dokoncz zdania. Zaznacz odpowiedz sposréd A-D oraz odpowiedz sposrod E-H.

1. Postac kanoniczna funkgji f wyraza sie wzorem:

2. Postac iloczynowa funkdji f wyraza sie wzorem:
Ey=(z—2)(z—3)
Fy=(z—2)(z+3)
Gy=(z+2)(z—-3)

Hy=(z+2)(z+3)
Odpowiedz: B. oraz H.

Krok 1. Rozwigzanie pierwszej czesci zadania.
Chcac zapisa¢ posta¢ kanoniczna, musimy najpierw pozna¢ wspétrzedne wierzchotka paraboli W = (p, g). W tym celu musimy skorzystac ze wzoréw p = ;—: oraz q

Zacznijmy od wspdtrzednej p, zatem:

Teraz obliczmy wspotrzedna g. Tutaj we wzorze pojawia nam sie delta, wiec moze wyliczmy ja osobno dla lepszej przejrzystosci zapisu:

| teraz znajac delte, mozemy zapisa, ze:

To oznacza, ze W = (-5, —1).

Teraz mozemy przejs¢ do zapisania postaci kanonicznej. Posta¢ kanoniczng zapisujemy jako:

Wiemy juz, ze p = 7% orazq = 7%. Z postaci ogolnej odczytalismy tez, ze a = 1, zatem podstawiajac te wszystkie informacje do powyzszego wzoru, otrzymamy:

Y=

Krok 2. Rozwigzanie drugiej czesci zadania.
Do zapisania postaci iloczynowej bedziemy potrzebowa¢ miejsc zerowych. Musimy wiec rozwiaza¢ réwnanie kwadratowe 2 + 5z + 6 = 0, a skoro delte liczylismy ju
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Teraz mozemy przystapi¢ do zapisania postaci iloczynowej. Postac iloczynowa zapisujemy jako:

Podstawiajac wyznaczone przed chwilg miejsca zerowe x1 = —3 oraz x2 = —2, a takze wspdtczynnik @ = 1, otrzymamy:
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Zadanie 25

W kartezjanskim uktadzie w wspotrzednych (z, y) przedstawiono fragmenty wykreséw czterech funkdi: £, g, h, s.

Y a

h

~

@)}

o1

-

w

o

e

P

|

LN

Zadanie 1.

Najwieksza wartos¢ dla argumentu z = 2 przyjmuje funkdja:

A f
B.g

C.h
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Zadanie 2. Dla argumentu & = 3 te sama wartos¢ przyjmuja funkcje:
Afis
B.sih
C.fig

D.gis

Zadanie 3. Zapisz maksymalny przedziat, w ktorym prawdziwa jest nieréwno$¢ g(z) > h(z).

Odpowiedz: 1. A. 2. C. 3. \(x

Rozwigzanie 1.
Przygladajac sie wykresom funkgji, widzimy, ze dla argumentu & = 2 najwyzsza wartos¢ osiagnie funkgja f (mozemy nawet doda¢, ze ta warto$¢ to y = 5).

Rozwigzanie 2.

Jesli dwie funkcje przyjmuja ta sama wartos¢ dla danego argumentu, to z praktycznego punktu widzenia, wykresy tych funkgji po prostu sie przetna. Widzimy wiec, z:
Rozwiagzanie 3.

Zgodnie z zapisem g(x) > h(z), interesuje nas sytuadja, w ktérej dla danego argumentu, funkgja g(z) przyjmuje wigksze wartosci niz h(z). Mowiac bardziej obrazo
z € (1,6). Tak na marginesie - nawiasy dajemy otwarte, bo dla tych skrajnych argumentow obydwie funkgje przyjmuja jednakowa wartos¢, a nas interesuje sytuadja,
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Zadanie 26

Temperatura powietrza obniza sie wraz ze wzrostem wysokosci n.p.m. Na podstawie danych empirycznych stwierdzono, ze temperatura maleje o 0, 6°C, gdy wysokc
byta rowna 13°C. W tym samym czasie dokonano pomiaréw temperatury powietrza w Biatce Tatrzanskiej i na Rysach.

Zadanie 1.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F — jesli jest fatszywe.

1. Na Rysach, na wysokosci 2499 metréw n.p.m., zmierzona temperatura powietrza nie przekraczata 5°C.

2. W Biatce Tatrzanskiej (650 metréw n.p.m.) zmierzona temperatura powietrza byta réwna 16, 5°C.

Zadanie 2.

Niech f(z) = az + b bedzie funkdja opisujaca zalezno$¢ temperatury powietrza od wysokosci & n.p.m. w dowolnym punkcie nad Zakopanem. Oblicz warto$¢ wspGte

A°C.

Odpowiedz: 1. Prawda oraz falsz

Rozwigzanie 1.
Krok 1. Ocena prawdziwosci pierwszego zdania.
Réznica wysokosci miedzy Rysami i Zakopanem wynosi:

Zgodnie z trescia zadania, na kazde 100m réznicy wysokosci, temperatura zmienia sie o 0, 6°C'. To oznacza, ze tutaj ta rdznica wyniesie:

Skoro wiec w Zakopanem mielismy temperature 13°C, a na Rysach bedzie ona o 8,994°C mniejsza, to wyniesie ona:

Wyszto nam, ze temperatura powietrza faktycznie nie przekracza 5°C, czyli zdanie jest wiec prawda.

Krok 2. Ocena prawdziwosci drugiego zdania.
Réznica wysokosci miedzy Zakopanem i Biatkg Tatrzanska wynosi:
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To oznacza, ze réznica temperatur wyniesie:

W takim razie temperatura w Biatce Tatrzanskiej wyniesie:

Zdanie jest wiec fatszem.

Rozwiagzanie 2.

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Ustalmy co tak naprawde musimy obliczy¢. Widzimy, ze zaleznos¢ miedzy wysokoscia i temperatura jest liniowa (co 100m temperatura spada o 0, 6 stopnia), stad te
temperatura jest mniejsza (czyli spodziewamy sie, ze wspétczynnik a wyjdzie nam ujemny). Generalnie nasza funkcja wyglada mniej wiecej w ten oto sposéb:

A°C.

Krok 2. Wyznaczenie wartosci wspdtczynnika b.

Z wiasnosci funkdji liniowych wiemy, ze wspétczynnik b méwi nam, w ktorym miejscu wykres funkdji liniowej przecina sie z osig Oy, czyli jaka wartos¢ przyjmuje ta fur
Wiemy, ze w Zakopanem (1000m n. p. m.) temperatura wynosi 13°C, wiec skoro temperatura spada o 0, 6°C co 100m, to na wysokosci O0m n. p. m. ta temperatu

Krok 3. Wyznaczenie wartosci wspotczynnika a.

Skoro wspétczynnik b = 19, to wiemy juz, ze y = ax + 19. Musimy odnalez¢ jeszcze brakujacy wspdtczynnik a. Wiemy, ze na wysokosci 1000 metréw jest 13 stopni
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Zadanie 27

Funkga kwadratowa f jest okreslona wzorem f(z) = —2z% + bz + c i przyjmuje wartosci dodatnie tylko dla z € (—4,2).

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F — jesli jest fatszywe. Osig symetrii paraboli bedacej wykresem tej funkgji
Postac iloczynowa funkgji f wyraza sie wzorem f(z) = —2(z + 4)(z — 2).

Osig symetrii paraboli bedacej wykresem tej funkcji jest prosta z = 1.

Prawda
Fatsz

Posta¢ iloczynowa funkcji f wyraza sie wzorem f(z) = —2(z + 4)(z — 2).

Prawda
Fatsz

Odpowiedz: 1) FALSZ

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Wykresem funkgji kwadratowej jest parabola. W tym przypadku bedzie miata ona ramiona skierowane w dét, poniewaz wspétczynnik a = —2. Skoro tak, to sytuacja
Widzimy, ze skrajne argumenty, czyliz = —4 oraz z = 2 to miejsca zerowe naszej funkgji i to bedzie nasz punkt wyjscia do dalszym obliczen.

Krok 2. Ocena prawdziwosci pierwszego zdania.

Jedna z whasnosci osi symetrii jest fakt, iz znajduje sie ona doktadnie po srodku miedzy miejscami zerowymi. Do jej wyznaczenia mozemy wiec skorzystac ze Sredniej ¢

—442 -2
= ) T 5
2 2

Zdanie jest wiec fatszem.

Krok 3. Ocena prawdziwosci drugiego zdania.
Postac iloczynowa zapisujemy jako f(z) = a(z — x1)(z — @2). Ustalilismy juz, ze miejscami zerowymi sa 1 = —4 oraz za = 2. Wiemy tez, ze wspétczynnik a = —!

fl@) = =2(z = (-4))(z - 2), f(z) = —2(z +4)(z - 2)

Zdanie jest wiec prawda.
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Zadanie 28

Dana jest funkcja kwadratowa f. Do wykresu tej funkgji nalezy punkt o wspétrzednych (0, 8), a osia symetrii jej wykresu jest prosta o réwnaniu z = 4. Jednym z 1

Ay

Odpowiedz: \(f(x)=\frac{2}{3}(x

Krok 1. Wyznaczenie drugiego miejsca zerowego.
Z wiasnosci osi symetrii wynika, ze jest ona oddalona od miejsc zerowych o jednakowg odlegtos¢. Mozna wiec powiedzie¢, ze skoro od pierwszego miejsca zerowe
Ay

Do tego samego wyniku mozemy dojs¢ oczywiscie korzystajac ze Sredniej arytmetycznej, z ktorej to czesto wyznaczamy o$ symetrii:

Krok 2. Wyznaczenie wspotczynnika a i zapisanie postaci iloczynowej.
Postac iloczynowa zapisujemy jako f(z) = a(z — z1)(z — ). Znamy juz miejsca zerowe, wiec moglibysmy zapisa¢, ze:

Do poznania petnego wzoru brakuje nam jeszcze wspdtczynnika a. Aby poznaé jego wartos¢, wystarczy podstawi¢ do powyzszego wzoru wspdtrzedne znanego pt

8=a(0—

To oznacza, ze wzorem tej funkgji w postaci iloczynowej bedzie f(z) = 2 (z — 2)(z — 6).
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Zadanie 29

Aby zaorac pole o powierzchni P w ciggu 8 godzin, potrzeba trzech ciggnikdw. Przyjmijmy, ze kazdy ciggnik w ustalonej jednostce czasu moze zaorac te sama pow

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F — jedli jest fatszywe. Zaoranie pola o powierzchni P przy pomocy dwc
Cztery ciagniki, ktore pracuja o potowe szybciej, zaoratyby to pole w ciagu 4 godzin.

Zaoranie pola o powierzchni P przy pomocy dwéch ciagnikéw zajetoby 12 godzin.
Prawda

Fatsz

Cztery ciagniki, ktore pracuja o potowe szybciej, zaoratyby to pole w ciggu 4 godzin.

Prawda
Fatsz

Odpowiedz: 1) PRAWDA

Krok 1. Ocena prawdziwosci pierwszego zdania.
Musimy zauwazy¢, ze w tym zadaniu pojawiajg nam sie wielkosci odwrotnie proporcjonalne (czyli im wigcej ciggnikdw, tym czas pracy bedzie krotszy). Bazujac na ti

3 ciggniki = 8 godzin , 2 ciagniki = = godzin

Skoro sg to wartosci odwrotnie proporcjonalne, to bedziemy wykonywali tak zwane mnozenie w linii (a nie na krzyz), czyli:

3:8=2-2,24=2z, =12

Zdanie jest wiec prawda.

Krok 2. Ocena prawdziwosci drugiego zdania.
Mozemy przyja¢, ze 4 ciagniki pracujgce o potowe szybciej wykonaja taka sama prace jak 6 standardowych ciagnikéw, poniewaz 4 - 1,5 = 6. Ponownie wiec uktad

3 ciggniki = 8 godzin , 4 - 1,5 = 6 ciagnikow = z godzin

Mnozac w linii otrzymamy:

3:8=6-x,24=6z,x=4

Zdanie jest wiec prawda.
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Zadanie 30

Dane s3 liczby: @ = 2v/2,b = 4, ¢ = 4V/2.

Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz jej uzasadnienie sposrdd 1., 2. albo 3.

Liczby a, b oraz ¢ tworza w podanej kolejnosci:

A.

cigg arytmetyczny,

B.

ciag geometryczny,

poniewaz

Odpowiedz: B., poniewaz 3.

Jezeli ten ciag jest arytmetyczny, to zajdzie w nim bardzo charakterystyczna wasnos$¢ miedzy trzema kolejnymi wyrazami, czyli:

Z kolei jesli ten cigg jest geometryczny, to zajdzie w nim nastepujaca wtasnos¢:

Sprawdzmy zatem, ktéra z tych whasnosci bedzie spetniona, zaczynajac od ciggu arytmetycznego. Podstawiajac dane z tresci zadania, otrzymamy:

Wyszta nam sprzecznos¢, czyli wiemy juz, ze ten cigg nie jest arytmetyczny. To teraz sprawdzmy, czy jest geometryczny:

Taki wynik oznacza, ze faktycznie ten cigg jest geometryczny, poniewaz b® = a - ¢ i taka tez jest odpowiedz.
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Zadanie 31

Dany jest ciag arytmetyczny (a,,) okre$lony dla kazdej liczby naturalnej n > 1. Jego réznica jest réwna 4, a suma jego pierwszych pieciu wyrazow jest trzy razy

Odpowiedz: a; = 2

Z tresci zadania wynika, ze:

Sprébujmy teraz rozpisa¢ poszczegdlne wyrazy tego ciggu, korzystajac ze wzoru na n-ty wyraz ciggu:

Wiemy, ze réznica tego ciggu to r = 4, zatem moglibySmy zapisac, ze:

Podstawiajac teraz te rozpisane wyrazy, otrzymamy:

3-(a;+a;+4+a;+8+a;+12+a;+16) =a; +20+a; +

Zadanie 32
364

lloraz skonczonego ciaggu geometrycznego jest rowny % trzeci wyraz tego ciagu jest rowny % a suma wszystkich wyrazéw to 475 Oblicz, z ilu wyrazéw sktada
Odpowiedz: 6

Krok 1. Wyznaczenie wartosci pierwszego wyrazu.

Z tresci zadania wiemy, ze ¢ = % orazas = % Korzystajac ze wzoru na n-ty wyraz ciggu geometrycznego, mozemy zapisac, ze:

as
Krok 2. Obliczenie liczby wyrazéw tego ciagu.
Skorzystamy ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu, czyli:
Podstawiajac do tego wzoru znane informacje, otrzymamy:
364 1-(3)" 364 1-(3)" 2 T
243 1-1 723 2 3772

To oznacza, ze ten ciag sktada sie z szesciu wyrazéw.
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Zadanie 33

Liczby z, y, z, ktérych suma jest réwna 114, tworza w podanej kolejnosci ciag geometryczny. Liczby te s réwniez wyrazami pewnego ciagu arytmetycznego (a,
Odpowiedz: x = 38,y = 38,z = 38

Krok 1. Zapisanie rownan.
Korzystajac ze wzoru na n-ty wyraz ciaggu arytmetycznego, mozemy zapisac, ze:

Z tresci zadania wynika, ze suma trzech wyrazoéw, czyli a1, a4 oraz ass jest réwna 114, zatem:

a1 +ags+ayp =114, a1+ a1 +

Krok 2. Wykorzystanie zaleznosci miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego.
Z wiasnosci ciagéw geometrycznych wiemy, ze dla trzech kolejnych wyrazéw zachodzi nastepujaca zaleznosé:

W przypadku naszego zadania zapisalibysmy, ze w takim razie:

Korzystajac z rozpisanych wyrazéw z poprzedniego kroku, zapisalibysmy, ze w takim razie:

(ay +3r)2 =ay- (a; +247) , a>+

Krok 3. Obliczenie réznicy ciagu.
Mamy réwnanie, w ktérym sag dwie niewiadome, czyli a; oraz 7. Musimy wiec doprowadzi¢ catos¢ do postaci z jedng niewiadomg i pomoze nam w tym réwnani

—2-(38—9r)-r=0, 7" — (76 — 18r) -

Postato nam réownanie kwadratowe w postaci ogélnej, ktére musimy teraz rozwigza¢. Mozemy oczywiscie zrobic to za pomoca delty, ale jest akurat tutaj réwnar

r(r—

Krok 4. Weryfikacja otrzymanych wynikéw i obliczenie liczby z, y oraz z.
Otrzymalismy dwie réznice i pojawia sie teraz pytanie, czy ktdras z nich nie musi by¢ przypadkiem odrzucona. Sprawdzmy jak beda wygladac ciggi dla kazdej z c

Gdyr =0, to
a;=38-9-0, a; =38

ay=38+3-0, ay =38
ay; =38+24-0, ay =38
Tym samym = = 38, y = 38 oraz z = 38.

Gdy r =4, to:
a;=38—-9-4,a,=38-36,a,=2

ag=a1+3r,a,=2+3-4,a,=2+12,a,=14
Qo5 =@y +24r, ass =2+24-4, a3 =2+ 96, ayy =98
Tym samym z = 2, y = 14 oraz z = 98.

W pierwszym przypadku (dla 7 = 0) otrzymalismy ciggi state, a w drugim (dla 7 = 4) ciggi rosnace. Tres¢ zadania nie precyzuje jakie majg by¢ nasze ciagi, wiec n
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Zadanie 34

Trzy liczby, ktérych suma jest rowna 24, tworza cigg arytmetyczny. Po zwiekszeniu ich odpowiednio o 4, 10 i 40 beda w tej samej kolejnosci tworzyty cigg geom

Odpowiedz: 50, 8, —34 oraz \(

Krok 1. Zapisanie rownan.
Z tresci zadania wynika, ze mamy jakies trzy liczby, ktorych suma daje wynik rowny 24, zatem:

Korzystajac ze wzoru na n-ty wyraz ciaggu arytmetycznego, mozemy zapisac, ze:

Podstawiajac teraz te zaleznosci do poczatkowego réwnania, otrzymamy:

a;+as+az3=24,c

To z kolei prowadzi nas do wniosku, ze:

Krok 2. Wykorzystanie zaleznosci miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego.
Z wtasnosci ciaggébw geometrycznych wiemy, ze dla trzech kolejnych wyrazéw zachodzi nastepujaca zaleznos¢:

Podstawiajac teraz zapisane wczesniej rownania, otrzymamy:

182 =(8—r+4)2- (8+r+40)%, 324 = (12 —7r)?- (48 +

Krok 3. Obliczenie réznicy ciagu.
Otrzymalismy rownanie kwadratowe, ktore musimy rozwigzad. Jest to postac ogdlna, wiec skorzystamy z delty:
Wspdtezynnikica = 1, b = 36, ¢ = —252

A=0b*—4dac=36

—b—vA -
rlzT:_

Krok 4. Weryfikacja otrzymanych wynikéw i wyznaczenie liczb tworzacych ciag.
Otrzymalismy dwie rézne réznice, wiec zastandwmy sie, czy ktéras z nich trzeba odrzucic.

Gdy r = —42, to:
a;=8—(—42)=8+42=50, a =50+ (—42) =50 —42 =8, a3 =50+2-(—42) =50 — 84 = —34

Gdy r = 6, to:
a=8-6=2,0a,=24+6=8,a3=8+6=14

Otrzymalismy dwa rézne ciagi (jeden malejacy, drugi rosnacy) i zadnego z nich nie mozemy wykluczy¢ (bo w tresci zadania nie ma zadnej informacji o monotoni
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Zadanie 35

Pani Joanna postanowita systematycznie oszczedzac i co miesigc na swoje subkonto odktada¢ pewng sume pieniedzy. Pierwszego czerwca 2020 roku wptacita 3

Zadanie 1.

Oblicz kwote, jakg pani Joanna wptacita na subkonto pierwszego czerwca 2022 roku.

Zadanie 2.
Oblicz, o ile wieksza kwote niz w miesigcu poprzednim pani Joanna powinna odktada¢, aby pierwszego czerwca 2025 roku (uwzgledniajac réwniez wptate w tyrr
Odpowiedz: 1. az; = 900 2

Rozwigzanie 1.

Na poczatek ustalmy, ile wptat dokonata Pani Joanna, bo to tez moze nie by¢ do kornca oczywiste. Pierwsza wptata byta w czerwcu 2020, druga w lipcu 2020, w

Powinnismy dostrzec, ze kwoty wptat beda tworzy¢ pewien ciag arytmetyczny, w ktérym a; = 300 oraz r = 25. Skoro wiec interesuje nas wartos¢ dwudziestej

a5 = ai -

Rozwigzanie 2.
W tym zadaniu wykorzystamy wzdr na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego, czyli:

Bazujac na wyliczance miesiecy z poprzedniego podpunktu, mozemy stwierdzi¢, ze wptata pierwszego czerwca 2025 bedzie wptata szes¢dziesigta pierwsza, czyli

2300 + (61 —
2

76860 =

To oznacza, ze Pani Joanna powinna powiekszac swoje wptaty o 322/ miesiecznie.
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Zadanie 36

Z okna wiezy kontroli lotéw wida¢ startujacy samolot S pod katem 38° do poziomu. Kontroler K znajduije sie na wysokosci 136m od ptyty lotniska (zobacz rys

o
L
L —
~

~ |

136 m

> | W OO

<

Oblicz odlegto$¢ = samolotu .S od podstawy W tej wiezy. Wynik podaj w zaokragleniu do petnych metréw.
Odpowiedz: ¢ ~ 174m

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Korzystajac z whasnosci katow naprzemianlegtych, otrzymamy taka oto sytuacje:
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Krok 2. Obliczenie odlegtosci .
Interesuje nas poznanie dtugosci x, czyli przyprostokatnej naszego tréjkata prostokatnego, ktéra lezy przy kacie o znanej mierze 38°. Korzystajac zatem z funkc

Z tablic trygonometrycznych odczytujemy, ze tg38° =~ 0, 7813, zatem:

Zgodnie z trescig zadania, wyniki mamy podawac¢ w zaokragleniu do petnych metréw, zatem z ~ 174m.
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Zadanie 37

Dane sa dwa trojkaty ABC' i ADFE o wspolnym kacie ostrym przy wierzchotku A. Ponadto |AB| = 24, |AC| = 10 (zobacz rysunek). Pole trojkata ADFE jest ¢

E

24

Zadanie 1.

Dwusieczna kata BAC przecina odcinek DE w punkcie P, takim ze }}DD—;‘ = % Oblicz dtugosci bokéw AD i AFE tréjkata ADE.

Zadanie 2.

Pole tréjkata ABC jest rowne 72. Oblicz dtugos¢ boku BC tréjkata ABC.
Odpowiedz: 1. \(|AE|=8\sqrt{10}
Rozwigzanie 1.

Krok 1. Zapisanie rownan.
Z tresci zadania wynika, ze pole tréjkata ADE jest dwukrotnie wieksze od pola tréjkata ABC, czyli:
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Przyjmijmy, ze kat BAC' oznaczymy jako a.. W takim razie, korzystajac ze wzoru na pole powierzchni trojkata "z sinusem", mozemy zapisac, ze:

1
5 |AD|-|AE| - sina

Podstawiajac teraz znane z tresci zadania dtugosci bokow, czyli |[AB| = 24 oraz |AC| = 10, otrzymamy:

1
— -|AD|- |AE|
2
Krok 2. Zapisanie zalezno$ci wynikajacej z twierdzenia o dwusiecznej kata.
Spdjrzmy na tréjkat ADE. Z twierdzenia o dwusiecznej kata BAC wynika, ze skoro }g—;‘ = %, to takze “i—g“ = %. W zwigzku z tym:
Krok 3. Obliczenie dtugosci odcinka AE.
Podstawiajac teraz wyznaczong dtugos¢ |AD| do réwnania |AD| - |AE| = 480, otrzymamy:
3
~|AE|-|AB| =

Ujemny wynik oczywiscie odrzucamy, bo dtugo$¢ boku musi by¢ dodatnia. Zostaje nam wiec |AE| = /640, co mozemy jeszcze rozpisac jako |AE| = V641

Krok 4. Obliczenie dtugosci odcinka AD.
Na koniec zostata nam do obliczenia dtugos¢ odcinka AD. Korzystajac z réwnania |AD| = %\AE

, mozemy zapisac, ze:

Rozwiazanie 2.
Krok 1. Obliczenie wartosci sinc.
Przyjmijmy, ze kat BAC' oznaczymy jako a.. W takim razie, korzystajac ze wzoru na pole trojkata "z sinusem”, mozemy zapisac, ze:

Z tresci zadania wiemy, ze pole tego trojkata jest réwne 72 i wiemy, ze |AB| = 24 oraz |AC| = 10 zatem:

72 =

Nl o=

Krok 2. Obliczenie wartosci cosor.
W tym zadaniu bedziemy chcieli wykorzystac twierdzenie cosinuséw, a poki co, znamy tylko wartos¢ sinusa. Obliczmy zatem wartos¢ cosinusa, a dokonamy teg

3\2
sina +cos’a =1, (g) +

Z tresci zadania wynika, ze kat przy wierzchotku A jest ostry, a dla takich katéw cosinus przyjmuje jedynie dodatnie wartosci, stad tez jedynym pasujacym rozwi

Krok 3. Obliczenie dtugosci boku BC.
Teraz mozemy przejs¢ do obliczenia dtugosci boku BC, czyli boku, ktory lezy naprzeciwko naszego kata .. W tym celu skorzystamy z twierdzenia cosinusow:

Kluczowa sprawa jest tutaj to, aby pod ¢ podstawi¢ wtasnie ten nasz poszukiwany bok BC, bo to on jest naprzeciwko kata . Boki a oraz b to odpowiednio bol
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\30\2:242+10272.24‘1o.§

Ujemny wynik oczywiécie odrzucamy, zatem zostaje nam jedynie | BC| = v/292, co mozemy jeszcze rozpisac jako |BC| =+v4-73 = 2V/73.
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Zadanie 38

Dany jest trojkat rownoramienny, ktéry nie jest rownoboczny. Punkt O jest $rodkiem okregu opisanego na tym trojkacie, a punkt H jest jego ortocentrum.

Wybierz dwie wtasciwe odpowiedzi sposrod podanych.

A. Punkt O jest réwno oddalony tylko od dwdch wierzchotkéw tego tréjkata.
B. Punkt O jest réwno oddalony od trzech wierzchotkéw tego trojkata.

C. Punkt O jest réwno oddalony od trzech bokéw tego trojkata.

D. Punkt H jest réwno oddalony tylko od dwdch wierzchotkéw tego tréjkata.
E. Punkt H jest rbwno oddalony od trzech wierzchotkow tego trdjkata.

F. Punkt H jest rowno oddalony od trzech bokéw tego tréjkata.

R K

Odpowiedz: B. oraz D.

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Narysujmy przyktadowy trojkat rownoramienny i oznaczmy na nim dwa interesujace nas punkty (najlepiej w osobnych rysunkach, tak aby byto to bardziej przej

Ustalmy moze jeszcze gdzie beda znajdowac sie te konkretne punkty. Aby méc narysowac okrag na trojkacie rownoramiennym, to punkt O musi znajdowac sie

Krok 2. Wybér whasciwych odpowiedzi.
Zacznijmy od punktu O, czyli $rodka okregu. Tak jak sobie powiedzielismy w poprzednim kroku (co zreszta wida¢ na pierwszym rysunku), narysowanie okregu n

odpowiedz B.

Jesli chodzi o punkt H, to zgodnie z rysunkiem, bedzie on réwno oddalony tylko od dwdch wierzchotkéw tego trojkata (tam, gdzie wysokos$¢ jest poprowadzon
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Zadanie 39

Dany jest o$miokat foremny wpisany w okrag K. Punkty A oraz B sa sasiednimi wierzchotkami tego o$miokata oraz « jest katem miedzy styczna do okregu F

Miara kata « jest réwna:

Odpowiedz: C (22,5°)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Powinnismy zwroci¢ uwage, ze boki osmiokata (w tym ten, ktéry jest przy naszym kacie «) sa cieciwami okregu, ktéry jest opisany na tej figurze. Z twierdzenia ¢
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Na rysunku pomocniczym pojawit sie tez kat 3. ktory jest katem srodkowym opartym na tuku A B. Zgodnie z whasno$ciami katéw wpisanych i srodkowych, mie

Krok 2. Obliczenie miary kata .
Miara kata $rodkowego 3 stanowi % kata petnego (poniewaz nasza figura jest oSmiokgtem foremnym), zatem:

Krok 3. Obliczenie miary kata c.
Kat a stanowi potowe miary kata (3, zatem:
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Zadanie 40

Dane s3 trojkat rownoramienny ABC, w ktérym |AC| = |BC| i |<ACB| = 45°, oraz kwadrat DEFG o polu réwnym 1. Wierzchotki E i F' kwadratu lezg n

C

A D B

Ocen prawdziwos¢ ponizszych relagi. Wybierz P, jesli relagja jest prawdziwa, albo F - jesli jest fatszywa. |[<<AGD| = 45°
|AG| — |BE| =2 — V2

|[<AGD| = 45°
Prawda

Fatsz

|AG| - |BE| =22

Prawda
Fatsz

Odpowiedz: 1) PRAWDA

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Kluczem do sukcesu jest dostrzezenie, ze odcinek DG jest réwnolegty do ramienia BC' (poniewaz boki kwadratu sa wzgledem siebie rownolegte). Méwiac bard
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Mozna wiec wysnué wniosek, ze tréjkat ADG jest tréjkatem podobnym do tréjkata réwnoramiennego ABC, czyli tym samym tréjkat ADG jest takze rownor

Krok 2. Ocena prawdziwosci pierwszego zdania.
Skoro ustalilismy juz, ze trojkaty ADG oraz ABC' s3 podobne, to znaczy, ze beda miaty one ta sama miare kata miedzy ramionami. To prowadzi nas do wniosk

Krok 3. Ocena prawdziwosci drugiego zdania.

Wiemy, ze kwadrat DEFG ma pole réwne 1, czyli tym samym kazdy bok tego kwadratu ma dtugos¢ 1, poniewaz P = 1% = 1. Spéjrzmy teraz na trojkat GF(
Dodatkowo zgodnie z wkasnosciami tréjkatéw o katach 45°,45°,90° mozemy stwierdzi¢, ze |GC| = v/2.
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A D B

Dtugosci ramion AC oraz BC s sobie réwne, stad tez zgodnie z rysunkiem mozemy zapisac, ze:
|AC| = |BC|, |AG| +
Dane s3:
« okrag o $rodku S i promieniu r = 1
« prosta k przechodzaca przez S i przecinajaca okrag w punktach P i @

« prosta [ styczna do danego okregu w punkcie 7.

Prosta k przecina prostg I w punkcie R. Prosta przechodzaca przez punkt @ i réwnolegta do odcinka ST przecina styczng [ w punkcie U (zobacz rysunek).
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Oblicz dtugos¢ odcinka T'U wiedzac, ze spetniony jest warunek % = %
Odpowiedz: \(|TU|=\frac{\sqrt{1

Krok 1. Obliczenie dtugosci odcinkéw QR oraz SR.
Wiemy, ze promien okregu ma dtugos¢ r = 1. Odcinek PQ jest $rednica tego okregu, czyli tym samym mozemy zapisac, ze:

W tresci zadania mamy podana informacje, ze zachodzi zaleznos¢ opisana réwnaniem % = % Skoro wiec |PQ| = 2, to wniosek z tego ptynie taki, iz |QF

Mozemy tez juz policzy¢ dtugosé odcinka SR, poniewaz:

Krok 2. Obliczenie dtugosci odcinka T'R.
Spdjrzmy na tréjkat STR. Jest to trojkat prostokatny, poniewaz z wrasnosci stycznych do okregu wynika, ze styczna do okregu tworzy z promieniem kat prc

|ST|? + |TR|* = |SR)?, 12 + |

Dhugos¢ odcinka musi by¢ oczywiscie dodatnia, stad tez zostaje nam jedynie |TR| = +/15.

Krok 3. Obliczenie dtugosci odcinka TU.
Korzystajac z twierdzenia Talesa, mozemy zapisac, ze:

matematix.pl - Zbiér zadan maturalnych - CKE (Formuta 2023) 41,77



Zadanie 42

W wycinek kota wyznaczony przez kat $rodkowy K.SL o mierze 45° wpisano kwadrat ABCD w taki sposdb, ze wierzchotki A oraz B leza na promieniu SF

45°

Oblicz stosunek pola kwadratu ABC'D do pola wycinka kotowego K SL.

Odpowiedz: -5

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Kluczem do sukcesu bedzie potaczenie punktu S z punktem C, rysujac w ten sposdb promien okregu, ktéry jest jednoczesnie przeciwprostokatna trojkata S

matematix.pl - Zbiér zadan maturalnych - CKE (Formuta 2023) 42 /77



Zwrdémy uwage na trojkat SAD. Jest to trojkat prostokatny, a skoro jeden z jego katow ma miare 45°, to bedzie to w dodatku trojkat réwnoramienny. To

Krok 2. Obliczenie dtugosci promienia.
Spdjrzmy na tréjkat SBC. Jest to trojkat prostokatny, w ktérym dolna przyprostokatna ma dtugos¢ 2a, a boczna przyprostokatna ma dtugo$¢ a. Przeciwprc

(2a)* + a® -
Dtugos¢ promienia musi by¢ dodatnia, wiec zostaje nam r = av/’5.
Krok 3. Obliczenie pola powierzchni wycinka kotowego.
Znamy dtugos¢ promienia, wiec mozemy obliczy¢ pole catego kota:
P =

45°

Skoro kat $rodkowy ma miare 45°, to wycinek kofa stanowi <z

= % pola catego kota. Mozemy wiec zapisac, ze:

Krok 4. Obliczenie stosunku pol powierzchni.
Na koniec musimy jeszcze obliczy¢ stosunek powierzchni pola kwadratu (tutaj P = a?), wzgledem pola wycinka K'SL (tutaj P = %71' - a?). Bardzo tatwo tute
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Zadanie 43

Dany jest trapez réwnoramienny ABCD o podstawach AB i CD, gdzie |AB| > |C D). Kat ostry tego trapezu ma miare 60°, a przekatna jest prostopadta

Oblicz pole trapezu DCFG.

G F

Odpowiedz: \(P_{CDFG}=\frac{27\
Krok 1. Obliczenie dtugosci podstawy AB oraz przekatnej BD.
Spojrzmy na trojkat ABD. Jest to trojkat prostokatny o katach 30°,60°,90°. Z treéci zadania wynika, ze | AD| = 6. Znamy wiec dtugosc¢ krotszej przyprost

Krok 2. Obliczenie dtugosci AE oraz DE.
Jezeli z wierzchotka D poprowadzimy wysokos¢ trapezu, to otrzymamy taka oto sytuacje:

Ponownie powstat nam tréjkat prostokatny o katach 30°,60°,90°. Skoro wiec | AD| = 6, to krétsza przyprostokatna |AE| = 3, a dtuzsza przyprostokatna

Krok 3. Obliczenie dtugosci gérnej podstawy CD.
Skoro jest to trapez réwnoramienny, to obliczajac dtugo$¢ odcinka AE otrzymaliémy tak naprawde taka oto sytuade:
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Wiedzac, ze |AB| = 12, mozemy teraz zapisac, ze:

To oznacza, ze gorna podstawa |CD| = 6.

Krok 4. Obliczenie skali podobienstwa trapezéw.
Trapez CDFG jest trapezem podobnym do ABCD. Znamy dtugosci dolnych podstaw tych trapezéw - w tym duzym |AB| = 12, a w tym mniejszym |CD

Méwiac bardzo obrazowo - wyszto nam, ze trapez CDFG ma wszystkie wymiary 2 razy mniejsze od trapezu ABCD.
Krok 5. Obliczenie pola powierzchni trapezu ABCD.
Znamy juz wszystkie potrzebne dane do obliczenia pola trapezu ABC D, zatem:

1

PABCDZE'(a+b)'h7 Papep =

Krok 6. Obliczenie pola powierzchni trapezu CDFG.
Z wiasnosci figur podobnych wiemy, ze jezeli dana figura jest podobna do innej w skali podobiefistwa k, to pole powierzchni tej figury bedzie k? razy wieksze

2
Pepre = k° - Papcr
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Zadanie 44

W tréjkacie rownobocznym o boku dtugosci a poprowadzono dwa odcinki réwnolegte do jednego z jego bokéw. Dtugosci tych odcinkdw sa réwne b i ¢, przy

b — ¢?

Wykaz, ze stosunek pola trapezu o podstawach b i ¢ do pola trapezu o podstawach a i b jest rowny T
a —

Odpowiedz: Udowodniono, rozpisu

Krok 1. Zapisanie pdl powierzchni trapezow.
WprowadZmy oznaczenia pdl powierzchni dwdch trapezéw jako Py oraz P, tak jak na rysunku:
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Pole P; bedzie réznica miedzy polem tréjkata réwnobocznego o boku a i pola trojkata rdwnobocznego o boku b. Korzystajac zatem ze wzoru na pole trojkat

2

a
P=—
| analogicznie, pole trapezu P to réznica miedzy polem trdjkata réwnobocznego o boku b i trdjkata réwnobocznego o boku ¢, zatem:
b2
Py=—
Krok 2. Obliczenie stosunku pdl powierzchni.
Celem zadania jest wyznaczenie stosunku pola powierzchni P> wzgledem Py, zatem:
P
Py

Otrzymalismy doktadnie taka sama postac jak w tresci zadania, zatem dowodzenie mozemy uznac za zakonczone.
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Zadanie 45
1

Na ptaszczyznie, w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (z, y), rozwazamy dwie proste o réwnaniachy = a +b- z orazy = - %bz -z, gdzie a # 0,
Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz jej uzasadnienie sposrod 1., 2. albo 3.

_9ip— _3 . .
Dlaa = 2ib = —% rozwazane proste sa:

A. prostopadte, a

1
poniewaz 2. | (a+Db)|—-
a

B. réwnolegte, 2

Odpowiedz: B., poniewaz 3.

Spora putapka w tym zadaniu sa dos¢ niestandardowe oznaczenia w réwnaniu prostej (zazwyczaj prosta zapisujemy rownaniem w postaci y = az + b, a tute

Na poczatek podstawmy do naszych réwnan dane z tresci zadania, czylia =2 ib = —%.

| prosta:

Il prosta:

Otrzymalismy dwie proste, ktore maja jednakowa liczbe przed z (czyli maja jednakowy wspdtczynnik kierunkowy a - nie myli¢ tego z liczbami a i b, ktére poje

Musimy jeszcze ustali¢ powdd - stato sie tak, poniewaz liczby stojace przed x okazaty sie takie same, czyli b z pierwszej prostej byto réwne tyle samo co 7%6
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Zadanie 46

Na ptaszczyznie, w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (z, y), dany jest tréjkat ABC'. Wierzchotki tego tréjkata maja wspétrzedne: A = (—15,—8), B =

Zadanie 1.

Wykaz, ze trojkat ABC jest prostokatny.

Zadanie 2.

Wierzchotki tréjkata ABC sa trzema wierzchotkami rownolegtoboku ABC'D. Odcinek AC jest przekatna tego rownolegtoboku. Oblicz wspétrzedne wierzct

Zadanie 3.
Uzupetnij zdanie. Wpisz odpowiednie liczby w wyznaczonych miejscach, aby zdanie byto prawdziwe.

Punkt S przeciecia $srodkowych tréjkata ABC ma wspdtrzedne:

<V

D
Odpowiedz: 1. Udowodniono korzy

Rozwigzanie 1.
Krok 1. Obliczenie dtugosci wszystkich bokéw trdjkata.
W tym zadaniu skorzystamy ze wzoru na dtugos¢ odcinka w uktadzie wspdtrzednych, czyli:
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Sprébujmy w ten sposob obliczy¢ dtugosé trzech bokdw tego tréjkata (podstawiajac do powyzszego wzoru odpowiednie dane). Zacznijmy od przyprostokatn

AB| = /(~6 — (~15))2 + (4 — (-8))2, |AL

Teraz podobnie obliczymy przyprostokatnag AC:

AC| = /(-19 — (-15)) + (-5 — (-8))?, |4

I na koniec zostata przeciwprostokatna BC:

IBO| = /(-19 — (<6)2 + (~5 - 4)*, [BC| = /(-1

Krok 2. Wykazanie, ze tréjkat jest prostokatny.
Jezeli trojkat jest prostokatny, to miedzy dtugoéciami jego bokdw zajdzie réwnosé znana z twierdzenia Pitagorasa, czyli a + b% = ¢2. Podstawmy zatem otrzy

(v/225)% +

Skoro lewa strona jest réowna stronie prawej, to faktycznie tréjkat jest prostokatny, co nalezato udowodnic.

Rozwigzanie 2.
Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
W zadaniu dos¢ tatwo o pomytke, dlatego uwaznie wezytajmy sie w tre$¢ zadania. Bok AC musi by¢ przekatng rownolegtoboku, czyli opisywana w tresci zad

/\Y

<V

D
Krok 2. Wyznaczenie wspétrzednych punktu O.
Kluczem do sukcesu w tym zadaniu bedzie pamietanie o tym, iz przekatne rownolegtoboku przecinaja sie w potowie swojej dtugosci. Tym samym srodek O b
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Podstawiajac do tego wzoru dane z tresci zadania, otrzymamy:

2 ’ 2

0- (715+(719) 8+ (—

Krok 3. Wyznaczenie wspdtrzednych punktu D.

Punkt S bedzie jednoczesnie srodkiem odcinka BD. Ponownie wiec mozemy skorzystac ze wzoru na srodek odcinka i tym samym obliczymy poszukiwane w:

IB -

‘

Trg =

Ys=—

To oznacza, ze D = (—28, —17).

Rozwigzanie 3.

Do obliczenia punktu S, czyli punktu przeciecia sie srodkowych tréjkata ABC' mozemy skorzystaé ze wzoru zapisanego w tablicach:

Podstawiajac do tego wzoru wspétrzedne z tresci zadania, otrzymamy:

S =

—154(—6) + (—19) —8+4+
( 3 ’ 3

matematix.pl - Zbiér zadan maturalnych - CKE (Formuta 2023) 51/77



Zadanie 47

W kartezjanskim uktadzie wspétrzednych (z,y) dany jest okrag O o réwnaniu 22 + y? = 2 oraz prosta k o réwnaniu y = m, gdzie m € R.

Uzupetnij zdanie. Wpisz odpowiedni przedziat w wykropkowanym miejscu, aby zdanie byto prawdziwe.

Okrag O i prosta k majg dwa punkty wspdlne tylko wtedy, gdy m €. ... ..

AY

Odpowiedz: \(m\in(-\sqrt{2},\sq

Krok 1. Odczytanie wspotrzednych srodka okregu oraz dtugosci promienia okregu.

Réwnanie okregu zapisujemy jako (z — a)? + (y — b)? = 12, gdzie a oraz b to wspétrzedne $rodka okregu S = (a;b). Z podanego w tresci zadania réwnan

| teraz bardzo wyraznie widaé, ze a = 0, b = 0 orazr = V2, czyli S = (0,0) orazr = V2.

Krok 2. Sporzadzenie rysunku pomocniczego i odczytanie punktéw wspolnych.

Prosta y = m to prosta, ktéra bedzie réownolegta do osi Oz. Przyktadowo gdy m = 1 to mamy prosta y = 1, a gdy m = 7, to mamy prosta y = 7. Musim'
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Na powyzszym rysunku widac kilka przyktadowych zielonych linii, ktére przecinaja okreg w dwoch miejscach. Widzimy wiec wyraznie, ze taka linia musi znajdc
okrag i prosta majg dwa punkty wspdlne tylko wtedy, gdy m € (—\/2, \/5)

Na ptaszczyznie, w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (z, y), dany jest trojkat ABC'. Podstawa AB tego trojkata zawiera sie w prostej o réwnaniu y = -
Odpowiedz: P = 10

Krok 1. Wyznaczenie wspétrzednych punktu A.
Z tresci zadania wynika, ze wierzchotek A lezy na osi Oy, co prowadzi nas do wniosku, ze wspdtrzedna z tego punktu jest réwna 0. Musimy jeszcze wyznacz)

Tym samym A = (0, 6).

Krok 2. Wyznaczenie wspdtrzednych punktu B.
Punkt B lezy na osi Oz, czyli jego wspétrzedna y jest rowna 0. Musimy wiec wyznaczy¢ jeszcze wspotrzedng @ i zrobimy to do$¢ podobnie jak w poprzednim

To oznacza, ze B = (2,0).

Krok 3. Obliczenie pola powierzchni tréjkata ABC.
W tym zadaniu mozemy skorzystac z nietypowego wzoru na pole trojkata, ktory znajduje sie w tablicach maturalnych:

Znamy wspétrzedne wszystkich wierzchotkow tréjkata, czyli A = (0,6), B = (2,0) oraz C' = (3,7), zatem:

P= 2 |2-0)7-6) - (0-6)
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Zadanie 49

W kartezjanskim uktadzie wspétrzednych (z,y) punkty A = (—8,12) i B = (—2,4) sa koAcami cigciwy okregu O. Srodek tego okregu lezy na prostej k o |

Odpowiedz: S = (3,14) oraz \(

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Sytuadja z tresci zadania wyglada nastepujaco:
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S
AV

Powinni$my dostrzec, ze punkty A, B oraz S tworzg trojkat rownoramienny, w ktérym ramiona majg dtugo$¢ promienia okregu i wtasnie to bedzie kluczem
Krok 2. Wyznaczenie wspotrzednych Srodka okregu

Odcinek AS ma taka sama dtugos$c jak odcinek BS. Korzystajac z tej informagji oraz ze wzoru na dtugo$¢ odcinka, moglibysmy zapisac, ze:

|AS| = |BS

Punkt S lezy na prostej o réwnaniu y = 4z + 2, wiec mogliby$my zapisa¢, ze xg = @ oraz yg = 4« + 2. Podstawiajac teraz te dane oraz wspétrzedne A =

Vi@ — (87 +(z+2-127= /(e (-2 + (e +2- 42, /(@ +8)7 + (42— 102 = /(x +2)2 + (42 — 2) /2(+8) (4z —

To oznacza, ze wspdtrzedna x punktu S jest rowna 3. Podstawiajac teraz wyznaczone © = 3 do réwnania y = 4x + 2, wyznaczymy brakujaca wspdtrzedna 4

To oznacza, ze S = (3,14).

Krok 3. Obliczenie dtugosci promienia

Na koniec zostat nam jeszcze do policzenia promien tego okregu. Jego dtugosé¢ bedzie réwna dtugosci odcinka AS, zatem podstawiajac dane do wzoru na di

T—\/$S—$A + (ys — ya)?, \/z

matematix.pl - Zbiér zadan maturalnych - CKE (Formuta 2023)

55/77



Zadanie 50

Funkga kwadratowa f okreslona jest wzorem f(z) = —z? + 2z + 3. Funkgja liniowa g okreslona jest wzorem g(z) = —z + 5. Oblicz wspétrzedne punktéy

Odpowiedz: (2; 3) oraz \((1;

Krok 1. Utozenie i rozwigzanie uktadu réwnan.
Z geometrycznej interpretagji uktadu réwnan wiemy, ze chcac poznac wspodtrzedne punktow przeciecia sie wykresow, wystarczy rozwigzaé nastepujacy uktad

Korzystajac z metody podstawiania, otrzymamy:

Krok 2. Rozwigzanie powstatego réwnania kwadratowego.
Powstato nam réwnanie kwadratowe, ktére musimy teraz rozwigzac.
Wspétezynnikiia = —1, b=3, ¢ = —2

Krok 3. Wyznaczenie wspotrzednych punktédw przeciecia sie wykreséw funkgji.
Otrzymalismy dwie rézne wspotrzedne z i jest to sytuacja jak najbardziej poprawna, poniewaz te dwa wykresy przetna sie w dwdch miejscach. Obliczmy tera:

Gdy = = 2, to:
y=-2+5,y=3

Gdy z =1, to:
y=—-14+5,y=4

To oznacza, ze te wykresy przecinajg sie w punktach (2; 3) oraz (1;4).
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Zadanie 51

Kazda krawedz czworoscianu ABC'S ma dtugos¢ a. Punkty D i E sa srodkami bokéw — odpowiednio — AC oraz BC (zobacz rysunek).

A_ C

Oblicz pole trojkata DES.
Odpowiedz: \(P=\frac{a”2\sqrt{1

Krok 1. Wyznaczenie dtugosci bokow trojkata DES.
Spojrzmy na tréjkat ECD. Z tresci zadania wynika, ze bedzie miat on ramiona EC' oraz DC jednakowej dtugosci, rownej %(L Dodatkowo wiemy, ze kat przy

a

Boki DS oraz ES sg wysokos$ciami tréjkatow rownobocznych, ktére znalazty sie w $cianach bocznych. Wysokos¢ takich trojkatéw opisujemy wzorem h = £

Krok 2. Obliczenie pola powierzchni tréjkata DES.
W tym zadaniu skorzystamy z do$¢ niecodziennego wzoru na pole tréjkata, ktéry znajduje sie w tablicach:

Do tego wzoru musimy podstawi¢ dtugosci bokdw a, b oraz ¢, a takze warto$¢ p, czyli potowe dtugosci obwodu tréjkata. Obliczmy ja zatem oddzielnie:

1 (a av3 aV3

Pyl T

Teraz mogliby$Smy od razu podstawi¢ wszystkie znane dane do tresci zadania, ale liczby s tutaj dos¢ mocno rozbudowane, wiec dos¢ dobrym pomystem bytc
at2ay/3 a _ at2aV3 2a _ 20v3-a
1 1 1

p—a= 2 1
—_ b= a+2aV/3 _ aV3 — a+2aV/3 _ 2aV3 —a
p 1 2 1 7} 4
—c= a+2a\/§ _ a\/g — a+2a\/§ _ 2a\/§ —_ a
p—c="4 2 1 1 T

Teraz podstawiajac te réznice do wzoru na pole trojkata, otrzymamy:
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Teraz dobrze bytoby zauwazy¢, ze przy mnozeniu dwdch pierwszych wyrazen bedziemy mogli zastosowa¢ wzér skréconego mnozenia (a + b)(a — b) = a? -

— B 5 _
p_ 2ax/3+a.2a\/§ a_a_’P:\/il
4 4 16
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Zadanie 52

Dany jest szescian ABCDEFGH o krawedzi dtugosci a. Punkty A, B, D i E sa wierzchotkami ostrostupa (zobacz rysunek).

H

Oblicz pole powierzchni ostrostupa ABDE.
Odpowiedz: \(P_{c}=\frac{a”2\cd

Krok 1. Obliczenie pdl powierzchni poszczegdlnych $cian ostrostupa.
Na pole powierzchni catkowitej ostrostupa ABDE sktadaja sie trzy trojkaty prostokatne ABD, ABE oraz ADE, a takze trojkat rownoboczny BDE. Oblic

Trojkaty prostokatne majg przyprostokatne o dtugosci a, czyli ich pole powierzchni bedzie réwne:

Trojkat rownoboczny ma bok o dtugosci przekatnej podstawy. W podstawie szescianu mamy oczywiscie kwadrat, a z wkasnosci kwadratow wiemy, ze kwadrar

Pppg =

Krok 2. Obliczenie pola powierzchni ostrostupa.
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Zadanie 53

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny o krawedzi podstawy 2 i wysokosci 8. Wpisano w niego szescian w taki sposéb, ze dolna podstawa szeécianu zz

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F — jesli jest fatszywe. Krawedz szescianu jest dtuzsza niz 1, 5.
Ostrostup jest czterokrotnie wyzszy od szescianu.

Objetos¢ szescianu jest wieksza od 4.

Krawedz szescianu jest dtuzsza niz 1, 5.

Prawda

Fatsz

Ostrostup jest czterokrotnie wyzszy od szescianu.

Prawda

Fatsz

Objetos¢ szescianu jest wieksza od 4.

Prawda
Fatsz
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Odpowiedz: 1) PRAWDA

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Zadanie jest bardzo trudne i trzeba tutaj wykona¢ dos¢ skomplikowany rysunek pomocniczy. Catosé zadania opierac sie bedzie na przekatnej podstawy. Ostr
oto sytuacja:

A D £ B
12

Odcinek F'G to przekatna podstawy szescianu o krawedzi z, stad tez ma ona dtugos¢ V2. 0d razu mozemy tez zwréci¢ uwage, ze w takiej sytuadji |AE| =

Krok 2. Dostrzezenie tréjkatow podobnych i obliczenie dtugosci krawedzi szescianu.
Powinni$my zauwazy¢, ze na rysunku powstaty nam dwa tréjkaty podobne, czyli ADF oraz AEC. Skoro tak, to mogliby$my zapisac, ze:

Podstawiajac do tego réwnania dane z rysunku, otrzymamy:
Teraz najprosciej bedzie pomnozy¢ wszystko na krzyz, zatem:
1
(V2 - 51:\/5) 8=+

Krok 3. Ocena prawdziwosci pierwszego zdania.
Zgodnie z obliczeniami wyszto nam, ze dtugos¢ krawedzi szescianu jest réwna 1, 6, zatem zdanie jest prawda.
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Krok 4. Ocena prawdziwosci drugiego zdania.
Ostrostup ma wysokos¢ rowna 8, a szescian wysokos¢ réwna 1, 6. Ostrostup jest wiec % = b razy wyzszy od szescianu, zatem zdanie jest fatszem.

Krok 5. Ocena prawdziwosci trzeciego zdania.
Objetos¢ szescianu o boku a = 1,6 wynosi:

Objetos¢ jest wiec faktycznie wieksza od 4, zatem zdanie jest prawda.

Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny, o krawedzi podstawy a oraz wysokosci h. Wpisano w niego ostrostup prawidtowy czworokatny w taki s|
po wycieciu ostrostupa z graniastostupa.

Roznica objetosci bryty F' i objetosci ostrostupa jest rowna:

Odpowiedz: A (%azh)

Krok 1. Obliczenie objetosci graniastostupa.
Nasz graniastostup jest prawidtowy, czyli w swojej podstawie bedzie miat on kwadrat. Skoro tak, to zgodnie z oznaczeniami z tresci zadania, mozemy zapis

Krok 2. Obliczenie objetosci ostrostupa.
Teraz obliczmy objetos¢ ostrostupa. Tutaj sytuacja bedzie bardzo podobna, wystarczy tak naprawde tylko skorzystac ze wzoru na objeto$¢ ostrostupow, za
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Krok 3. Obliczenie objetosci bryty F.
Trzeba uwaznie weczytac sie w tres¢ zadania, bo tatwo tutaj o pomytke. Bryta F' to ta czes¢ graniastostupa z ktorej wyjmiemy nasz ostrostup. Jej objetos¢ b

Krok 4. Obliczenie réznicy objetosci bryty F' i objetosci ostrostupa.
Celem zadania jest odpowiedz o ile bryta F' ma wieksza objetos¢ od ostrostupa. W zwiazku z tym:
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Zadanie 55

W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym ABC'S zaznaczono srodki krawedzi AB, AC' i AS odpowiednio punktami D, E, F' (zobacz rysunek).

S

B

Ocen prawdziwos$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F — jesli jest fatszywe. Pole powierzchni ostrostupa ADEF jest
Objetos¢ ostrostupa ADEF jest osmiokrotnie mniejsza od objetosci ostrostupa ABC'S.

Pole powierzchni ostrostupa ADEF jest dwukrotnie mniejsze od pola powierzchni ostrostupa ABC'S.

Prawda
Fatsz

Objetos¢ ostrostupa ADEF jest osmiokrotnie mniejsza od objetosci ostrostupa ABC'S.

Prawda
Fatsz

Odpowiedz: 1) FALSZ

Krok 1. Dostrzezenie bryt podobnych i obliczenie skali podobienstwa.

Ostrostup ABC'S jest prawidtowy, czyli w swojej podstawie ma on tréjkat rownoboczny. Przyjmijmy, ze krawedz podstawy bedzie tutaj réwna a, natomias

podstawy jest rowna %a, a wysokos¢ %h. To prowadzi nas do wniosku, ze te bryty sa podobne. Jezeli wiec przyjmiemy, ze duzy ostrostup jest bryta podst

Krok 2. Ocena prawdziwosci pierwszego zdania.
Skala podobienstwa k = % oznacza, ze tak naprawde kazda krawedz matego ostrostupa jest dwa razy mniejsza od krawedzi duzego ostrostupa. Z whasno:
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To oznacza, ze pole powierzchni ostrostupa ADEF' bedzie czterokrotnie mniejsze od pola powierzchni duzego ostrostupa, wiec zdanie jest fatszem.

Krok 3. Ocena prawdziwosci drugiego zdania.
Jezeli dwie figury sg wzgledem siebie podobne w skali k to objetos¢ bryty podobnej stanowi k® objetosci bryty podstawowej. W zwigzku z tym:

To oznacza, ze objeto$¢ ostrostupa ADEF jest osmiokrotnie mnigjsza od objetosci duzego ostrostupa, wiec zdanie jest prawda.
Wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych, w zapisie ktorych cyfra 5 wystepuje doktadnie jeden raz, jest:
Odpowiedz: B (225)

Krok 1. Obliczenie liczby mozliwych kombinadcji w kazdym z wariantow.
Chcemy, by w zapisie naszej liczby pojawita sie tylko raz cyfra 5. Moze ona sie pojawi¢ na miejscu setek, dziesigtek lub jednosci, dlatego kazdy z takich w

I mozliwo$¢ to 5 Il M, czyli 5 jako cyfra setek.

W takiej sytuadji:

- Cyfra dziesigtek - tutaj mozemy mie¢ kazda z cyfr od 0 do 9, oprécz 5 (bo ma byc¢ tylko jedna pigtka w liczbie), zatem mamy tutaj 9 mozliwosci
- Cyfra jednosci - tutaj mozemy miec kazda z cyfr od 0 do 9, oprécz 5 (bo ma by¢ tylko jedna pigtka w liczbie), zatem mamy tutaj 9 mozliwosci

Zgodnie z regutag mnozenia takich liczb bedziemy mie¢ 9 - 9 = 81

Il mozliwos¢ to M5M, czyli 5 jako cyfra dziesiatek.

W takiej sytuadji:

- Cyfra setek - tutaj mozemy mie¢ kazda z cyfr od 1 do 9, oprécz 5 (bo ma by¢ tylko jedna piagtka w liczbie), zatem mamy tutaj 8 mozliwosci

- Cyfra jednosci - tutaj mozemy miec kazda z cyfr od 0 do 9, oprécz 5 (bo ma by¢ tylko jedna pigtka w liczbie), zatem mamy tutaj 9 mozliwosci
Zgodnie z regutag mnozenia takich liczb bedziemy mie¢ 8 - 9 = 72

11l mozliwos¢ to Il M 5, czyli 5 jako cyfra jednosci.

W takiej sytuacji:

- Cyfra setek - tutaj mozemy miec kazda z cyfr od 1 do 9, oprécz 5 (bo ma by¢ tylko jedna piatka w liczbie), zatem mamy tutaj 8 mozliwosci

- Cyfra dziesigtek - tutaj mozemy miec¢ kazda z cyfr od 0 do 9, oprdécz 5 (bo ma by¢ tylko jedna pigtka w liczbie), zatem mamy tutaj 9 mozliwosci

Zgodnie z regutg mnozenia takich liczb bedziemy mie¢ 8 - 9 = 72

Krok 2. Obliczenie liczby wszystkich mozliwych kombinagji.
Teraz musimy skorzystac z reguty dodawania, czyli doda¢ wszystkie pasujace kombinacje, zatem:

Zadanie 57

Wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych o sumie cyfr réwnej 3 jest:
Odpowiedz: C (6)

Sprobujmy wpisaé wszystkie interesujace nas liczby, bo wbrew pozorom nie bedzie ich az tak duzo. Zwré¢ uwage, ze w gre wchodza jedynie liczby sktad.

To oznacza, ze jest tylko 6 takich liczb.
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Zadanie 58

Na dwoéch pdtkach ustawiano 9 ksiazek: 4 biograficzne i 5 fantasy. Ustawiono je w taki sposéb, aby na kazdej pétce znalazty sie ksiazki wytacznie jedneg

Wszystkich sposobow ustawienia ksigzek przy zadanym warunku jest:

Odpowiedz: A (4! - 5! - 2)

Ksigzki biograficzne mozemy ustawi¢ na4 - 3 - 2 - 1 sposobow, czyli na 4! sposobdw.
Ksiazki fantasy mozemy ustawi¢ na 5 -4 - 3 - 2 - 1 sposobdw, czyli na 5! sposobow.

Dodatkowo mozemy ustawi¢ na pierwszej pétce ksigzki biograficzne, a na drugiej fantasy i na odwroét, czyli tutaj mamy 2 mozliwosci ustawienia gatunk¢

To oznacza, ze zgodnie z reguta mnozenia, wszystkich mozliwych ustawien bedziemy mie¢:

Firma krawiecka produkuje prostokatne dwukolorowe obrusy w jednakowym rozmiarze. Kazdy obrus jest zszyty z trzech pasow materiatu tej samej szet
kolorach. Obrusy uznajemy za rézne, gdy réznia sie kolorem laméwki lub kolorem paséw zewnetrznych, lub kolorem pasa wewnetrznego.

Liczba wszystkich réznych obruséw, ktére firma moze produkowad, jest rowna:

Odpowiedz: A (5-4 - 3)

Przeanalizujmy, ile ré6znych koloréw moze sie pojawi¢ na kazdej z czesci obrusa:

- Zewnetrzny pas mozemy uszy¢ na b réznych koloréw, stad tez mamy tutaj 5 mozliwosci.

- Wewnetrzny pas mozemy uszy¢ na 4 rézne kolory (bez tego, ktory jest uzyty na zewnatrz), wiec mamy tutaj 4 mozliwosci.
- Laméwki mozemy uszy¢ na 3 rézne kolory, stad tez mamy tutaj 3 mozliwosci.

To oznacza, ze zgodnie z reguta mnozenia, wszystkich pasujacych kombinagji obruséw bedziemy miec:
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Zadanie 60

Do dyspozycji s3 dwa puste pojemniki oraz piec kul. Kazda z kul nalezy umiesci¢ w pojemniku. Liczba wszystkich réznych rozmieszczen tych kul zalezy o

Uzupetnij tabele. Wpisz w kazdg pusta komorke tabeli wiasciwag odpowiedz wybrang sposréd A-F.
A 6

B.2-5

c.24

D.3

E. 2%

F.52

Liczba wszy

Cechy kul i pojemnikdéw ’

Kule rozréznialne, pojemniki rozréznialne

Kule rozréznialne, pojemniki nierozréznialne

Kule nierozréznialne, pojemniki rozréznialne

Kule nierozréznialne, pojemniki
nierozréznialne

Odpowiedz: 1. E2.C3. A 4.

| przypadek: Kule rozréznialne, pojemniki rozréznialne

Jezeli kule sa rozréznialne (czyli np. kazda ma inny kolor) i pojemniki sg takze rozréznialne (np. mniejszy i wiekszy), to bedziemy miec taka sytuacje:
- Pierwsza kula moze trafi¢ do jednego z dwdch pojemnikéw, czyli mamy 2 mozliwosci

- Druga kula moze trafi¢ do jednego z dwoch pojemnikdw, czyli mamy 2 mozliwosci

- Trzecia kula moze trafi¢ do jednego z dwdch pojemnikéw, czyli mamy 2 mozliwosci

- Czwarta kula moze trafi¢ do jednego z dwdch pojemnikoéw, czyli mamy 2 mozliwosci

- Pigta kula moze trafi¢ do jednego z dwdch pojemnikéw, czyli mamy 2 mozliwosci

To oznacza, ze zgodnie z regutg mnozenia wszystkich przypadkéw bedziemy mieé:

Il przypadek: Kule rozréznialne, pojemniki nierozréznialne
Jezeli kule sg rozréznialne (czyli np. kazda ma inny kolor), a pojemniki sa nierozréznialne (czyli s identycznie i nie ma znaczenia czy kula trafia do pierws
pierwszym pojemniku oraz zétta i czerwona kula w drugim pojemniku, to byty dwa zupetnie rézne zdarzenia. Tutaj beda to zdarzenia jednakowe, bo poj

Il przypadek: Kule nierozréznialne, pojemniki rozréznialne
Jezeli kule sg nierozréznialne (czyli sa identyczne i nie ma znaczenia ktéra to konkretnie kula), a pojemniki sa rozréznialne, to cato$¢ zadania sprowadza ¢
wiec nastepujace mozliwosci:

To oznacza, ze wszystkich réznych rozmieszczen mamy doktadnie 6.
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IV przypadek: Kule nierozréznialne, pojemniki nierozréznialne
| tu podobnie jak w drugim przypadku, skoro pojemniki sa nierozréznialne, to liczba kombinacji bedzie 2 razy mniejsza niz przy pojemnikach rozréznialn
takim razie wszystkich réznych rozmieszczen bedziemy miec tutaj 6 : 2 = 3.

Zadanie 61

Srednia arytmetyczna wieku czterech kobiet jest réwna 24 lata. Srednia arytmetyczna wieku szeiciu mezczyzn jest réwna 26 lat. Srednia arytmetyczna w

Odpowiedz: B (25, 2)

Skoro $rednia wieku czterech kobiet wynosi 24, to tacznie te kobiety maja 4 - 24 = 96 lat. Analogicznie, skoro $rednia wieku szesciu mezczyzn jest rown

Srednia arytmetyczna wieku tych dziesieciu oséb bedzie zatem réwna:

Zadanie 62

Mediana zestawu szesciu liczb 1, 2, 3, 4, 5, 2z jest réwna 3. Liczba z jest réwna:

Odpowiedz: B (1, 5)

Mamy parzysta liczbe wyrazéw, zatem jesli uporzadkujemy liczby w ciggu niemalejacym (czyli od najmniejszej do najwiekszej), to mediana bedzie $rednig

Srednig arytmetyczna bedziemy wylicza¢ z wartosci trzeciej i czwartej liczby uporzadkowanego zestawu. Jak sie dobrze przyjrzymy, to zauwazymy, ze me
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Zadanie 63

Marek ma 3 koszulki w kolorach czerwonym, niebieskim i biatym. Darek ma 5 koszulek w kolorach czerwonym, biatym, zielonym, z6ttym i szarym. Chtoj

Koszulki Marka Kosz

Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze nastepnego dnia chtopcy zatoza koszulki w tym samym kolorze, jest réwne:

Odpowiedz: A (%)

Krok 1. Obliczenie liczby wszystkich zdarzer elementarnych.
Skoro Marek ma 3 koszulki, a Darek 5 koszulek, to zgodnie z reguta mnozenia, wszystkich zdarzen elementarnych bedziemy mie¢ 2| = 3 - 5 = 15.

Krok 2. Obliczenie liczby zdarzen sprzyjajacych.
Zdarzeniem sprzyjajacym jest sytuacja w ktdrej bedziemy mie¢ dwie koszulki tego samego koloru. Widzimy, ze powtdrzy¢ moze sie tutaj jedynie kolor cz

To oznacza, ze |A| = 2.

Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.
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Zadanie 64

Dany jest pieciokat foremny ABCDE. Losujemy jednocze$nie dwa rdzne wierzchotki tego pieciokata. Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na

Odpowiedz: D (3)

Krok 1. Obliczenie liczby wszystkich zdarzen elementarnych.
Najpierw losujemy jeden z pieciu wierzchotkéw, a potem losujemy kolejny, z czterech dostepnych. To oznacza, ze zgodnie z regutg mnozenia, wszystkich

Krok 2. Obliczenie liczby zdarzen sprzyjajacych.
Z kazdego wierzchotka mozemy poprowadzi¢ dwie przekatne:

Skoro mamy piec wierzchotkéw, a z kazdego mozemy poprowadzi¢ dwie przekatne, to zdarzen sprzyjajacych bedziemy mieé:

Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.
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Zadanie 65

Ze zbioru pieciu liczb {1, 2, 3,4,5} losujemy dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F — jesli jest fatszywe. Prawdopodobienstwo zdarzenia polec

Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze obie liczby beda parzyste, jest réwne %
Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze suma wylosowanych liczb bedzie parzysta, jest rowne %.
Prawda

Fatsz

Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze obie liczby beda parzyste, jest rowne %

Prawda
Fatsz

Odpowiedz: 1) FALSZ

Krok 1. Ocena prawdziwosci pierwszego zdania.
Losowanie odbywa sposrdd pieciu liczb i jest to losowanie ze zwracaniem (czyli wylosowana liczba moze sie powtdérzyc). To oznacza, ze zgodnie z reguta

Chcemy, by suma wylosowanych liczb byta parzysta. Musimy sie wiec zastanowic, jakie to liczby trzeba do siebie doda¢, by taka parzysta sume otrzyma
nam pasuje.

- Liczbami nieparzystymi sg 1, 3 oraz 5. Losujemy dwie liczby, czyli zgodnie z reguta mnozenia, interesujacych nas kombinadji z liczbami nieparzystymi be
- Liczbami parzystymi sa 2 oraz 4. Losujemy dwie liczby, czyli zgodnie z reguta mnozenia, interesujacych nas kombinadji z liczbami parzystymi bedziemy

To oznacza, ze zgodnie z reguta dodawania wszystkich zdarzen sprzyjajacych bedziemy mie¢ |A| = 9+ 4 = 13.

W takim razie prawdopodobienstwo wylosowania liczb, ktérych suma jest parzysta, wynosi:

Zdanie jest wiec fatszem.

Krok 2. Ocena prawdziwosci drugiego zdania.
Podczas omawiania pierwszego zdania ustalilismy juz, ze wszystkich zdarzen elementarnych mamy |£2| = 25, a mozliwoéci wylosowania liczb parzystych

Zdanie jest wigc fatszem.
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Zadanie 66

Firma handlowa ustalita, ze liczba sprzedanych przez nig egzemplarzy gry komputerowej w ciggu kazdego tygodnia zalezy od jej ceny. Liczbe sprzeda

Oblicz ten najwiekszy przychdd.

5V

Odpowiedz: Cena rowna 80 or

Krok 1. Zapisanie rownan.
Aby zrozumied istote zadania, sprobujmy catos$¢ opisac w taki sposdb, jak rozwiazujemy inne tego typu zadania. Z tresci zadania wynika, ze liczbe spr:

Z tresci zadania wynika tez, ze tygodniowy przychdd oznaczamy symbolem P, no a ten przychdd to bedzie liczba sprzedanych sztuk gry pomnozona

Krok 2. Zapisanie wzoru funkgji P(z).
Kluczem do sukcesu przy tego typu zadaniach jest poprawne zapisanie przychodu w postaci funkdji z jedng zmienng, czyli zmienna x. Podstawiajac y

P=z-(

Otrzymaliémy informadje, ze przychéd mozna opisa¢ wzorem —15z2 + 2400z, czyli udato nam sie zapisa¢ wzér na przychéd z uzyciem tylko jednej r

Krok 3. Wyznaczenie wspotrzednych wierzchotka paraboli.
Wykresem funkgji kwadratowej jest parabola. Tutaj parabola bedzie mie¢ ramiona skierowane do dotu (bo wspétczynnik @ = —15). Sytuacja bedzie w
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5V

Chcemy sie dowiedzie¢, dla jakiego x osiagniemy jak najwyzszy przychdd P. Z whasnosci parabol wiemy, ze parabola skierowana ramionami do dotu

TW =

Krok 4. Obliczenie przychodu.
Wiemy juz, ze najwigksza wartosc jest przyjmowana, gdy = 80, czyli najwiekszy przychdd osiggniemy wtedy, gdy cena gry jest réwna 80. Jedna z 1z

P =—15-807+ 2400 -

Najwiekszy tygodniowy przychéd wyniesie wiec 96000.
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Zadanie 67

Dany jest prostokat PQRS o bokach dtugosci |[PQ| = |SR| = 10 oraz |PS| = |QR| = 6. Na bokach PQ, QR, RS, SP obrano odpowiednio pu

S X C R

D X

p A X Q

Odpowiedz: x = 4 oraz \(P=28\

Krok 1. Zapisanie p6l powierzchni figur.
Zanim zaczniemy cokolwiek oblicza¢, zwréémy uwage, ze |PA| = |CR| = 10 — z oraz ze |[DS| = |BQ| = 6 — .

Pole naszego czworokata ABC D bedzie réwne polu duzego prostokata PQRS, ktory jest pomnigjszony o pola czterech trojkatéw prostokatnych. ¢

Ppap=%-z-(10 —z) = bz — +2?
PAQB:%m (6—$):3w—l$2
Pgpe=%-z- (10 —z) =5z — 1a?
Posp= 3 -z (6—z) =3z — §a?

Obliczmy jeszcze od razu pole prostokata PQRS, ktére jest réwne:
Posp =6-10 =60

Teraz zgodnie z planem, od jesli od pola prostokata odejmiemy pola matych tréjkatow, to otrzymamy pole czworokata ABCD, zatem:

1 1
P=60— ((3x - 5””2) + (52 — Eacz) + (3 -

Krok 2. Zapisanie wzoru funkgji P(z).
Otrzymaliémy informagje, ze pole powierzchni mozna opisa¢ wzorem 2x2 — 16z + 60. W ten sposéb udato nam sie zapisa¢ wzor na pole z uzyciem t

Dodatkowo w tresci zadania pojawit nam sie warunek, ze = > 3, ktéry powinnismy uwzgledni¢ w dziedzinie tej funkgji. Dodatkowo wiemy, ze skoro k

Krok 3. Wyznaczenie wspotrzednych wierzchotka paraboli.
Wykresem funkgji kwadratowej jest parabola. Tutaj parabola bedzie mie¢ ramiona skierowane do géry (bo wspdtczynnik a = 2). Sytuadja bedzie wiec
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W

Chcemy sie dowiedzie¢, dla jakiego x osiagniemy jak najmniejsze pole P. Z wtasnosci parabol wiemy, ze parabola skierowana ramionami do géry osie

Otrzymany wynik miesci sie w naszej dziedzinie, wiec wszystko jest w porzadku.

Krok 4. Obliczenie pola powierzchni.
Wyliczylismy, ze pole powierzchni bedzie najmniejsze gdy & = 4. Zgodnie z trescig zadania, musimy jeszcze obliczy¢ to pole, zatem korzystajac z weze

P=2¢"—16z+60, P -
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Zadanie 68

Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych 3 i 4. Wpisano w niego prostokat w taki sposéb, ze dwa z jego bokdw zawieraja sie w przyprostol

4

Jakie wymiary powinien mie¢ prostokat, aby jego pole byto najwieksze? Oblicz to najwieksze pole.

Odpowiedz: Wymiary \(\frac{3}{2

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Wprowadzmy dodatkowe oznaczenia do naszego rysunku, ktére umozliwia nam dalsze rozwigzywanie:

A ' D ° B
Krok 2. Dostrzezenie tréjkatow podobnych i zapisanie rownan.

Powinnismy zauwazy¢, ze prostokat wydzielit nam na rysunku takze dwa mniejsze tréjkaty prostokatne, czyli DBE oraz FEC. Wszystkie te trojkaty
Przyktadowo, stosunek dtugosci przyprostokatnych goérnego tréjkata prostokatnego F'EC o dtugosciach 3 — x oraz y musi by¢ taki sam, jak stosur

Mnozac teraz na krzyz, otrzymamy:

Dodatkowo mozemy od razu zapisac, ze pole prostokata wyznaczymy ze wzoru:
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Krok 3. Zapisanie wzoru funkgji P(z).
Kluczem do sukcesu przy tego typu zadaniach jest poprawne zapisanie pola powierzchni w postaci funkdji z jedna zmienna, czyli zmienng . Podstawi

P-

Otrzymalismy informacje, ze pole powierzchni prostokata mozna opisa¢ wzorem 7%m2 + 4z. W ten sposéb udato nam sie zapisa¢ wzér na pole z uzi

Krok 4. Wyznaczenie wspotrzednych wierzchotka paraboli.
Wykresem funkgcji kwadratowej jest parabola. Tutaj parabola bedzie mie¢ ramiona skierowane do dotu (bo wspdtczynnik a = — %). Sytuacja bedzie w

AP
W

Chcemy sie dowiedzie¢, dla jakiego x osiggniemy jak najwieksze pole P. Z wtasnosci parabol wiemy, ze parabola skierowana ramionami do dotu osia¢

—b —4
TW =5, TW =

Krok 5. Wyznaczenie dtugosci drugiego boku prostokata i obliczenie pola powierzchni.
Wyliczylismy, ze pole powierzchni bedzie najwieksze gdy jeden z bokéw prostokata bedzie miat dtugos¢ z = % Zgodnie z trescig zadania, musimy je

To oznacza, ze pole naszego prostokata bedzie réwne:
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