MATEMATIX.PL

Klucz odpowiedzi i rozwigzania — Przykfadowy arkusz CKE 2023

Opracowanie Matematix.pl na podstawie rozwigzan zadan w serwisie — nie jest to oficjalny dokument CKE ani wydawnictwa. Zadania i rozwigzania online: matematix.pl. Wygenerowano

26.09.2026.

Odpowiedzi do zadan zamknietych

Zadanie Odpowiedz

1 B (610

2 B (2)

3 C (648)

4 C (48a)

6 B (4)

7 A (dokfadnie jedno rozwigzanie: z = 2)

]

=6 -5 -4 -3

1 Ba>0ib<0)

12 B(Q=—-3P+27)

14 D (20000 - (1,03)?)

17 Az —2)?2+(y+5)?% =9
20 B (24/13)

21 A(307)

22 A3

24 D (387)

25 D (2

26 C(1:8)

27 a= 4EAG

Rozwiazania krok po kroku

matematix.pl - Przykladowy arkusz CKE 2023

Pkt

1/26



g

Wartos¢ wyrazenia 6100 + 6100 + 6100 6100 4 100 4 6100 jest réwna:

Odpowiedz: B (61°!)
Nasze wyrazenie jest tak naprawde szesciokrotnym dodaniem tej samej wartosci, czyli 610, Korzystajac z dziatan na potegach, catoé¢ mozemy zapisaé jako:

6. 6100 — gl. gl00 — gl+100 _ 101

o1 pi

Warto$¢ wyrazenia log798 — log72 jest réwna:

Odpowiedz: B (2)

Korzystajac z dziatar na logarytmach mozemy zapisac, ze:

109798 — log;2 = logy (%) =log;49 = 2

Wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym nie wystepuje cyfra 2, jest:
Odpowiedz: C (648)

Do zadania mozemy podej$¢ na rézne sposoby, ale najprosciej bedzie wykorzystac tutaj regute mnozenia. Rozpiszmy zatem jakie cyfry pasujg nam do rzedu setek,
dziesigtek oraz jednosci:

- W rzedzie setek moze znalez¢ sie dowolna liczba od 1 do 9, ale oprécz 2. To oznacza, ze pasuje nam tutaj 8 réznych mozliwosci.

- W rzedzie dziesiatek moze znalez¢ sie dowolna liczba od 0 do 9, ale oprécz 2. To oznacza, ze pasuje nam tutaj 9 réznych mozliwosci.

- W rzedzie jednosci moze znalez¢ sie dowolna liczba od 0 do 9, ale oprécz 2. To oznacza, ze pasuje nam tutaj 9 réznych mozliwosci.

Korzystajac zatem z reguty mnozenia mozemy zapisa¢, ze interesujacych nas liczb bedzie:

8-9-9 =648

S

Dla kazdej liczby rzeczywistej a warto$¢ wyrazenia (3 + 4a)? — (3 — 4a)? jest réwna:

Odpowiedz: C (48a)

W tym zadaniu musimy skorzystac ze wzoréw skréconego mnozenia: (a + b)? = a? + 2ab + b? oraz (a — b)? = a® — 2ab + b*. Po poprawnym wykonaniu
potegowania, caty zapis bedziemy musieli jeszcze uporzadkowac:

(3+4a)?— (3—4a)?=, =9+24a+ 16a*> — (9 — 24a + 16a%) = , = 9+ 24a + 16a* — 9 + 24a — 16a® = 48a
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Dane sa dwie przecinajace sie proste. Miary katow utworzonych przez te proste zapisano za pomocg wyrazen algebraicznych (zobacz rysunek).

Uktadem réwnan, w ktérym zapisano prawidtowe zaleznosci miedzy miarami katéw utworzonych przez te proste, jest uktad:

A{(a+ﬁ)+,8:90° ,
la+B8=2a—-p

B{(a+ﬂ)+ﬂ:180° ,
la+pB=2a-p8

C¥a+m+ﬂ:1%°,
=228

a+B8=90" |
D{ﬁ:2a—ﬁ

E Oé-‘rﬂ:?a—ﬁ )
“1180° — (20— B) = 8

¢ [3a+28=360"
N2a-B=28

Odpowiedz: B oraz E

Réwnania pojawiajace sie w uktadach opisuja rézne zaleznosci, dlatego przeanalizujmy osobno poprawnos¢ poszczegdlnych odpowiedzi.

Odp. A. - tutaj pierwsze réwnanie jest nieprawidtowe, bo suma tych katéw powinna by¢ réwna 180°.

Odp. B. - ten uktad réwnan jest prawidtowy. W pierwszym réwnaniu mamy sume katéw przylegtych réwna 180°, a w drugim mamy informacje o tym, ze katy
wierzchotkowe maja jednakowa miare.

Odp. C. - tutaj drugie réwnanie jest nieprawidtowe, te dwa katy nie maja jednakowej miary.

Odp. D. - tutaj nieprawidtowe jest i pierwsze i drugie réwnanie.

Odp. E. - ten uktad jest prawidtowy. W pierwszym réwnaniu mamy wykorzystajg wtasnos¢ katow wierzchotkowych, a w drugim katéw przylegtych.

Odp. F. - ten uktad jest nieprawidtowy, poniewaz drugie réwnanie jest btedne.

Prawidtowe uktady réwnan znalazty sie wiec w odpowiedzi B oraz E.
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Dany jest wielomian W (z) = 3z + kz? — 12z — Tk + 12, gdzie k jest pewna liczba rzeczywista. Wiadomo, ze liczba (—2) jest pierwiastkiem tego wielomianu.
Liczba k jest rowna:

Odpowiedz: B (4)
Jezeli liczba —2 jest pierwiastkiem tego wielomianu, to znaczy, ze podstawiajac € = —2, warto$¢ tego wielomianu powinna wyjs¢ rowna 0. Skoro tak, to:

3. (—2P3+k-(—2)2—12-(-2)—Thk+12=0,3 - (-8) + k-4— (—24) — Tk +12=0, —24+4k+24—Tk+12=0, —3k+12=0, — 3k = —1

o
(4z — 6)(z — 2)?
2z(z — 1,5)(z + 6)

Odpowiedz: A (doktadnie jedno rozwiazanie: z = 2)

Réwnanie = 0 ma w zbiorze liczb rzeczywistych:

Krok 1. Zapisanie zatozen.
Zanim zaczniemy cokolwiek oblicza¢, musimy zapisa¢ zatozenia do réwnania. Na matematyce dzielenie przez zero nie istnieje, wiec i wartos¢ mianownika musi by¢
rézna od zera. W mianowniku mamy réwnanie zapisane w postaci iloczynowej, zatem wystarczy przyréwnac kazdy z czynnikéw do zera, czyli:

2040 AN z—-1,5#0 A z4+6#0,2#0 A x#1,6 A x#—6

Krok 2. Rozwigzanie rownania.
Teraz mozemy przystapi¢ do rozwigzywania réwnania. Zaczynajac od wymnozenia obu stron przez wartos¢ w mianowniku, otrzymamy:

(4z — 6)(z — 2)?

—_— = 2z(z—1 4z — ~2?=0,42-6=0 V 2z-2=0,42=6 V z=2,2=15 V z=2
22z —1,5)@ 1 6) 0 / z(z —1,5)(z +6), (42 —6)(z—2)°=0,42—-6=0 z 0,4z=6 z ,z=1,5 z

Krok 3. Interpretacja otrzymanego wyniku.
Otrzymane wyniki musimy jeszcze zweryfikowac z naszymi zatozeniami. Okazuje sig, ze rozwigzanie * = 1, 5 musimy odrzuci¢, bo dla tej wartosci otrzymamy zero w
mianowniku. To oznacza, ze jedynym rozwigzaniem bedzie z = 2.

o1 pi

Sposrod rysunkéw A-D wybierz ten, na ktérym prawidtowo zaznaczono na osi liczbowej zbior wszystkich liczb rzeczywistych spetniajacych nieréwnosé:

le+1 <2

Ilil|r|¢l’|lb
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 x

Odpowiedz: A ( )

Aby rozwigzad nierébwnos¢ z wartoscia bezwzgledna, musimy utozy¢ dwie nieréwnosci liniowe bez tej wartosci, z czego druga nieréwnos¢ bedzie mie¢ zmieniony
znak nieréwnosci i liczbe stojacg po prawej stronie na przeciwng:

r+1<2 z+1>-2,2<1 z> -3

Wyszto nam wiec, ze  jest wiekszy lub réwny —3 oraz mniejszy lub réwny 1, czyli @ € (—3; 1), a taka sytuacja zostata przedstawiona na pierwszym rysunku.

o2

Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej nieparzystej n liczba n? 4 2023 jest podzielna przez 8.

Odpowiedz: Udowodniono, korzyst
Jezeli przyjmiemy, ze k jest liczba catkowitg, to liczbe nieparzysta mozemy zapisa¢ jako 2k + 1. Podstawiajac teraz te wartos¢ pod n, otrzymamy:

(2k+1)242023 = , =4k? +4k+1+2023 = , =4k® + 4k +2024 = , = 4k(k + 1) + 2024

Przeanalizujmy teraz podana sytuacje, zaczynajac od wyrazenia k(k + 1). Jezeli k jest catkowita liczba parzysta, to k + 1 jest liczba nieparzysta, a iloczyn liczby
parzystej i nieparzystej daje wynik parzysty. Analogicznie, gdy k jest liczbg nieparzysta, to k + 1 bedzie parzyste, czyli tutaj takze iloczyn tych dwéch liczb bedzie
parzysty.

Mozemy wiec powiedzie¢, ze mnozymy 4 przez liczbe, ktora jest na pewno parzysta, a do tego dodajemy 2024, ktére mozemy rozpisac jako 8 - 253. Pomnozenie 4

przez liczbe parzysta zawsze daje wynik podzielny przez 8, zatem liczba 4k(k + 1) + 2024 jest tak naprawde suma dwdch liczb podzielnych przez 8, co sprawia, ze
cata liczba tez jest podzielna przez 8, co nalezato udowodnic.
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Zadanie 10 0-5 pkt

Dana jest funkcja kwadratowa f, ktorej fragment wykresu przedstawiono w kartezjanskim uktadzie wspdtrzednych (z, y) na rysunku obok. Wierzchotek paraboli,
ktdra jest wykresem funkdji f, oraz punkty przeciecia paraboli z osiami uktadu wspdtrzednych maja wspdtrzedne catkowite.

Zadanie 1.

Funkgja g jest okreslona za pomoca funkgji f nastepujaco: g(z) = f(z — 2). Wykres funkgji g przedstawiono na rysunku:
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Zadanie 2.

Wyznacz i zapisz w miejscu wykropkowanym ponizej zbidr wszystkich rozwiazan nieréwnosci f(z) < 0.

Zadanie 3.
Wyznacz wzor funkgji kwadratowej f w postaci kanonicznej. Zapisz obliczenia.
Odpowiedz: 1. D. 2. \(x\in(-\i

Zadanie 1.
Zapis g(z) = f(z — 2) oznacza, ze funkdga g(x) powstata w wyniku przesunigcia funkgji f(z) o 2 jednostki w prawo. Patrzac na miejsca zerowe i na wierzchotek
paraboli, widzimy, ze takie przesuniecie znalazto sie na czwartym rysunku.

Zadanie 2.
Skoro wartosci funkgji f(z) maja by¢ mniejsze lub réwne 0, to musimy spojrze¢ na te fragmenty wykresu, ktére znalazly sie pod osig OX. Widzimy wyraznie, ze
rozwiazaniem tego zadania bedzie suma przedziatow = € (—o0; —1) U (3; +00)

Zadanie 3.
Do wyznaczenia wzoru w postaci kanonicznej y = a(z — p)? + ¢ potrzebujemy wspétrzednej wierzchotka W = (p; q). Z wykresu odczytujemy, ze W = (1;8),
zatem:

y=alz—1)*+8

Do poznania petnego wzoru brakuje nam jeszcze znajomosci wspdtczynnika a. Aby poznac te wartos¢, musimy podstawi¢ wspotrzedne jednego ze znanych
punktdw, ktory nalezy do wykresu tej funkgji. Najprosciej bedzie wzia¢ jedno z miejsc zerowych, czyli np. A = (—1;0). Podstawiajac wspétrzedne tego punktu do
wyznaczonego przed chwilg wzoru, otrzymamy:

0=a-(-1-12+8,0=a-(-2)>+8,0=4a+8,a=-2

Przy okazji warto zauwazy¢, ze wspotczynnik a wyszedt ujemny, co sugerowatoby, ze ramiona paraboli beda skierowane do dotu, tak jak na wykresie. Dzigki takiej
obserwacji mozemy w prosty sposéb zweryfikowa¢ poprawnos¢ rozwigzania.

Otrzymany wynik oznacza, ze wzorem tej funkgji w postaci kanonicznej jest:

y=—2(z—-1)"+8
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Zadanie 11 0-1 pkt

Dana jest funkgja liniowa f okreslona wzorem f(z) = ax + b gdzie a i b s3 liczbami rzeczywistymi. Wykres funkgji f przedstawiono w kartezjanskim uktadzie
wspdtrzednych (z,y) na rysunku obok.

Ya

Wspotczynniki a i b we wzorze funkgji f spetniaja warunki:
Odpowiedz: B (a > 0ib < 0)

Wspétczynnik a informuje nas o monotonicznosci funkgji (czyli o tym, czy funkcja jest rosnagca, malejaca czy tez moze stata). Z rysunku wynika, ze funkcja jest
rosnaca, wiec wspotczynnik a > 0.

Wspdtezynnik b informuje nas o miejscu przeciecia sie wykresu funkgji z osig OY. W przypadku tej funkdji przeciecie nastepuje pod osig OX (czyli dla ujemnej
wartosci y), stad tezb < 0.

Zadanie 12 0-1 pkt

Firma przeprowadzita badania rynkowe dotyczace wptywu zmiany ceny P swojego produktu na liczbe @ kupujacych ten produkt. Z badan wynika, ze kazdorazowe
zwiekszenie ceny o 1 jednostke powoduje spadek liczby kupujacych o 3 jednostki. Ponadto przy cenie réwnej 5 jednostek liczba kupujacych jest réwna 12 jednostek.

Funkgja, ktéra opisuje zaleznos¢ liczby kupujacych ten produkt od jego ceny, ma wzér:

Odpowiedz: B (Q = —3P + 27)

Na poczatku ustalmy, czy w omawianej sytuacji bedziemy mie¢ funkcje liniowa, czy kwadratowa (bo takie i takie znajduja sie w odpowiedziach). Z tresci zadania
wynika, ze kazdy spadek ceny o 1 jednostke powoduje spadek liczby kupujacych o 3 jednostki. Zaleznosc jest wiec liniowa (jak cena spadnie o jedna jednostke

wiecej, to liczba kupujacych spadnie o kolejne trzy jednostki itd.). Tym samym mozemy od razu odrzuci¢ odpowiedzi A oraz C, ktére zawierajg wzory funkgji
kwadratowych.

Jak teraz ustali¢, czy poprawny jest wzor z odpowiedzi B czy D? Mozna podejs¢ do tego na rézne sposoby, ale najprosciej bedzie wykorzysta¢ informacje z tresci
zadania. Dla P = 5 wartos¢ funkgji musi by¢ rowna @ = 12. Podstawmy zatem P = 5 dla wzoru z odpowiedzi B oraz D:
Odp. B.:

Q=-3P+27,Q=-3-5+27,Q=-15+27, Q=12

Odp. D.:

1
5=-3Q+27, ~22=-3Q,Q="7g

Widzimy wyraznie, ze pasuje nam jedynie wzér z odpowiedzi B.
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Zadanie 13 0-4 pkt

Czas T pottrwania leku w organizmie to czas, po ktérym masa leku w organizmie zmniejsza sie o potowe — po przyjeciu jednorazowej dawki. Przyjmij, Zze po przyjeciu
jednej dawki masa m leku w organizmie zmienia sie w czasie zgodnie z zaleznos$cia wyktadnicza:

gdzie:
mo — masa przyjetej dawki leku
T - czas péttrwania leku

t — czas liczony od momentu przyjecia dawki.

W przypadku przyjecia kilku(nastu) dawek powyzsza zalezno$¢ pozwala obliczy¢, ile leku pozostato w danym momencie w organizmie z kazdej poprzednio przyjetej
dawki. W ten sposoéb obliczone masy leku z przyjetych poprzednich dawek sumuja sie i daja informacje o catkowitej aktualnej masie leku w organizmie. Pacjent
otrzymuje co 4 dni o tej samej godzinie dawke mg = 100mg leku L. Czas péttrwania tego leku w organizmie jest rowny T' = 4 doby.

Zadanie 1.

Wykres zaleznosci masy M leku L w organizmie tego pacjenta od czasu t, liczonego od momentu przyjecia przez pacjenta pierwszej dawki, przedstawiono na
rysunku:

M, mg
180 4
160 +
140 +
120 +
100

80

60
40 +

20 +

0 I I >

0 4 8 12 t, doby
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M, mg
180 4
160 +
140 +
120 +
100

f | I
12 t, doby
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M, mg
180 4
160 +
140 +
120 +
100

80

60

20 +
0 : | >
0 4 8 12 t, doby

Zadanie 2.

Oblicz mase leku L w organizmie tego pacjenta tuz przed przyjeciem jedenastej dawki tego leku. Wynik podaj w zaokragleniu do 0, 1mg. Zapisz obliczenia.

Odpowiedz: 1. A. 2. ok. \(99,9

Zadanie 1.
Poprawnym wykresem bedzie ten z odpowiedzi A. Powiedzmy sobie moze jeszcze dlaczego to jest akurat ten wykres. Aby dojs¢ do tej odpowiedzi, musimy
zrozumied istote samego zadania.

Mamy pacjenta, ktéry przyjmuje dawke omawianego leku i zgodnie ze wzorem, z czasem tego leku jest coraz mniej. Ze wzoru wynika, ze spadek ten jest
wyktadniczy (a nie liniowy, jak odpowiedzi D). W gre wchodza wiec juz tylko dwie odpowiedzi - A oraz B (odpowiedz C odrzucamy, poniewaz w odpowiedzi C mamy
funkcje rosnacg). No i teraz najwazniejsze pytanie - skad sie biorg trzy fragmenty wykresu? Wynika to z faktu dodawania kolejnej dawki leki, co tym samym
powoduje skokowe zwiekszenie dawki leku w organizmie. Jezeli wiec pacjent po 4 dobach ma w swoim organizmie 50mg leku i dostaje kolejna dawke 100mg, to w
czwartej dobie wartos¢ ta skacze mu do 150mg, doktadnie tak jak na wykresie z odpowiedzi A.

Zadanie 2.

Krok 1. Analiza ilosci leku w organizmie pacjenta.

Musimy sobie uzmystowi¢, ze przed przyjeciem jedenastej dawki tego leku, pacjent bedzie miat $ladowe ilosci pierwszej dawki (Sladowe, bo wraz z uptywem czasu
tego leku w organizmie jest coraz mniej), nieco wigksze drugiej dawki i catkiem spore wartosci dziewiatej czy tez dziesigtej dawki. Musimy tez dostrzec, ze termin
"przed przyjeciem jedenastej dawki" oznacza, ze od pierwszej dawki uptyneto ¢ = 40 dni, a od dawki dziesigtej uptynety raptem t = 4 dni. Zapiszmy zatem ile kazdej
z dawek zostato temu pacjentowi w organizmie, zaczynajac moze od najnowszej, czyli dziesigtej dawki.

Pacjent otrzyma jedenastg dawke leku po uptywie 4 dni od przyjecia dziesigtej dawki. To oznacza, ze z dziesigtej dawki w organizmie zostanie:
1\ 1\!
100- (=) =100-(=) =
00 ( 3 > 00 ( 3 ) 50

W orgazmie pacjenta jest jeszcze np. lek z dziewiatej dawki, ktory byt podany 8 dni wczesniej. Tego leku w organizmie pacjenta bedzie:

1\ f 1\2 1
100- (=) =100 (=) =100-> =25
2 2 1

Z 6smej dawki zostanie:

1

=l

1\? 1
—100- (=) =100-= =12
00 (2) 00 2 .5

w (2
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| tak analogicznie mozemy rozpisywac kolejne dawki, az dojdziemy do pierwszej, ktora byta 40 dni wczesniej, zatem z tej dawki zostato:
1 4 1\
100- (=) =100-(—=
2 2

Krok 2. Obliczenie sumy wszystkich dawek leku.
Naszym celem jest teraz zsumowanie tych wszystkich dawek. Widzimy wyraznie, ze kolejne dawki leku tworza ciag geometryczny, w ktérym a1 = 50 oraz ¢ = %
Korzystajac zatem ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego, mozemy zapisa¢, ze:

G lmd o =) o A ¢ 1028 1 o BLIS0 1 o 5U50 , o 5
n — %1 lfq » P10 — 17% » P10 — % » P10 — % » P10 — 102427 10 — 1024 '27 10 — 1024 s P10 — 5

To oznacza, ze przed przyjeciem jedenastej dawki nasz pacjent ma w organizmie okoto 99, 9mg leku.

Zadanie 14 0-1 pkt

Klient wptacit do banku 2000027 na lokate dwuletnia. Po kazdym rocznym okresie oszczedzania bank dolicza odsetki w wysokosci 3% od kwoty biezacego kapitatu
znajdujacego sie na lokacie. Po 2 latach oszczedzania w tym banku kwota na lokacie (bez uwzgledniania podatkéw) jest réwna:

Odpowiedz: D (20000 - (1, 03)?)
W tym zadaniu skorzystamy ze wzoru na kapitalizacje odsetek:

K,=K- (1+p)"

K, to kwota po naliczeniu odsetek

K to kapitat poczatkowy

P to oprocentowanie w okresie pojedynczej kapitalizacji
n to liczba kapitalizacji

Z tresci zadania wynika, ze:

K = 20000
p=0,03
n=2

Dlaczego p = 0,03?
Oprocentowanie lokaty w skali roku wynosi 3%, czyli 0, 03, a lokata jest kapitalizowana raz do roku.

Dlaczego n = 2?
Lokata jest na 2 lata, a odsetki naliczane sg co rok. W zwiazku z tym w trakcie catej lokaty odsetki beda naliczone 2 - 1 = 2 razy.

Nie pozostaje nam nic innego jak podstawi¢ poszczegdlne dane do wzoru:

K, = 20000 - (1+0,03)%, K, = 20000 - (1,03)?
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Zadanie 15 0-1 pkt

Dany jest ciag (a,,) okreslony wzorem a,, = —3n + 5 dla kazdej liczby naturalnej n > 1.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F — jesli jest fatszywe. Liczby 2, (—1), (—4) sa trzema kolejnymi
poczatkowymi wyrazami ciagu (a,,).
(ay) jest ciagiem arytmetycznym o réznicy réwnej 5.

Liczby 2, (—1), (—4) sa trzema kolejnymi poczatkowymi wyrazami ciagu (a,).
Prawda

Fatsz

(@) jest ciaggiem arytmetycznym o réznicy réwnej 5.

Prawda
Fatsz

Odpowiedz: 1) PRAWDA

Krok 1. Ocena prawdziwosci pierwszego zdania.
Chcac obliczy¢ wartosci trzech poczatkowych wyrazéw, wystarczy podstawi¢ n = 1, n = 2 oraz n = 3 do wzoru ciggu, zatem:

ap=-3-145=-34+5=2,a=-3-2+5=-6+5=—-1,a3=-3-3+5=-9+5=—-4

Zdanie jest wiec prawda, bo 2, (—1), (—4) sa trzema kolejnymi poczatkowymi wyrazami tego ciagu.

Krok 2. Ocena prawdziwosci drugiego zdania.
Juz po samym wzorze powinnismy dostrzec, ze jest to cigg arytmetyczny i w dodatku od reki powinnismy stwierdzi¢, ze réznica tego ciagu to 7 = —3 (bo taka tez wart:

Gdybysmy jednak nie mieli takiej pewnosci, to mozemy sobie z tym zadaniem poradzi¢ nieco inaczej. W tym celu wystarczy sprawdzic o ile roznia sie sasiadujace ze sob:
wiedzie¢, czy jest to w ogdle ciag arytmetyczny, no i poznamy przy okazji ewentualng roznice tego ciggu. Korzystajac z wartosci wyrazéow obliczonych w poprzednim kro

ag—a;=-1-2=-3,a3—ay=—-4—(-1)=-4+1=-3

Zaréwno z obliczen jak i obserwacji wynika wyraznie, ze kazdy kolejny wyraz jest o 3 mniejszy od poprzedniego, zatem owszem, ten ciag jest arytmetyczny, ale jego rézi
Zdanie jest wiec fatszem.
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Zadanie 16

Dany jest trojkat ABC, w ktérym |AB| = 6,

BC| = 5, |AC| = 10.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F — jesli jest fatszywe. Cosinus kata ABC jest réwny (—0, 65).
Trojkat ABC jest rozwartokatny.

Cosinus kata ABC jest réwny (—0, 65).

Prawda
Fatsz

Trojkat ABC jest rozwartokatny.

Prawda
Fatsz

10

X

A 6 B

Odpowiedz: 1) PRAWDA

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Sytuadja z tresci zadania bedzie wyglada¢ nastepujgco:

10

X

A 6 B

Krok 2. Ocena prawdziwosci pierwszego zdania.

Korzystajac z twierdzenia cosinusow mozemy zapisac, ze:

102 =6 +5°—2-6-5- cosa, 100 = 36 4+ 25 — 60cosa , 100 = 61 — 60cosa , 39 = —60cosa , cosa = —0, 65

Zdanie jest wiec prawda.
Krok 3. Ocena prawdziwosci drugiego zdania.

Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa wiemy, ze gdy a® 4 b® = c? to trdjkat jest prostokatny. Rozwinieciem tego twierdzenia jest informadja, ze jezeli
jest ostrokatny, natomiast gdy a? + b% < ¢, to trojkat jest rozwartokatny. W naszym przypadku a = 6, b = 5 oraz ¢ = 10, zatem:

A+ b2 =62+52=36+25=61, ¢ = 10> =100

Widzimy wiec, ze a® + b? jest mniejsze od ¢, zatem jest to tréjkat rozwartokatny. Zdanie jest wiec prawda.
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Zadanie 17

Na ptaszczyznie, w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (z,y), dany jest okrag o srodku S = (2, —5) i promieniu 7 = 3. Réwnanie tego okregu ma postac:

Odpowiedz: A ((z — 2)? + (y +5)> = 9)
Réwnanie okregu o $rodku S = (a;b) i promieniu r zapisujemy jako:

(z—a)?+ (y—b)*=r?

Z tresci zadania wynika, ze a = 2 oraz b = —5, natomiast = 3. Skoro tak, to réwnanie tego okregu ma postacé:

-2+ (y—(-5)*=3", (x—2)°+ (y+5°=9

Zadanie 18

Odcinki AD i BC przecinaja sie w punkcie O. W tréjkatach ABO i ODC zachodza zwiazki: |AO| = 5,

D

BO| =3, |0C| = 10, |[<OAB| = |<OCD] (zobacz rysi

A

Oblicz dtugos¢ boku OD trojkata ODC. Zapisz obliczenia.

Odpowiedz: |OD| = 6

Krok 1. Dostrzezenie podobienstwa tréjkatow.

Katy przy wierzchotku O (czyli |[<AOB]| oraz |[<<DOCf) sg tak zwanymi katami wierzchotkowymi, a z wtasnosci takich katéw wynika, ze maja one jednakowa miar

wiemy tez, ze katy OAB oraz OCD takze maja jednakowa miare. To oznacza, ze w tym momencie trojkaty ABO | ODC' maja juz dwie pary jednakowych katow,
w tych trojkatach musza miec jednakowa miare. To prowadzi nas do wniosku, ze te dwa tréjkaty sa podobne (cecha kat-kat-kat).

Krok 2. Obliczenie skali podobienstwa.
Przyjmijmy, ze trojkat ABO jest trojkatem podstawowym, a tréjkat ODC jest tréjkatem podobnym. Aby obliczy¢ skale podobiefistwa, musimy najpierw odnalez¢
odpowiadajacych. W tréjkacie ABO naprzeciwko kata rozwartego jest bok o dtugosci 5, a w tréjkacie O.DC' mamy bok o dtugosci 10. To oznacza, ze skala podob

10

k=—, k=2
5

Krok 3. Obliczenie dtugosci boku OD.
Bokiem odpowiadajacym do boku OD bedzie bok BO o dtugosci 3. Skoro skala podobienstwa jest réwna k = 2, to bok OD bedzie dwa razy wiekszy od boku B

|oD|=2-3,|0D| =6
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Zadanie 19

Na ptaszczyznie, w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (z, y), dana jest prosta k o réwnaniu y = —3z + 1.

Zadanie 1.

Jedna z prostych réwnolegtych do prostej & jest prosta o réwnaniu:

Ay=3z+2
By=—-3z+2
Cy=3z+1

Dy=—2z+1

Zadanie 2.

Jedna z prostych prostopadtych do prostej k jest prosta o réwnaniu:

E.y:%x+2
F.y:—%w+2
Gy=3z+1
Hy=-3z+1

Odpowiedz: B oraz E

Aby dwie proste byty wzgledem siebie rownolegte, musza mie¢ jednakowy wspdtczynnik kierunkowy a. Skoro wiec prosta & na ten wspotczynnik réwny a = —3, 1
rownolegta tez musi mie¢ wspoétczynnik a = —3. Z proponowanych odpowiedzi tylko ta druga spetnia nasz warunek, zatem poprawng odpowiedzig bedzie y = —

Dwie proste sg wzgledem siebie prostopadte tylko wtedy, gdy iloczyn ich wspotczynnikdw kierunkowych jest rowny —1. Skoro wiec nasza prosta k ma wspdtczynr

do niej prostopadta musi mie¢ ten wspdtczynnik rowny % bo % - (—3) = —1. Z podanych odpowiedzi tylko ta pierwsza spetnia ten warunek, zatem prosta prost
1

y=gT+2.

Zadanie 20

W kartezjanskim uktadzie wspétrzednych (z,y) dany jest kwadrat ABCD. Wierzchotki A = (—2,1) i C = (4, 5) sa koricami przekatnej tego kwadratu. Dhugos¢
ABCD jest réwna:

Odpowiedz: B (2v/13)

Korzystajac ze wzoru na dtugos¢ odcinka, mozemy zapisac, ze:

AC| = /(w0 — 2 + (yz — 9a)?, |AC| = /(4 — (-2) + (5 1)2, |AC| = /(4 + 20 + 42, |AC| = V&> 1 £, |AC| = V36 1 16, |AC| =V
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Zadanie 21

Odcinek AB jest $rednica okregu o $rodku w punkcie O i promieniu r = 8 (zobacz rysunek). Cieciwa AC ma dtugos¢ 8+/3.

A

Miara kata BAC jest réwna:
Odpowiedz: A (30°)

Jezeli odcinek AB jest $rednica okregu, to wierzchotki ABC' tworza trojkat prostokatny (kat prosty jest przy wierzchotku C).

Odcinek AC jest dtuzsza przyprostokatna tego trdjkata i ma on dtugos¢ |[AC| = 8V3. W prosty sposéb mozemy poznac tez dtugos¢ przeciwprostokatnej - skor:
okregu o promieniu r = 8, to |AB| = 2 - 8 = 16. Podane dtugosci (i tak naprawde proponowane odpowiedzi) powinny nam juz zasugerowac, ze to bedzie trojka
30°,60°,90°, w ktorym mamy boki o dtugosci 8, 8+/3 oraz 16. W takiej sytuacji kat BAC ma na pewno miare 30°, gdyz jest to kat ostry lezacy przy dtuzszej pr

Gdybysmy jednak tego nie dostrzegli, to miare kata BAC mogliby$my pozna¢ chociazby korzystajac z funkdgji trygonometrycznych. Z pomoca przyjdzie nam cosir
mozemy zapisac¢, ze:

Z tablic trygonometrycznych odczytujemy teraz, ze cosinus przyjmuje warto$¢ @ dla kata o mierze 30°.

Zadanie 22

Kat « jest ostry oraz 4tga = 3sin’a + 3cos’a. Tangens kata o jest rowny:

Odpowiedz: A (%)

Kluczem do sukcesu bedzie wytaczenie trojki przed nawias i dostrzezenie jedynki trygonometrycznej sin®a + cos?a = 1. Cato$¢ obliczen bedzie wyglada¢ nastept

4tga = 3sin’a + 3cos’a , dtga = 3 - (sin®a + cos’a) , dtga =3 -1, tga = %
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Zadanie 23

Dane sa dwa trojkaty podobne ABC' i KLM o polach réwnych — odpowiednio — P oraz 2P. Obwdd tréjkata ABC jest rowny .

Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Obwad trojkata K LM jest réwny:

AV2.z,

B. 2z,

poniewaz stosunek obwoddw trdjkatow podobnych jest réwny

1. kwadratowi stosunku pél tych tréjkatow.
2. pierwiastkowi kwadratowemu ze stosunku pol tych tréjkatow.

3. stosunkowi pdl tych tréjkatow.

Odpowiedz: A., poniewaz 2.

Z whasnosi figur podobnych wynika, ze gdy skala podobienstwa jest réwna k, to obwad figury podobnej jest k razy wiekszy od figury podstawowej, a pole jest k>

W przypadku naszego zadania widzimy, ze pole figury podobnej jest 2 razy wieksze, zatem:

B=2,k=vV2 Vv k=-V2

Ujemna warto$¢ odrzucamy, bo skala podobienstwa jest zawsze dodatnia, zatem k = V2. Jezeli wiec obwdd tréjkata ABC jest réwny z, to obwdd trojkata K L1
wiekszy, czyli bedzie rowny v/2 - .

Odpowiedzig do tego zadania bedzie wiec "2z, poniewaz stosunek obwoddw trojkatéw podobnych jest réwny pierwiastkowi kwadratowemu ze stosunku pdl -
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Zadanie 24

Punkty A oraz B leza na okregu o $rodku O. Proste k i [ sg styczne do tego okregu w punktach — odpowiednio — A i B. Te proste przecinaja sie w punkcie S i tw:
(zobacz rysunek).

Miara kata OBA jest rowna:
Odpowiedz: D (38°)

Z wtasnosci stycznych do okregu wynika, ze odcinki AS oraz BSS maja jednakowa miare. Skoro tak, to trojkat ASB jest rownoramienny, czyli katy przy podstawie
jednakowa miare. Skoro wiec kat ASB ma miare 76°, to na dwa pozostate trojkaty zostaje nam 180° — 76° = 104°. To oznacza, ze katy BASoraz\(ABS bed.

Druga kluczowa wiasnosci stycznych do okregu jest fakt, iz styczna tworzy z promieniem okregu kat prosty. Skoro tak, to otrzymamy taka oto sytuacje:

k A S

W zwigzku z tym miara kata OBA jest réwna:
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|<OBA| = 90° — 52° = 38°

Zadanie 25

Powierzchnie boczng graniastostupa prawidtowego czworokatnego rozcieto wzdtuz krawedzi bocznej graniastostupa i roztozono na ptaszczyznie. Otrzymano w ter
ABCD, w ktorym bok BC odpowiada krawedzi rozciecia (wysokosci graniastostupa). Przekatna AC tego prostokata ma dtugos¢ 16 i tworzy z bokiem BC kat o
rysunek).

D C

30°

16

Dtugos¢ krawedzi podstawy tego graniastostupa jest réwna:
Odpowiedz: D (2)
Krok 1. Obliczenie dtugosci odcinka AB.

Spdjrzmy na trojkat ABC. Korzystajac z wtasnosci trojkatow o katach 307,607, 90° wiemy, ze dtugosc¢ krotszej przyprostokatnej (czyli wrasnie boku A B) bedzie «
dtugosci przeciwprostokatnej AC. Skoro tak, to:

|AB| =16:2, |AB| =8

Krok 2. Obliczenie dtugosci krawedzi podstawy tego graniastostupa.

Musimy zrozumie¢, co tak naprawde policzyliSmy przed chwila. Prostokat z tresci zadania to roztozona siatka powierzchni bocznej graniastostupa (czyli ten prostol
cztery $ciany boczne). Bok AB jest wiec tak naprawde obwodem naszej bryty, a celem zadania jest obliczenie dtugosci krawedzi graniastostupa. Graniastostup jest
czworokatny, wiec ta krawedz bedzie cztery razy krétsza od tego boku, czyli:

a=8:4,a=2

matematix.pl - Przykladowy arkusz CKE 2023 20/ 26



Zadanie 26

Dany jest ostrostup prawidtowy trojkatny ABC'S o podstawie ABC. Punkty D, E i F' sa srodkami — odpowiednio — krawedzi bocznych AS, BS i C'S (zobacz ry

S

Stosunek objetosci ostrostupa DEF'S do objetosci ostrostupa ABC'S jest rowny:
Odpowiedz: C (1 : 8)

Krok 1. Obliczenie skali podobienstwa.
Nasz ostrostup jest prawidtowy, wiec skoro podane punkty D, E i F' sa srodkami wskazanych bokdw, to mozemy wywnioskowad, ze kazda krawedz mniejszego o
razy mniejsza od duzego ostrostupa ABC'S. Jezeli wiec przyjmiemy, ze ostrostup ABC'S jest podstawowy, a DEF'S jest podobny, to skala podobienstwa wynos

Z whasnosci bryt podobnych wynika, ze gdy przy skali podobiefistwa rownej k, objetos¢ bryty podobnej stanowi k% bryty podstawowej. Jezeli wiec w naszym przyp
ABCS jest réwna V, to objetoéc brytly DEF'S bedzie réwna k* - V, czyli:

Stosunek objetosci ostrostupa DEF'S do objetosci ostrostupa ABC'S jest zatem réowny 1 : 8.
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Zadanie 27

Dany jest graniastostup prawidtowy tréjkatny ABCDEF' (zobacz rysunek obok). Na ktérym z rysunkéw prawidtowo narysowano, oznaczono i podpisano kat « |

boczng ACF D i przekatng AE sciany bocznej ABED tego graniastostupa?
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Zadanie 28

W pojemniku znajduija sie losy loterii fantowej ponumerowane kolejnymi liczbami naturalnymi od 1000 do 9999. Kazdy los, ktérego numer jest liczbg o sumie cyfr
wygrywajacy. Uczestnicy loterii losuja z pojemnika po jednym losie. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze pierwszy los wyciagniety z poje
wygrywajacy.

Odpowiedz: \(P(A)=\frac{1}{900}

Krok 1. Obliczenie liczby wszystkich zdarzer elementarnych.

Zdarzen elementarnych bedzie tyle, ile jest liczb naturalnych od 1000 do 9999. Takich liczb jest tacznie 9000.

Uwaga - bardzo czestym btedem jest zapisywanie, ze takich liczb jest 9999 — 1000 = 8999. Przyktadowo, liczb od 1000 do 1002 mamy doktadnie 3, a nie 1002 -

Krok 2. Obliczenie liczby zdarzen sprzyjajacych.

Musimy ustali¢, ile jest losow wygrywajacych. Wbrew pozorom nie bedzie ich wcale tak duzo. Na pewno odpadaja wszystkie losy, majgce przynajmniej jedna cyfre ¢
pewno nie zbudujemy liczby, ktorej suma cyfr jest rowna 3). Dodatkowo warto zauwazyé, ze jest tylko jedna liczba majaca cyfre 3, ktora bedzie liczba sprzyjajaca -
Bazujac na tych obserwacjach, sprébujmy wypisac wszystkie interesujace nas liczby:

1011,1101,1110, 1002, 1020, , 1200,2001, 2010, 2100, 3000

Takich liczb mamy 10, a to oznacza, ze |A| = 10.

Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.

1A 101
P(A)*\_mfgooofﬁ
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Zadanie 29

Rozwazamy wszystkie rownolegtoboki o obwodzie réwnym 200 i kacie ostrym o mierze 30°. Podaj wzér i dziedzine funkdji opisujacej zalezno$¢ pola takiego réwnc
x boku réwnolegtoboku. Oblicz wymiary tego z rozwazanych rownolegtobokdw, ktory ma najwieksze pole, i oblicz to najwieksze pole.

Odpowiedz: 50 x 50 oraz

Krok 1. Zapisanie zalezno$ci miedzy bokami rownolegtoboku.
Réwnolegtobok ma dwie pary bokéw jednakowej dtugosci. Skoro wiec obwad ten jest rowny 200, to mozemy zapisac, ze:

2a+2b=200, a+b=100, b=100—a

Dodatkowo powinni$my dostrzec, ze dtugos¢ boku b musi by¢ dodatnia, stad tez:

100—-a >0, —a>-100, a < 100

Krok 2. Zapisanie zaleznosci miedzy polem powierzchni i dtugoscig boku a.

P=a-b-sin30", P:av(1007a)~%, P:(lOOafaZ)-%, P:f%a2+50a
Krok 3. Obliczenie wspdtrzednej p wierzchotka paraboli.
_ b =50 —50 _ 50
P=5,0P= 2.(7%) PETT 0P

Otrzymany wynik oznacza, ze funkcja osiaga wiec najwiekszg wartos¢ dla argumentu réwnego 50, co w naszym przypadku oznacza, ze a = 50.

Krok 4. Obliczenie dtugosci b.
Skoro a = 50, to zgodnie z zapisami z pierwszego kroku, dtugos¢ drugiego boku tej figury bedzie rowna:

b=100—-a, b=100—-50, b =50

To w praktyce oznacza, ze poszukiwanym réwnolegtobokiem bedzie tak naprawde romb o boku 50.

Krok 5. Obliczenie pola réwnolegtoboku.
Musimy jeszcze obliczy¢ pole tego réownolegtoboku, zatem:

1 1
P:a~b~sin30°,P:50-50-5,P:2500-§,P:1250
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Zadanie 30

W pewnej grupie 100 uczniéw przeprowadzono sondaz dotyczacy dziennego czasu korzystania z komputera. Wyniki sondazu przedstawia ponizszy diagram. Na o
wyrazony w godzinach — dzienny czas korzystania przez ucznia z komputera. Na osi pionowej przedstawiono liczbe ucznidw, ktérzy dziennie korzystaja z komputel

Liczba uczniow 30

25

20
15
10
5 6
> 1
0 -

1 1,5 2,5 35 4 45

Dzienny czas korzystania z komputera (w godzinach)

w

Zadanie 1.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F — jesli jest fatszywe.

Mediana dziennego czasu korzystania przez ucznia z komputera jest réwna 2, 25 godziny. P/F

Potowa z tej grupy uczniéw korzysta dziennie z komputera przez mniej niz 2, 5 godziny. P/F

Zadanie 2.

Dominanta dziennego czasu korzystania przez ucznia z komputera jest réwna:
A. 2,25 godziny

B. 2,50 godziny

C. 2,75 godziny

D. 1, 50 godziny

Odpowiedz: 1. P oraz P 2. B.

Zadanie 1.
Krok 1. Ocena prawdziwosci pierwszego zdania.
Z wykresu wynika, ze liczba uczniéw wynosi:

54+21+244+26+14+6+3+1=100

Liczba uczniéw jest parzysta, zatem mediang bedzie srednia arytmetyczna dwdch srodkowych wyrazéw. W tym przypadku srodkowymi wyrazami bedzie wyraz nui

Obliczajac mediane zawsze musimy mie¢ uporzadkowany ciag liczb w porzadku niemalejacym (czyli od najmniejszej do najwiekszej). Oczywiscie nie bedziemy tutaj
ciagu liczb, tylko analizujgc wykres, sprébujemy okresli¢ ktory to wyraz jest tym o numerze 50 i 51. Widzimy, ze uczniéw korzystajacych z komputera przez 1 lub 1
tacznie 5 + 21 4 24 = 50 osdb. To oznacza, ze wyraz numer 50 jest rowny 2, a wyraz numer 51 jest réwny 2, 5. To oznacza, ze mediana bedzie réwna:

2425 4,5
= — m =

=2,2
2 k) 27m 75
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Pierwsze zdanie jest wiec prawda.
Krok 2. Ocena prawdziwosci drugiego zdania.
Ustalilismy juz, ze w sondazu wzieto udziat 100 ucznidw, z czego 50 z nich spedza przed komputerem 1 lub 1, 5 lub 2 godziny. To oznacza, ze faktycznie potowa u:

komputera mniej niz 2, 5 godziny, zatem zdanie jest prawda.

Zadanie 2.
Dominanta to wynik, ktéry pojawia sie najczesciej. Z wykresu wynika jasno, ze najczestszym wskazaniem byty 2, 5 godziny.
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