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Odpowiedzi do zadan zamknietych
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Rozwiazania krok po kroku

Liczba 15 jest przyblizeniem z niedomiarem liczby x. Btad bezwzgledny tego przyblizenia jest rowny 0, 24. Liczba z to:

Odpowiedz: D (15, 24)

Odpowiedz
D (15,24)

C (4V/10)

D (“+2V3)

B(9-3)

C (z = log; 6)
A((3—3z)- (5 +3z))
D (/=256 = —{/256)
D ((%,+00))

C (20%)

D (7)

B (£(44))

B (ACS)

A (f(1) = £(9)

B (0 oraz 1)

C 9z +12y — 10 = 0)
D (%)

D(r=1%

C (10)

A (66)

B (6)

B (4)

B (2ps = ps)

Pkt

0-1 pkt

Liczba 15 jest przyblizeniem z niedomiarem, czyli na pewno poszukiwana przez nas liczba x jest wieksza od 15. Skoro wiec btad bezwzgledny wynioést 0, 24, to nasza

liczba x jest réwna:
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g

Punkty E = (7,1) i F = (9, 7) to $rodki bokéw, odpowiednio AB i BC' kwadratu ABCD. Przekatna tego kwadratu ma dtugos$é¢:

D C

A

Odpowiedz: C (4\/5)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pogladowego.
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A 6

Z naszego rysunku musimy odczyta¢ bardzo wazna informacje (ktora zaznaczytem juz na rysunku), czyli ze przekatna AC jest dwa razy wigksza od przekatnej EF.
Skad to wiemy? Wynika to z tego, ze bok AB jest dwa razy dtuzszy od boku E B oraz analogicznie bok BC jest dwa razy dtuzszy od boku BF'. Krétko méwiac -
bok E'F jest tak jakby przekatna kwadratu, ktéry ma dwa razy krétszy bok od kwadratu ABCD. Stad tez przekatna EF jest dwa razy krotsza od przekatnej AC.

Skoro tak, to musimy teraz obliczy¢ dtugos¢ przekatnej EF i otrzymany wynik pomnozy¢ przez dwa - wtedy otrzymamy dtugos¢ przekatnej AC.

Krok 2. Obliczenie dtugosci przekatnej EF.
Skorzystamy ze wzoru na dtugo$¢ odcinka w uktadzie wspétrzednych:

\EF\:\/(zF—zE)z—&-(yp—yE)Z, |BF| =1/(9—7)2+ (7T—1)2, |[EF| = /22 + 62, |EF| = V4 + 36, |EF| = V40 = v4-10 = 210

Krok 3. Obliczenie dtugosci przekatnej AC.
Zgodnie z tym co zapisalismy wczesniej, przekatna AC jest dwa razy diuzsza od przekatnej EF, zatem:

|AC| = 2-2V10 = 4V10

i
2
Liczba (34:/‘_/‘;’) jest réwna:
3
Odpowiedz: D (4 + 2\/5)

Rozwigzanie tego zadania bedzie znacznie prostsze, kiedy potege znajdujaca sie na koncu liczby rozpiszemy jako oddzielnie potegowanie licznika i mianownika:

(3+\/§>2 (3+v/3)2
V3 (V3)?

W liczniku postuzymy sie teraz wzorem skréconego mnozenia, zatem cato$¢ obliczen bedzie wyglada¢ nastepujaco:

(3++v3)? 9+6V/3+3 12+6V3

oy 3 3 =4+2V3
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Liczba 37 jest rowna:
Odpowiedz: B (9 - \4/5)

Przygladajac sie odpowiedziom od razu mozemy odrzuci¢ odpowiedz D, bowiem mnozac dwie liczby o tej samej podstawie potegi musimy dodac do siebie
wyktadniki tych poteg. Zatem w odpowiedzi D otrzymalibysmy:

39.37 = 3%% = 3%

Po pozostatych odpowiedziach widzimy, ze interesuje nas odpowiedz w ktérej pojawi sie /3. Utamek % mozemy zapisac jako 2% i taki zapis znacznie nam uprosci

rozwigzanie tego zadania:

32+1 —=32.37 = 9.3

w
e
Il

1

Funkgja wyktadnicza okreslona wzorem f(x) = 3% przyjmuje wartos¢ 6 dla argumentu:

Odpowiedz: C (z = log; 6)

Naszym zadaniem jest tak naprawde rozwigzanie réwnania 3% = 6.

Aby rozwigzac to réwnanie to najprosciej bedzie postuzy¢ sie definicja logarytmu, ktéra znajdziemy chociazby w tablicach maturalnych.

log,b=c<=a“=b

Poréwnujac zapis a® = b do zapisu 3* = 6 widzimy, ze: a = 3, b = 6 oraz ¢ = . Podstawiajac teraz te symbole do definigji logarytmu otrzymamy, ze z = logs 6.

o1t

Wyrazenie 16 — (3z + 1) jest rowne:
Odpowiedz: A ((3 — 3z) - (5 + 3z))

Krok 1. Zapisanie podanego wyrazenia w postaci a> — b°.
Wbrew pozorom nie jest najlepszym pomystem wykonanie potegowania (3z 4 1)2. Najprosciej jest rozwigzac to zadanie zapisujac 16 jako 4%, otrzymamy wtedy:
42 — (3z +1)%

Jesli teraz zauwazymy, ze a = 4 oraz b = 3z + 1, to mozemy skorzystaé ze wzoru skréconego mnozenia:

a?— b= (a—"b)(a+b)

Krok 2. Wykonanie obliczer z wykorzystaniem wzoréw skréconego mnozenia.

2-Bz+1)2?=4-Bz+1) - d+@Bz+1)=, =4-3z—-1)-(4+3z+1)=(3-3z)-(5+3z)

g

Wskaz rownos¢ prawdziwg:
Odpowiedz: D (¥/—256 = —+/256)

2

W tym zadaniu nalezato przede wszystkim pamietac o tym, ze —a? to nie jest to samo, co (—a)? oraz o tym, ze liczba ujemna podniesiona do potegi parzystej daje

wynik dodatni, a podniesiona do potegi nieparzystej daje wynik ujemny.
Prawidtowa zaleznoscia jest jedynie ta opisana w ostatniej odpowiedzi, czyli v/ —256 = —+/256. Pozostate sg btedne, bo:

(—256)% = 2567, (—256)° = —256° , 1/ (—256)% = 256

matematix.pl - Przykladowy arkusz CKE 4/29



g

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci Z’Tw - % < x jest przedziat:

Odpowiedz: D ((4, +00))

Na poczatku rozwigzywania tej nieréwnosci najlepiej bedzie pozby¢ sie utamkéw, mnozac obie strony przez 6. Cato$¢ obliczen wygladac bedzie nastepujaco:

22—z 2zx-1 2—z 2z -1
3 g <% -6,6- 3 —6- 5 <6z,2-(2-2)—3-(2z—-1)<6bzx,4—2z—(6z—-3)<6x,4—2z—6x+3<6zx, —8z+

Przedziat opisujacy to rozwigzanie znalazt sie w ostatniej odpowiedzi.

g

W klasie jest cztery razy wiecej chtopcow niz dziewczat. lle procent wszystkich uczniéw tej klasy stanowig dziewczeta?
Odpowiedz: C (20%)

x - liczba dziewczyn
4z - liczba chtopcédw
T + 4z = 5z - tyle dzieci jest w klasie

Dziewczyny stanowig % = + = 20% klasy.

Zadanie 10 0-1 pkt

Reszta z dzielenia liczby 55 przez 8 jest rowna:

Odpowiedz: D (7)

Skoro 6 - 8 = 48, to reszta z dzielenia liczby 55 przez 8 jest réwna 55 — 48 = 7.

Zadanie 11 0-1 pkt

Funkgja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej wiekszej od 1 jej najwiekszy dzielnik bedacy liczba pierwsza. Sposrad liczb: f(42), £(44), f(45), f(48)
najwieksza to:

Odpowiedz: B (f(44))
Krok 1. Wypisanie dzielnikow liczb 42,44, 45 oraz 48.

Dy =1{1,2,3,6,7,14,21,42} , Dy = {1,2,4,11,22,44} , Dys ={1,3,5,9,15,45} , Dss = {1,2,3,4,6,8,12, 24,48}

Krok 2. Wybér najwiekszego dzielnika kazdej z liczb bedacego liczba pierwsza.
Liczba pierwsza to taka, ktéra dzieli sie tylko przez jedynke oraz przez sama siebie.
Najwiekszymi dzielnikiem bedgcym liczbg pierwsza jest:

Dla 42 - liczba 7
Dla 44 - liczba 11
Dla 45 - liczba 5
Dla 48 - liczba 3
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Zadanie 12 0-1 pkt

Rysunek przedstawia ostrostup prawidtowy czworokatny ABCDS.

S

Katem miedzy krawedzig C'S, a ptaszczyzna podstawy tego ostrostupa, jest kat:
Odpowiedz: B (AC'S)

Poszukujemy nazwy nastepujacego kata:
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Nalezy pamieta¢, ze sSrodkowa litera w zapisie nazewnictwa katéow oznacza wierzchotek danego kata.

Katem miedzy krawedzig C'S, a ptaszczyzna podstawy ostrostupa bedzie wiec kat AC'S.
Tak na marginesie, to réwnie dobrze moglibysmy napisac, ze bytby to kat OC'S, albo SCO, ale takich odpowiedzi nie mamy, wiec na pewno bedzie to AC'S.

7/29
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Zadanie 13 0-1 pkt

Wykresem funkgji kwadratowej f jest parabola o wierzchotku W = (5, 7). Wéwczas prawdziwa jest rownosé:

Odpowiedz: A (f(1) = f(9))

Nie mamy informagji na temat wzoru tej funkgji, ani na temat tego czy ta funkcja kwadratowa ma ramiona skierowane do gory, czy do dotu, ale to akurat nie jest w
tym zadaniu dla nas istotne. Zatézmy sobie, ze ma ramiona skierowane do dotu, wtedy wykres bedzie wygladat nastepujaco:
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Wykres paraboli jest symetryczny wzgledem prostej przechodzacej doktadnie przez wierzchotek paraboli (patrz rysunek). To oznacza, ze wartos¢ rowna f(1)
osiagniemy takze dla argumentu, ktérego wspdtrzedna iksowa jest oddalona od wierzchotka o tyle samo jednostek co jest oddalona jedynka. Skoro miedzy jedynka
i piatka sa 4 jednostki, to poszukiwanym argumentem jest x = 5 + 4 = 9. Zatem f(1) = f(9).

Podobnie by byto, gdyby ramiona byty skierowane do géry, dlatego informacja o tym jak doktadnie wyglada ta funkcja nie byta nam potrzebna.
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Zadanie 14 0-1 pkt

5ali : i _ 3 2—cosa 4 o
Jezeli kat o jest ostry itga = 4, to 572225 réwna sie:

Odpowiedz: C (£)

To zadanie teoretycznie mozna rozwigzac nie wykonujac jakichkolwiek obliczen. Skoro kat « jest ostry, to warto$¢ cosinusa kata « jest na pewno wartoscig wieksza

od zera i mniejszg od jedynki. Jesli do licznika utamka g;ggjg podstawimy pod cosa dowolng dodatnig liczbe mniejsza od jedynki, to wyjdzie nam ze w liczniku

mamy wartos$¢ nieco ponad 1 (nie wiemy ile doktadnie, ale na pewno jest to liczba dodatnia). Analogicznie w mianowniku wyjdzie nam wartos$¢ wieksza od 2 (takze
nie wiemy jaka, ale znowu jest to liczba dodatnia, w dodatku na pewno jest to liczba wieksza od tej z licznika). Skoro tak, to juz na wstepie mozemy odrzuci¢ dwie
pierwsze odpowiedzi, bo warto$¢ catego utamka jest na pewno liczba dodatnia. Mozemy tez odrzucic¢ ostatnig odpowiedz, bo wartos¢ tego utamka jest mniejsza od
Jjednego (gdyz udowodnilismy, ze licznik jest mniejszy od mianownika). Zatem bez obliczen wiemy, ze jedyng mozliwg prawidtowa odpowiedzig jest odpowiedz
trzecia. Gdybysmy chcieli to jednak rozwigza¢ nieco bardziej matematycznie, to nalezatoby postgpi¢ w nastepujacy sposob:

Krok 1. Zapisanie relacji miedzy sinusem i cosinusem kata .
Funkgje trygonometryczng tgo mozemy zapisac jako

SN 7atem:
cosx

3  sina
tgo = — , =
4’ cosa

| wo

Mnozac na krzyz otrzymujemy:

4sina = 3cosa

Krok 2. Wyznaczenie wartosci cosc.
Skorzystamy z jedynki trygonometrycznej wyrazonej wzorem sin?a + cos?a. = 1. Nas interesuje poznanie wartoéci cosa, dlatego tez pod sinusa podstawimy
przeksztatcone réwnanie wyznaczone w pierwszym kroku:

. . 3
4sina = 3cosa = sina = Whacis

Podstawiajac ta wartos¢ do jedynki trygonometrycznej otrzymamy:

;2 2 3 ’ 2 9 2 2 2 2 2 2 16
sin‘a+cos‘a =1, Zcosa +cosa:1,ﬁcosa+cosa:1 - 16, 9cos“ar + 16cos“a = 16 , 25cos“a = 16 :25,cosa:%,cosa:

Warto$¢ ujemna odrzucamy, bo mamy podang informacje, ze kat jest ostry, a dla katow ostrych cosinus jest dodatni. Zatem zostaje nam, ze cosa = %.
Krok 3. Obliczenie wartosci catego wyrazenia.
Na sam koniec musimy juz tylko podstawi¢ wyznaczong wartos¢ cosinusa i obliczy¢ warto$¢ podanego wyrazenia:

2—cosa 2—-% 1%

2+cosa72+% 2%

Zadanie 15 0-1 pkt

Réwnanie (2z — 1) - (z — 2) = (1 — 2z) - (z + 2) ma dwa rozwigzania. S3 to liczby:
Odpowiedz: B (0 oraz %)

Aby rozwiagza¢ to zadanie musimy najpierw wymnozy¢ przez siebie poszczegdlne nawiasy:

-1 (z-2)=(1-2z) (z+2),2% 47 —a+ 2 =a+ 2 — 22> 4% , 2~z =z 2%, 42>~ 22 =0 /:2,2127120,1(%71
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Zadanie 16 0-1 pkt

Dane jest rownanie 3z + 4y — 5 = 0. Z ktérym z ponizszych réwnan tworzy ono uktad sprzeczny?

Odpowiedz: C (9 + 12y — 10 = 0)

Uktad jest sprzeczny, kiedy po rozwigzaniu uktadu otrzymamy nieprawdziwa réwnos¢ np. 1 = 2. Réwnanie z tresci zadania stworzy sprzeczny uktad jedynie z
trzecim réwnaniem:

3z +4y—5=0 /-3 s
9z + 12y —10=0

9z +12y—15=0
9z +12y—10=0

Odejmujac te rownania stronami otrzymamy:

~15—(-10)=0, —15+10=0, —5=0

Otrzymany wynik $wiadczy o sprzecznosci uktadu.

Warto tez dodac, ze nasze rownanie stworzytoby z rownaniem z pierwszej odpowiedzi uktad tozsamosciowy, czyli taki w ktérym rozwigzaniem bedzie kazda liczba
rzeczywista.

Zadanie 17 0-1 pkt

W tréjkacie, przedstawionym na rysunku ponizej, sinus kata ostrego « jest rowny:

04

Odpowiedz: D (ZTTE)

Krok 1. Wyznaczenie dtugosci drugiej przyprostokatnej.
Do wyznaczenia wartosci sinusa kata ostrego a potrzebujemy zna¢ dtugos¢ przyprostokatnej lezacej naprzeciw tego kata. Ta dtugos¢ wyznaczymy z Twierdzenia
Pitagorasa:

A4+ =c, 1P4+0°=5,1+0®=25, =24, b=v24=vV41-6=2v6

Krok 2. Obliczenie wartosci sinusa kata a.

. 2
sino = ——
5
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Zadanie 18 0-1 pkt

Tworzaca stozka ma dtugosc [, a promien jego podstawy jest réwny r.

Powierzchnia boczna tego stozka jest 2 razy wieksza od pola jego podstawy. Wowczas:

Odpowiedz: D (r = %l)

Krok 1. Utozenie poprawnego réwnania na podstawie danych z tresci zadania.
Skoro powierzchnia boczna stozka (okreslana wzorem 7rrl) jest 2 razy wieksza od pola podstawy (okreélanego wzorem 7r2), to znaczy ze prawdziwe jest réwnanie:

mrl =2 - 7’

(Mnozymy przez 2 pole podstawy by byto one réwne polu Sciany bocznej.)

Krok 2. Wyznaczenie wartosci 7.
Na podstawie zapisanego réwnania mozemy wyznaczy¢ dtugosé promienia r, zatem:

wrl =2 7r? /:w,rl:2r2 /ZT,l:2T,T:%l
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Zadanie 19 0-1 pkt

Dane sg dwa okregi o promieniach 10 i 15. Mniejszy okrag przechodzi przez $rodek wiekszego okregu. Odlegto$¢ miedzy srodkami tych okregdw jest rowna:

=40

Odpowiedz: C (10)

Kluczem do sukcesu w tym zadaniu jest sporzadzenie poprawnego rysunku szkicowego.

=40

Szukamy dtugosci miedzy srodkami tych okregdéw. Z rysunku wynika, ze ta odlegtosc jest réwna 10 i taka tez jest nasza odpowiedz na to zadanie.

o1pe

Kazdy uczestnik spotkania dwunastoosobowej grupy przyjaciét uscisnat dton kazdemu z pozostatych cztonkow tej grupy. Liczba wszystkich usciskow dtoni byta
rowna:

Odpowiedz: A (66)
Mamy 12 oséb, a kazda z nich moze uscisnac reke z 11 innymi osobami (no bo nie uscisnie reki sama z soba). To oznacza, ze zgodnie z reguta mnozenia wszystkich

mozliwych par mamy 12 - 11 = 132.

Musimy jednak nanie$¢ na nasze obliczenia pewng poprawke, bo policzylismy podwdjnie kazdy uscisk - np. oprécz uscisku dtoni miedzy osoba A oraz B
policzylismy oddzielnie uscisk osoby B oraz A. Zatem otrzymany wynik musimy jeszcze podzieli¢ przez dwa. To oznacza, ze liczba wszystkich usciskow dtoni byta
réowna:

132:2 = 66
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Zadanie 21 0-1 pkt

W dziewigciowyrazowym ciggu geometrycznym o wyrazach dodatnich pierwszy wyraz jest rowny 3, a ostatni wyraz jest rowny 12. Pigty wyraz tego ciggu jest rowny:

Odpowiedz: B (6)
Krok 1. Wypisanie danych z tresci zadania.

a1 =3, a9=12, a5 ="?

Korzystajac ze wzoru na n-ty wyraz ciggu geometrycznego mozemy rozpisac czym jest piaty i dziewiaty wyraz tego ciggu:

_ n—1 _ 4 _ 8
ap =a1°q y G5 =Q1°q , A9 =0ay1°¢q

Krok 2. Obliczenie wartosci g*.
Do wyznaczenia wartosci piatego wyrazu brakuje nam znajomosci wartosci g* (lub tez samego g, gdyby byta taka mozliwosc). Sprobujmy wyznaczy¢ to brakujace g*
z wartosci dziewigtego wyrazu, ktora przeciez znamy:

ag=a-¢5,12=3.¢° /:3,4:q8 /\/,q4:2 v ogt=-2

Skoro wszystkie wyrazy tego ciggu sa dodatnie, to g* = 2 (odrzucamy wiec ujemne rozwigzanie).

Krok 3. Obliczenie wartosci piatego wyrazu.
Znajac wartoé¢ a* = 2 bez problemu obliczymy juz wartoé¢ pigtego wyrazu:

a5:a1-q4,a5:3-2,a5:6
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Zadanie 22 0-1 pkt

Ciag (ay,) jest okreslony wzorem a,, = (n + 3)(n — 5) dlan > 1. Liczba ujemnych wyrazéw tego ciagu jest rowna:

-3 S

Odpowiedz: B (4)

Krok 1. Zapisanie i rozwigzanie nieréwnosci kwadratowej.
Chcac sprawdzi¢ dla jakich wartosci n cigg przyjmuje wartosci ujemne musimy rozwigza¢ nastepujacg nieréwno$¢ kwadratowa:

(n+3)(n—5) <0

Ta nierébwnos¢ jest zapisana w postaci iloczynowej, zatem w bardzo tatwy sposéb wyznaczymy jej miejsca zerowe - wystarczy przyréwnac wartos¢ kazdego z
nawiaséw do zera:

n+3=0 V n-5=0,n=-3 V n=5

Krok 2. Szkicowanie wykresu paraboli.
Ramiona paraboli beda skierowane do géry, bo przed przed n nie stoi zaden znak minusa. Zaznaczamy wyznaczone przed chwila miejsca zerowe (kropki beda
niezamalowane, bo w nieréwnosci wystapit znak <) i szkicujemy wykres paraboli.

\%

-5 S

Krok 3. Odczytanie rozwiagzania nierébwnosci i interpretacja otrzymanego wyniku.
Interesuja nas wartosci ujemne, czyli znajdujace sie pod osia, a wiec rozwigzaniem naszej nieréwnosci jest przedziat z € (—3;5).

Teraz musimy sie zastanowi¢ co ten wynik oznacza i jaka jest odpowiedz na nasze zadanie, bowiem pytajg nas o to ile jest wyrazéw ujemnych w tym ciggu. Musimy
wiec w otrzymanym rozwigzaniu uwzgledni¢ jeszcze zatozenie wynikajace z wasnosci ciagdw, czyli ze n jest liczba naturalng dodatnia. W zwigzku z tym
rozwigzaniami ktére nas interesuja sa jedynie:

z€{1,2,3,4}

(Pigtki nie uwzgledniamy, bo nawias nie byt domkniety).
To oznacza, ze sg tylko cztery wyrazy tego ciagu, ktore przyjmujg ujemna wartosé.
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Zadanie 23 0-1 pkt

Rzucamy jeden raz symetryczng szescienng kostka do gry. Niech p; oznacza prawdopodobienstwo wyrzucenia liczby oczek podzielnej przez i. Wtedy:
Odpowiedz: B (2ps = p3)

Krok 1. Obliczenie liczby wszystkich zdarzen elementarnych.
Skoro rzucamy jeden raz szescienna kostka, to znaczy ze mozemy otrzyma¢ zawsze jeden z szesciu wynikdw, zatem: |£2| = 6.

Krok 2. Obliczenie liczby zdarzen sprzyjajacych.

Patrzac na odpowiedzi potrzebujemy wyznaczy¢ jedynie ps, 3, P4, D, zatem poszukujemy jedynie Ay, A3, Ay, Ag:
Gdy i = 2: Ay = 3 (bo trzy liczby (2, 4, 6) sa podzielne przez 2)

Gdy ¢ = 3 : A3 = 2 (bo dwie liczby (3, 6) s3 podzielne przez 3)

Gdyi=4:A,; =1 (bo jedna liczba (4) jest podzielna przez 4)

Gdy i =6 : Ag = 1 (bo jedna liczba (6) jest podzielna przez 6)

Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.

I R Al 2 1 Ay 1 _Agl 1
=" ===75,D3 -~ = 5 D4 = 6 =

BN R AR R Rl T H AL i

Teraz patrzac na podane odpowiedzi widzimy, ze prawidtowa réwnos¢ zaszta jedynie w drugiej odpowiedzi, bowiem:

1 1
2pg = 2-—=—, —=— ,L=P
143 D3, 6 373 37

Zadanie 24 0-2 pkt

Zbiorem rozwiazan nierdwnosci az + 4 > 0 z niewiadoma z jest przedziat (—o0, 2). Wyznacz a.

Odpowiedz: a = —2

Krok 1. Rozpatrzenie nieréwnosci, gdy a = 0.

Chcac rozwigzac nieréwnos¢ ax 4 4 > 0 nie mozemy ot tak podzieli¢ obu stron przez a, bo nie wiemy czy przypadkiem a nie jest réwne zero, a przeciez w

matematyce nie mozna wykonywa¢ dzielenia przez zero.
Zatem gdy a = 0, to otrzymamy nieréwnos$¢:

0-2+4>0,4>0

To oznacza, ze gdy a = 0 to nieréwnos¢ jest spetniona dla z € R, a wiec to na pewno nie jest poprawna odpowiedz, gdyz my wiemy, ze rozwigzaniem tej
nierdwnosci musi by¢ przedziat (—oo; 2).

Krok 2. Rozpatrzenie nieréwnosci, gdy a > 0.

Wiemy juz, ze na pewno a nie jest rowne zero, ale to w dalszym ciggu nie utatwia nam zadania, bo nie wiemy czy a jest liczbg dodatnia, czy ujemna. Gdyby byta to
liczba ujemna, to przy dzieleniu musimy zmieni¢ znak nieréwnosci. Zobaczmy wiec co nam wyjdzie z tej nieréwnosci przy zatozeniu, ze a > 0.

4
ar+4>0 /74,(137274 /:a,xzf—
a

To oznacza, ze nasza nieréwnos¢ dla a > 0 przyjmuje rozwigzania dla « € (—%; +00), co takze nie pasuje nam do przedziatu z tresci zadania.

Krok 3. Rozpatrzenie nieréwnosci, gdy a < 0.
Sprawdzmy zatem jak bedzie wygladac sytuacja, gdy a jest mniejsze od zera. To oznacza, ze teraz dzielac przez a musimy zmieni¢ znak nierébwnosci na przeciwny:

4
ar+4>0 /—4,aw2—4 /:a,zg——
a

(Zwrd¢ uwage na zmiane znaku w ostatniej linijce. Dzielimy przez liczbe ujemna, wiec zmienia sie znak nieréwnosci).

Otrzymali$my tym razem informacje, ze rozwiazaniem jest przedziat (—oo; — %) i taki przedziat jest zbiezny z tym co mamy podane w tresci zadania. Dzigki tej
informacji mozemy wyznaczy¢ a, wystarczy przyréwnac 2 do wyrazenia 7%. Zatem:

4
2=——,2a=—-4,a=-2
a
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Zadanie 25 0-2 pkt

Rozwigz réwnanie % =bz—4,dlaz # 1.

Odpowiedz: z = % or
Krok 1. Rozwigzanie rownania.
Rozwiazanie tego réwnania najlepiej jest rozpocza¢ od wymnozenia obydwu stron przez (z — 1). Mozemy to zrobi¢, bo wiemy ze = # 1, zatem:

z(z+1)

T =5z -4 /-(xfl),x(x+1):(5x74)-(z71),xz+x:51275x74x+4,412710x+4:0 /:2,2x275x+2:0
z_

W ostatnim kroku zostato wykonane dzielenie przez 2, tak aby uprosci¢ zapis i by wykonywac dziatania na mniejszych liczbach. Nie jest to dziatanie niezbedne do
otrzymania prawidtowego wyniku.

Krok 2. Rozwigzanie powstatego réwnania kwadratowego.
Wspdtezynnikiia =2, b= —b5, ¢ =2

A=b —dac=(-5)2-4-2.2=25-16=9, VA=/9=3

_ VA —(B)+3 _5+3 8,

2 1
12" 2a 2.2 4 1

Zadne z rozwiagzan nie wyklucza sie z zatozeniami, zatem to réwnanie ma dwa rozwigzania: ¢ = 5 oraz x = 2.
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Zadanie 26 0-2 pkt

Kwadrat K7 ma bok dtugosci a. Obok niego rysujemy kolejno kwadraty K», K3, Ky, . .. takie, ze kolejny kwadrat ma bok potowe mniejszy od boku poprzedniego
kwadratu (zobacz rysunek).

Wyznacz pole kwadratu Kis.
Odpowiedz: \(P=\frac{a*2}{2/ {22

Krok 1. Wyznaczenie dtugosci boku kwadratu Kjia.
Pierwszy kwadrat ma dtugos¢ boku réwna a.
Drugi kwadrat ma dtugo$¢ boku réwng 4.

Trzeci kwadrat ma dtugos¢ boku réwna .

Czwarty kwadrat ma dtugos¢ boku réwna 3.
Dwunasty kwadrat ma dtugos¢ boku réwna 5.

Krok 2. Obliczenie pola kwadratu K7s.
Podstawiajac do wzoru na pole kwadratu dtugos¢ boku réwna % otrzymamy:

a \? a
P:(ﬁ) =om
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Zadanie 27 0-2 pkt

W pierscieniu kotowym cieciwa zewnetrznego okregu ma dtugos¢ 10 i jest styczna do wewnetrznego okregu (zobacz rysunek).

Wykaz, ze pole tego pierscienia mozna wyrazi¢ wzorem, w ktérym nie wystepuja promienie wyznaczajacych go okregow.

Odpowiedz: Udowodniono wykorzys

Krok 1. Zapisanie wzoru na pole pierscienia.

Pole pierscienia mozemy zapisac jako roznice miedzy polem powierzchni duzego kota (o promieniu duze R) i matego (o promieniu mate r), zatem:

P = nR?— 7r? = 7(R? — 1?)

No i teraz naszym zadaniem jest doprowadzenie do sytuadji w ktérej pozbedziemy sie wartosci promieni.

Krok 2. Sporzadzenie rysunku pogladowego.
Wiedzac, ze styczna jest zawsze prostopadta do promienia okregu, mozemy stworzy¢ nastepujacy tréjkat prostokatny:
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Krok 3. Wyznaczenie wartoéci wyrazenia R? — r? z Twierdzenia Pitagorasa.
Podstawiajgc do Twierdzenia Pitagorasa dane i oznaczenia z naszego rysunku otrzymamy:

P +5 =R, r*+25=R*, 25=R" -1’

Krok 4. Zakonczenie dowodzenia.
Podstawiajac wartos¢ R2 — 72 do wzoru na pole pierscienia otrzymamy, ze:

P=n(R*—7%, P=257

| taki zapis korczy nasze dowodzenie, bo udato nam sie okresli¢ wzér na pole pierscienia bez wystepowania dtugosci promieni.

Zadanie 28 0-2 pkt

Uzasadnij, ze liczba 412 + 413 4 41 jest podzielna przez 42.

Odpowiedz: Udowodniono wytaczaj

Aby udowodni¢, ze ta liczba jest podzielna przez 42 musimy zapisac to dodawanie w postaci mnozenia, wytaczajac przed nawias odpowiednie czynniki. Jedli uda nam
sie doprowadzi¢ do sytuadji, w ktérej jednym z czynnikéw bedzie liczba 42 lub jej wielokrotno$¢, to dowod bedziemy mogli uznac za zakonczony.
Wytaczajac przed nawias wartos¢ 4! otrzymamy:

42 g =g (41 2+ ) =, =4 (4+16+64) =4"-84=4".2.42

Doprowadzajac liczbe do takiej postaci mozemy uzna¢ dowdd za zakonczony.
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Zadanie 29

0-2 pkt
Na tréjkacie o bokach dtugosci v/7, v/8, v/15 opisano okrag. Oblicz promien tego okregu.

V7

Odpowiedz: \(r=\frac{\sqrt{15}}

Krok 1. Dostrzezenie tego, ze jest to trojkat prostokatny.
Korzystajac z Twierdzenia Pitagorasa mozemy udowodni¢, ze ten trojkat jest prostokatny:

A+ =¢, (VT +(V8)? = (VI5)?,7+8=15, L=P

Krok 2. Skorzystanie z wtasnosci okregoéw opisanych na trdjkatach prostokatnych.
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Jesli okrag jest opisany na trojkacie prostokatny, to dtugosc srednicy tego okregu jest rowna dtugosci przeciwprostokatnej trojkata.
W zwigzku z tym érednica tego okregu ma dtugosé v/15. Nas jednak interesuje dugos¢ promienia okregu, a nie $rednicy, zatem:
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Zadanie 30 0-2 pkt

Proste [ i k przecinaja sie w punkcie A = (0, 4). Prosta [ wyznacza wraz z dodatnimi pétosiami uktadu wspétrzednych tréjkat o polu 8, zas prosta k — trojkat o polu
10. Oblicz pole trojkata, ktdrego wierzchotkami sa: punkt A oraz punkty przeciecia prostych I i k z osig Oz.

Ay
10--
9__

Odpowiedz: P pc = 2

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pogladowego.
Sprébujmy naszkicowaé sobie powyzsza sytuacje, co jak sie za chwile okaze bedzie kluczem do rozwiazania tego zadania.
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Dodatkowo oznaczytem sobie poczatek uktadu wspotrzednych jako punkt O, tak aby moc doktadnie nazywaé poszczegolne trojkaty ktdre bedziemy sobie za chwile
rozpatrywac.

Krok 2. Obliczenie pola trojkata ABC.
Naszym zadaniem zgodnie z trescia zadania jest tak naprawde obliczenie pola trojkata ABC. Jego pole powierzchni jest réznicg miedzy polami trojkatow OC A oraz
OBA, zatem:

Pypc = Poca — Popa

Z tresci zadania wynika, ze Ppcq = 10 oraz Pppy = 8, zatem:

Pypc=10—-8, Papc =2
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Zadanie 31 0-4 pkt

Ala jezdzi do szkoty rowerem, a Ola skuterem. Obie pokonuja te sama droge. Ala wyjechata do szkoty o godzinie 7:00 i pokonata cata droge w ciaggu 40 minut. Ola
wyjechata 10 minut pézniej niz Ala, a pokonanie catej drogi zajeto jej tylko 20 minut. Oblicz, o ktérej godzinie Ola wyprzedzita Ale.

Odpowiedz: Ola wyprzedzita Ale

Krok 1. Wypisanie informagji z tresci zadania.
Oznaczmy sobie nastepujace oznaczenia:

t - czas w minutach liczony od godziny 7:00
s - odlegtos¢ do pokonania

vo - predkosc Ol

vy - predkosc Ali

Z tresci zadania wynika tez, ze Ola jest dwa razy szybsza od Ali (bo Ola jechata 20 minut, a Ala 40 minut). Zatem prawidtowa bedzie tez rownos¢:

vo = 2v4

Krok 2. Utworzenie i rozwigzanie rownania.
Obie dziewczyny pokonaty ten sam dystans. Skoro tak, to postuzmy sie wzorem s = vt i zapiszmy w formie réwnania trase kazdej z dziewczyn:

va-t=wvo- (t—10)

(Odejmujemy u Oli 10 minut, bo wyruszyta 10 minut pdzniej, a zgodnie z naszymi oznaczeniami ¢ symbolizuje czas liczony od 7:00)
Podstawiajac do tego réwnania zaleznos¢ vo = 2v4 otrzymamy:

vyt =2vy-(t— 10) /:UA,t:2~(t710),t:2t720, —t=20,t=20

Skoro t jest czasem liczconym w minutach od godziny 7:00, to znaczy ze Ola wyprzedzita Ale o godzinie 7:20.
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o3
Dane sa wierzchotki tréjkata ABC: A = (2,2), B=(9,5) i C = (3,9). Z wierzchotka C poprowadzono wysoko$¢ tego tréjkata, ktéra przecina bok AB w
punkcie D. Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez punkt D i réwnolegtej do boku BC.

Ay
10--
9__

Odpowiedz: \(y=-\frac{2}{3}x+\f

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pogladowego.
Sprébujmy zobrazowac tg sytuadje, zaznaczajac poszczegdlne punkty w uktadzie wspdtrzednych.
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Ustalmy teraz co musimy obliczy¢. Chcemy przede wszystkim wyznaczy¢ wspotrzedne punktu D. Jednak Zeby to zrobi¢, to musimy najpierw wyznaczy¢ rownanie
prostej przechodzacej przez punkty AB, a nastepnie musimy znalez¢ prostg prostopadta do tej prostej, ktéra przechodzi przez punkt C. Punkt D bedzie miejscem
przeciecia sie tych dwdch prostych. Na sam koniec musimy jeszcze wyznaczy¢ prosta réwnolegta do boku BC, ktéra przejdzie przez punkt D. No to po kolei:

Krok 2. Wyznaczenie réwnania prostej AB.

Mozemy albo skorzysta¢ ze wzoru na prosta przechodzacg przez punkty AB, albo utozy¢ i rozwigza¢ uktad réwnan w ktérym do wzoru ogdlnego y = ax + b
podstawimy raz wspétrzedne punktu A, a drugi raz wspotrzedne punktu B.

2=2a+b ,
5=09a+b

Odejmujac to réwnanie stronami otrzymamy:

3
33— _7q.a=—
5 ’ 7

Znajac wspdtczynnik a mozemy z dowolnego réwnania wyznaczy¢ takze wspdtczynnik b:

3 6 8
2=2-— 2=— ==
7-i-b7 7+b,b 7

To oznacza, ze prosta AB jest opisana réwnaniem y = %x + %.

Krok 3. Wyznaczenie réwnania prostej C'D.
Skoro prosta C'D jest ma by¢ prostopadta do prostej AB, a to znaczy ze iloczyn ich wspotczynnikéw kierunkowych musi by¢ réwny —1. Skoro prosta AB ma
wspétczynnik a = % to prosta C'D ma wspotczynnik a réwny:

3

2o 1,a=—=
a 7 , @ 3
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Wiemy juz, ze nasza prosta musi sie wyraza¢ wzorem y = —%x + b. Brakuje nam jeszcze wspdtczynnika b, ale skoro prosta przechodzi przez punkt C' o znanych
nam wspotrzednych, to podstawiajac te wspotrzedne do wzoru bez problemu obliczymy brakujacy wspdtczynnik:

7 7
y=-ge+b,9=—2-34b,9=-T+b, b=16

To oznacza, ze prosta C'D jest opisana réwnaniem y = f%z + 16.

Krok 4. Wyznaczenie wspotrzednych punktu D.
Zgodnie z geometryczna interpretacja uktadu rownan, rozwiazanie uktadu réwnan dwéch prostych da wynik bedacy miejscem przeciecia sie tych prostych, czyli w
naszym przypadku otrzymamy wspétrzedne punktu D.

{y:%ﬂH% ;
y:7§x+16

Podstawiajac wartos¢ y z pierwszej funkgji do drugiej otrzymamy:

3 8 7 312 156
Zrh = —ge 16 /-21,9z+24:—491+336,58;1::312,1:5:2—9

Podstawiajac warto$¢ @ = % do dowolnego z réwnan zapisanego wczesniej uktadu (do drugiego bedzie chyba tatwiej, bo tam mamy tylko jeden utamek)
wyznaczymy wspoétrzednag y:
7 156 1092 364 364 464 100

Y=g g T y= g FI6 Y=g 16, y= g T g YV g

_ (156 . 100

Zatem D = (W’ w)

Krok 5. Wyznaczenie réwnania prostej BC.

Zanim wyznaczymy prosta rownolegta do prostej BC, to musimy poznac¢ réwnanie tej prostej BC. Wyznaczymy je doktadnie w ten sam sposéb co réownanie
prostej AB z kroku drugiego.

5=9+b ,
9=3a+b
Odejmujemy réwnanie stronami i otrzymujemy:
2
—4=6a,a=——=——
3

| w zasadzie tyle nam wystarczy, nie potrzebujemy juz oblicza¢ wspotczynnika b. Wystarczy nam sam wspétczynnik a bo to wiasnie on jest potrzebny do
wyznaczenia prostej rownolegtej.

Krok 6. Wyznaczenie réwnania prostej rbwnolegtej przechodzacej przez punkt D.
| to jest juz ostatnia rzecz ktérag musimy zrobic - czyli wyznaczy¢ wzér prostej rownolegtej do BC, ktoéra przechodzi przez punkt D. Aby dwie proste byty wzgledem
siebie rownolegte to musza mie¢ jednakowy wspdtczynnik a. My w poprzednim punkcie ten wspdtczynnik sobie wyznaczylismy, zatem wiemy juz, ze ta poszukiwana
prosta rownolegta bedzie opisana wzorem:

2

= —— b
Y 31+

Brakuje nam wspotczynnika b, ale bez problemu go wyznaczymy podstawiajac do tej prostej wspotrzedne punktu D, ktére wyliczylismy w czwartym kroku, zatem:

100 2 156, 100 812 100 104, 204
20 3 29 ‘29 8T 29 29 T 29
Szukana prosta rownolegta ma wiec rownanie: y = —%x + %.
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Zadanie 33 0-4 pkt

Jacek bawi sie szesciennymi klockami o krawedzi 2cm. Zbudowat z nich jeden duzy szescian o krawedzi 8cm i wykorzystat do tego wszystkie swoje klocki. Nastepnie
zburzyt budowle i utozyt z tych klockéw druga bryte — graniastostup prawidtowy czworokatny. Wtedy okazato sig, ze zostat mu doktadnie jeden klocek, ktérego nie

byto gdzie dotozy¢. Oblicz stosunek pola powierzchni catkowitej pierwszej utozonej bryty do pola powierzchni catkowitej drugiej bryty i wynik podaj w postaci
utamka nieskracalnego.

Odpowiedz: \(\frac{P_{1}}{P_{2}

Krok 1. Wyznaczenie liczby klockéw, ktérymi bawi sie Jacek.
Najpierw obliczmy objeto$¢ pojedynczego klocka, bedzie to:

V = (2cm)® = 8cm?

Teraz obliczmy objetos¢ pierwszej bryty jaka utozyt Jacek, czyli szesciokata o boku dtugosci 8cm:

V = (8cm)® = 512em®

Skoro do utozenia tego szesciokata Jacek wykorzystat wszystkie swoje klocki, to znaczy ze tych klockéw ma:

512em?® : 8cm?® = 64

Krok 2. Wyznaczenie wymiaréw graniastostupa prawidtowego czworokatnego.
Z tresci zadania wynika, ze Jacek do budowy graniastostupa uzyt 63 klockéw (bo jeden klocek zostat mu wolny).

Skoro Jacek utozyt graniastostup prawidtowy czworokatny, to znaczy ze utozyt bryte ktéra ma w podstawie kwadrat. Krétko méwiac, podstawa (czyli tak jakby
pierwsza warstwy bryty) musi wyglada¢ w taki sposéb, ze mamy np. 2 na 2 klocki, albo 5 na 5 klockéw itd. W zwigzku z tym do utozenia samej podstawy Jacek
musiat uzy¢ np. 1,4,9, 16, 25, 36 lub 49 klockdw. Innych mozliwosci nie ma, bo musi to by¢ kwadrat liczby naturalnej.

W zasadzie mozemy odrzuci¢ wariant, w ktérym w podstawie jest jeden klocek (czyli bytaby to wieza wysoka na 63 klocki), bo gdyby tak wygladata ta bryta, to
przeciez nie bytoby problemu dostawi¢ takze 64-ty klocek na sama goére.

Musimy wiec teraz sprawdzi¢, ktéra z liczb 4,9, 16, 25, 36 czy 49 jest dzielnikiem liczby 63. Taka liczba jest jedynie 9, a wiec wiemy juz, Ze graniastostup ma w
podstawie 3 x 3 klocki i jest wysoki na 7 klockéw.

Krok 3. Obliczenie pola powierzchni catkowitej szescianu i graniastostupa.
Z tresci zadania wiemy, ze szeScian ma dtugos¢ 8cm, zatem skoro kazda $ciana szescianu ma powierzchnie P = 8cm - 8cm i takich $cian mamy 6, to pole
powierzchni catkowitej szeScianu jest rowne:

Ps=6-82, Pg=6-64, Py = 384[cm?

Teraz musimy ustali¢ wymiary graniastostupa. Skoro wymiary w klockach mozemy wyrazi¢ jako 3 x 3 x 7 klockdéw, a kazdy klocek ma 2¢m, to wymiary

graniastostupa w centymetrach beda nastepujace: 6cm x 6¢cm x 14em. Czyli mamy dwie podstawy o powierzchni P, = 6¢cm - 6¢cm oraz cztery $ciany boczne o

powierzchni P, = 6¢m - 14cm. To oznacza, ze pole powierzchni catkowitej graniastostupa jest rowne:

P;=2P,+4P,, P =2-6"+4-(6-14), Pg=2-36+4-84, P; =72+ 336, Py = 408[cm?|

Krok 4. Wyznaczenie stosunku pola powierzchni catkowitej pierwszej bryty wzgledem drugiej.
Na sam koniec musimy jeszcze obliczy¢ stosunek tych pol powierzchni:

Ps  384cm’ 16

P_G T 408em? 17

matematix.pl - Przykladowy arkusz CKE

29/29



