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Odpowiedzi do zadan zamknietych

Zadanie Odpowiedz Pkt
1 D (2023) 1
2 A( 1
l J l :
-2 -1 012 3 45 6 7 8 X
)
3 B (34%) 1
9 C (1000) 1
10 B (7) 1
17 B(b=T) 1
32 C(507) 1
42 A(S) 1
Rozwiazania krok po kroku

1

Wartos¢ wyrazenia 2021 : (1 - 20%) - (1 - 38%) : Wlm jest réwna:

Odpowiedz: D (2023)

Pamietaj, ze liczbe 1 mozemy zapisac jako utamek, w ktérym licznik i mianownik sg jednakowe. W tym zadaniu przyda nam sie zamiana 1 = gg% orazl = gg%.

Teraz korzystajac z dziatan na utamkach, mozemy zapisac, ze:

1 2022 1 2022 1 2021 2022 1 1
2021: {1l - — | -1 - —— ] i —=, =202 | — —— | " | =— ——— | : —— =, =2021: P— =
2022 2021 2021 2022 2022 2021 2021 2021 2021
1
Dana jest nieréwnosé:
e —3|>5
Na ktérym rysunku prawidtowo zaznaczono na osi liczbowej zbidr wszystkich liczb spetniajacych powyzszg nieréwnos¢?
Odpowiedz: A (
1 1 1 + t + + t & } } } t } + } t } l + t o
-2 -1 01 2 3 45 6 7 8 X

)

Krok 1. Rozwigzanie podanej nierownosci.

Dana jest nierébwnos¢ z wartoscig bezwzgledna. Aby ja rozwiazaé, bedziemy musieli utozy¢ dwie nieréwnosci - pierwsza bedzie taka, jakby tej wartosci bezwzglednej

w ogdle nie byto, a druga bedzie identyczna, tylko ze zmienionym znakiem i liczba przeciwng po prawej stronie. Cato$¢ bedzie wygladac nastepujaco:

r—3>5 V

Krok 2. Wybér whasciwego rysunku.

r—3<-5,z>8 V z<-2

Rozwigzaniem tej nieréwnosci sg wiec wszystkie liczby mniejsze lub rowne —2 lub wieksze lub réwne 8, a takie przedziaty zostaty zaznaczone na pierwszym rysunku.
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Oprocentowanie na dtugoterminowej lokacie w pewnym banku wynosi 3% w skali roku (juz po uwzglednieniu podatkéw). Po kazdym roku oszczedzania sa
doliczane odsetki od aktualnego kapitatu znajdujacego sie na lokacie - zgodnie z procentem sktadanym.

Po 10 latach oszczedzania w tym banku (i bez wyptacania kapitatu ani odsetek w tym okresie) kwota na lokacie bedzie wieksza od kwoty wptaconej na samym
poczatku o (w zaokragleniu do 1%):

Odpowiedz: B (34%)

W tym zadaniu skorzystamy ze wzoru na procent sktadany:

K,L:K4(1+%)n

gdzie:

K, - kapitat zgromadzony po n okresach kapitalizacji

K - kapitat poczatkowy

n - liczba okresow kapitalizadji

p - wysoko$¢ oprocentowania (po uwzglednieniu liczby kapitalizacji)

Jednak zanim przystapimy do obliczen, to ustalmy kluczowe parametry, czyli n oraz p. Lokata jest na 10 lat, a kapitalizacja jest roczna. W zwiazku z tym n = 10 (bo
odsetki zostang dopisane dziesiec razy), a p = 3. Podstawiajac te dane do wzoru, otrzymamy:

10
Ky=K- (1+W> , Kig=K-(1,03)"°, Kjo~ K -1,3439, Kjo~ 1,34K

Skoro wtozylismy na lokate K ztotych, a po dziesieciu latach mamy 1, 34K, to znaczy, ze kwota wzrosta o 34%.

o2pi

1+V5 T+
2 T

Dane sg dwie liczby « i y, takie, ze iloraz % jest réwny . Oblicz wartos¢ wyrazenia <-£. Wynik podaj bez niewymiernosci w mianowniku.

Odpowiedz: \(\frac{1+\sqrt{5}}{

Zwré¢émy uwage, ze IT“’ =T+ % =1+ % Znamy wartos¢ % a widzimy, ze potrzebujemy jej odwrotnosci, czyli % Odwrotnoscig utamka 1+2\/5 jest oczywiscie
2
145

Skoro tak, to catos¢ obliczen bedzie wygladac nastepujaco:

2
Sl R R

z z 115

Aby méc kontynuowac obliczenia, musimy pozby¢ sie niewymiernosci z mianownika. W tym celu musimy pomnozy¢ licznik oraz mianownik utamka przez 1 — +/5,
dzieki czemu bedziemy mogli skorzysta¢ ze wzoru skréconego mnozenia (a -+ b)(a — b) = a* — b% zatem:

2-(1- - -
- (1-+5) 142 2\/3:1+2 2v5

(1+V5)-(1—5) 1-5 — +ﬂ:2+ﬂ:1+\/5

2 2 2 2

, =1

2p

ab . Va—+b
Vaivi b

Dane sa liczby aa = /5 — 2 oraz b = v/5 + 2. Oblicz warto$¢ wyrazenia dla podanych a i b.

Odpowiedz: 1

Krok 1. Uproszczenie zapisu.
Zanim podstawimy liczby do naszego wyrazenia, to najprosciej bedzie najpierw uprosci¢ caty zapis i skorzystac¢ ze wzoru skréconego mnozenia
(a+b)(a—b) = a® — b?, zatem:

a-b '\/_7\/1—77 a-b a—b 7(a~b)-(a7b) (a-b)-(a—0)

Vaivh ab O aivh vavh  (vap_whr  a-bv P

Krok 2. Obliczenie wartosci a - b.
Podstawiajac liczby z tresci zadania do wyznaczonej przed chwilg postaci, otrzymamy:

ab=(V5-2) (VB-2) = (VB -2 =5-4=1
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Dana jest liczba x = a — (\/?_, — \/5)2 gdzie a nalezy do zbioru R liczb rzeczywistych. W rozwigzaniu zadania uwzglednij fakt, ze liczby V3orazv/2-1/3sa
niewymierne. Dokoncz zdanie. Zaznacz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich dokornczenie zdania byto prawdziwe. Liczba  jest wymierna dla:

Aa=5
B.a=—v3++2
Ca=("2-v3)2+0,3
D.a=6
Ea=-2V6+12,5
Fa=(vV2-+3)-2V6
Ga=-6

Odpowiedz: C oraz E

Krok 1. Obliczenie wartosci liczby z.
Sprébujmy obliczy¢ wartos¢ liczby = wykonujac wystepujace w niej potegowanie. Korzystajac ze wzoréw skréconego mnozenia mozemy zapisac, ze:

t=a—-(V3-v2?, z=a—(V3)?-2-V3-V2+(V2)},2=a-(3-2V6+2),2=a—- (5—-2V6),z=a—5+2V6

Krok 2. Ustalenie, kiedy liczba x jest wymierna.
Musimy sie teraz zastanowi¢, kiedy a — 5 + 21/6 da wynik wymierny. Aby tak sie stato, to w wartosci liczby a musi sie pojawi¢ -2v6 (wtedy te pierwiastki sie
"zniosa") i w zapisie tej liczby nie moga nam oczywiscie pojawic sie inne nowe pierwiastki.

Od razu mozemy stwierdzi¢, ze poprawna jest odpowiedz E, czylia = —2v/6 + 12, 5, bowiem to jest doktadnie to, czego szukamy. Musimy jeszcze wybra¢ druga
odpowiedz. Na pewno nie bedzie to A, B, D oraz G (bo brakuje tu wartosci —2+/6). Do rozpatrzenia zostaje nam C oraz F. Rozpiszmy sobie kazdy z tych wariantow:

Odp.C. (V2 —+/3)24+0,3=2-2V6+3+0,3=5,3— 26
Ta odpowiedz nam pasuje.

Odp.F.(vV2-3)2—2v6=2-2V6+3-2/6=5—-4V6

Ta odpowiedz nam nie pasuje, bo jest tutaj —4+/6.

Podsumowujac, pasujacymi odpowiedziami beda C oraz E.
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Rozwigz réwnanie:

(4 +1)(z — 5) _

(2z — 10)(z + 3)

Odpowiedz: 2 = —1

Krok 1. Zapisanie zatozen.
Mamy réwnanie, w ktérym niewiadoma z pojawia sie¢ w mianowniku utamka. Zanim wigc zaczniemy cokolwiek oblicza¢, musimy zapisa¢ stosowne zatozenia,
poniewaz wartos¢ mianownika nie moze by¢ réwna 0 (gdyz na matematyce nie istnieje dzielenie przez 0). Skoro tak, to:

(22 — 10)(z +3) £ 0

Mamy postac iloczynowa réwnania kwadratowego, zatem kazdy z nawiaséw musi by¢ rézny od zera, czyli:

2¢c—10#40 V x+3#0,2x#10 V z#-3,z#5 V x#-3

Krok 2. Rozwigzanie réwnania.
Aby rozwigza¢ podane réwnanie, musimy obydwie strony pomnozy¢ przez warto$¢ w mianowniku, zatem:

(4z +1)(z —5)

Otrzymalismy rownanie kwadratowe w postaci iloczynowej, zatem przyréownujemy wartosci w nawiasach do zera:

4dr+1=0 V 2-5=0,4zc=-1 V z=5,z=— V. z=5

1
4

Krok 3. Weryfikacja otrzymanych wynikéw.
Na koniec musimy zweryfikowac¢ otrzymane wyniki z zapisanymi zatozeniami. Widzimy, ze rozwigzanie £ = 5 musimy odrzuci¢, bo dla tej wartosci mianownik byt
rowny 0. Skoro tak, to jedynym rozwigzaniem tego zadania bedzie x = 7%.
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Pensja pana X jest o 50% wyzsza od sredniej krajowej, a pensja pana Y jest 0 40% nizsza od $redniej krajowej.

Dokoncz zdania. Zaznacz odpowiedz sposréd A-D oraz odpowiedz sposréd E-H.

1. Pensja pana X jest wyzsza od pensji pana Y
A. 0 40% pensji pana Y.

B. 0 90% pensji pana Y.

C. 0 150% pensji pana Y.

D. 0 275% pensji pana Y.

2. Pensja pana Y jest nizsza od pensji pana X:
E. 0 60% pensji pana X.

F. 0 73% pensji pana X.

G. 0 90% pensji pana X.

H. 0 150% pensji pana X.
Odpowiedz: C oraz E

Krok 1. Wprowadzenie oznaczen do tresci zadania.
Wprowadzmy do naszego zadania nastepujace oznaczenia:
s - $rednia pensja krajowa

1,5s - $rednia pensja Pana X

0, 65 - Srednia pensja Pana Y’

Od razu mozemy tez zapisa¢, ze Pan X zarabia o 1,5s — 0,6s = 0,9s wiecej niz Pan Y.

Krok 2. Obliczenie procentowej réznicy wynagrodzenia.
Pensja pana X jest wyzsza od pensji pana Y o:

0,9s
0,65 1,5 =150%
Pensja pana Y jest mnigjsza od pensji pana X o:
0,9s
~— =0,6 =60
1,5s ’ %

SF

Na wykresie przedstawiono zaleznos¢ log K (t), gdzie K (t) jest liczba bakterii w probcee po czasie ¢ wyrazonym w godzinach, jaki uptynat od chwilit = 0 rozpoczecia
obserwacji. Gdy uptynety doktadnie trzy godziny od chwilit = 0, liczba K bakterii byta rowna:

Odpowiedz: C (1000)

W tym zadaniu musimy pamieta¢, ze kiedy przy podstawie logarytmu nie mamy zapisanej zadnej liczby, to domysinie ta podstawa jest rowna 10. Mdwiac wprost,
log K to po prostu log;o K.

Z wykresu odczytujemy, ze po trzech godzinach log;oK ma byc¢ rowne 3, zatem:

logipK =3 <= 10°=K

To oznacza, ze K = 10 = 1000.
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o
Liczba logs {(\/5)2 -(V2)*- (\/5)8] jest rowna:

Odpowiedz: B (7)

Powinnismy zauwazy¢, ze:

Skoro tak, to podstawiajgc te dane do naszego logarytmu, otrzymamy:

logy |(V2)2- (V2)1- (V2)8] = , =logy(2'-22-2Y) = | = logy(2'72H) = log,2" = 7

Zadanie 11 0-3 pkt

Rozwazmy takie liczby rzeczywiste a i b, ktore spetniaja warunki:

a#0,b#0oraza®+ b = (a+b)°

Oblicz warto$¢ liczbowa wyrazenia 4 dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b, spetniajacych powyzsze warunki.

Odpowiedz: —1

Krok 1. Rozpisanie podanego réwnania.
Korzystajac ze wzoréw skréconego mnozenia, mozemy zapisa¢, ze:

@+ b= (a+b)?, a®+ b= a’+ 3a + 3ab® + b*, 0 = 3a’ + 3ab?, 3ab- (a+b) =0 /:3, ab-(a+b)=0

Otrzymaliémy tak naprawde réwnanie kwadratowe. Aby je rozwigza¢ musimy przyréwnaé ab oraz a + b do zera, zatem:

ab=0 V a+b=0

Krok 2. Analiza otrzymanych wynikéw i obliczenie wartosci liczbowej wyrazenia.
Przeanalizujmy teraz to, co otrzymaliémy. Zacznijmy od ab = 0. Aby iloczyn a - b byt réwny 0, to ktéras z liczb musiataby by¢ réwna 0, a z tresci zadania wiemy, ze
a # 0 oraz b # 0. To oznacza, ze to pierwsze rownanie nie spetnia w ogole naszych zatozen.

To teraz sp6jrzmy na drugie rownanie, czyli @ + b = 0. Na jego podstawie mozemy zapisa¢, ze a = —b. Naszym celem jest poznanie wartosci liczbowej wyrazenia ¢,
a skoro a = —b, to:

a —b -1-b

R i |

b b b
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Zadanie 12 0-1 pkt

Dane jest wyrazenie W (z) = 4 (&4 — 1)

z—1 z+1

Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Zaznacz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest fatszywe. Wartos¢ wyrazenia W(z) jest okreslona dla kazdej liczby
rzeczywistej z # 1.

. . . . 2z
Wyrazenie W (z) mozna przeksztatci¢ réwnowaznie do wyrazenia o1
22 —
Wartos¢ wyrazenia W (z) jest okreslona dla kazdej liczby rzeczywistej  # 1.

Prawda
Fatsz

Wyrazenie W (z) mozna przeksztatci¢ réwnowaznie do wyrazenia )
22 —

Prawda
Fatsz

Odpowiedz: 1) FALSZ

Krok 1. Ocena prawdziwosci pierwszego zdania.
Wartosci mianownikdw musza by¢ rézne od zera, zatem  — 1 # 0 oraz ¢ + 1 # 0. Z pierwszego réwnania otrzymamy z # 1, a z drugiego & # —1. Pierwsze zdanie j

Krok 2. Ocena prawdziwosci drugiego zdania.
Naszym celem jest uproszczenie podanego wyrazenia. Jak dodac¢ do siebie dwa utamki, ktére znajdujg sie w nawiasach? Musimy sprowadzi¢ je do wspdlnego mianownil
licznik oraz mianownik drugiego utamka przez  — 1. Cato$¢ bedzie wyglada¢ nastepujgco:

1(x+17x71> _1(($+1)~(9:+1) (xfl)A(xfl)) _1(z2+2x+1 x272x+1>:,:1(m2+2x+17(9:272x

2

(z—-1)-(z+1) (z+1)-(z+1)

’ 2

22 -1 z2—-1

2

’ 2

z—1 z+1 - 2 -1

Zdanie jest wiec prawda.
Rozwiaz réwnanie (z — 1) — 5(z — 1)2+ 6 =0
Odpowiedz: \(x=\sqrt{2}+1 \quad

Krok 1. Zapisanie réwnania kwadratowego.
Aby rozwiazac tego typu réwnanie czwartego stopnia, musimy zapisa¢, ze t = (z — 1)2. Dzieki temu bedziemy mogli zapisa¢ réwnanie z tresci zadania jako réwnanie

(z—1)1=5(z-1)%+6=0, (z—1)»)2-5(x—1)>+6=0, t*— 5t

Krok 2. Rozwigzanie powstatego réwnania kwadratowego.
Powstato nam réwnanie kwadratowe, ktore musimy teraz rozwigza¢. Réwnanie jest zapisane w postaci ogélnej, zatem z pomoca przyjdzie nam delta:
Wspétezynnikia =1, b= -5, c =6

A=0—dac=(-5)2—-4-1-6=25-24=1,VA=vV1=1

. “b—vVA —(-5)-1 5-1 —b+vVA  —(-5)+1
1= = = -

=2, =0 2.1

2a n 2-1 )

N

Krok 3. Rozwigzanie réwnania.
W pierwszym kroku zapisalismy sobie, ze t = (z — 1)% Wiemy juz, ze t = 2 lub ¢ = 3, a skoro tak, to:

(z—-12=2 Vv (z-1)?%=3

Otrzymalismy dwa réwnania kwadratowe, w ktérych po prawej stronie nie mamy zera (nie mozemy wiec przyréwnac wartosci w nawiasach do zera). Mozemy je oczy
dos$¢ czasochtonne. Tego typu réwnania najprosciej bedzie rozwigza¢ korzystajac z wartosci bezwzglednej. Pierwiastkujac obydwie strony réwnan, mozemy zapisac, ze

lz-1=v2 V Je-1=v3,2-1=v2 Vv z-1=-vV2 Vv z2-1=v3 Vv z-1=-v3,2=v2+1
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Zadanie 14

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 20n2 + 30n + 7 przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2.

Odpowiedz: Udowodniono wytaczaj
Kluczem do rozwiazania tego typu zadan jest umiejetne wytaczenie wspdlnego czynnika przed nawias. Haczyk polega na tym, ze aby tego dokona¢, musimy liczbe 7

20n?+30n+7 =20n"+30n+5+2 =5 (4n®+6n+1) + 2

Mawiac wprost - otrzymany zapis méwi nam, ze nasza liczba dzieli sie przez 5, dajac wynik réwny 4n® + 6n + 1 i reszte rowna 2. Warto tez dodac, ze wartoéc¢ 4n? +
naturalnych daje na pewno liczbe naturalna.

Zadanie 15

Rozwazmy dwie kolejne liczby naturalne a i b takie, ze obie sa niepodzielne przez 3.

Udowodhnij, ze liczba aa® + b3 jest podzielna przez 9.

Odpowiedz: Udowodniono wykorzys

Krok 1. Wprowadzenie oznaczen do tresci zadania.
Jezeli przyjmiemy, ze k jest liczba catkowita nieujemna, to liczbe niepodzielng przez 3 mozemy zapisac jako 3k + 1. Przyktadowo, gdy k = 4, to otrzymamy 3 -4 + 1
liczbe jako a, czyli a = 3k + 1. Liczba b musi by¢ o 1 wieksza (bo z tresci zadania wynika, ze a i b sa kolejnymi liczbami naturalnymi), wiec b = 3k + 2.

Krok 2. Rozpisanie podanej liczby
Musimy teraz podstawi¢ do zapisu a® + b% wartosci a = 3k + 1 oraz b = 3k + 2 i skorzysta¢ ze wzordw skréconego mnozenia:

(Bk+ 13+ 3k +2)3 = , =27k + 27k* + 9k + 1 + 27k% + 54k* + 36k + 8 = , = 5¢

Krok 3. Zakoniczenie dowodzenia.
Aby udowodni, Ze otrzymane 54k® + 81k% 4 45k + 9 jest podzielne przez 9, wystarczy wytaczy¢ dziewiatke przed nawias, otrzymujac:

9- (6K* + 9K* + 5k 4 1)

Warto$¢ 6k° + 9k% + 5k -+ 1 jest na pewno liczba catkowita, bo 6k°, 9k, 5k oraz 1 to liczby catkowite. Otrzymalismy wiec wynik z ktérego wynika, ze liczba a® + b
6k° -+ 9k + 5k + 1.
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Zadanie 16

Dany jest wielomian W (z) = 3z® 4+ ma? + 3z — 2, gdzie m jest pewna liczba rzeczywista. Wiadomo, ze ten wielomian mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej W ()
Q(z) oraz oblicz wszystkie pierwiastki rzeczywiste wielomianu W (z).

Odpowiedz: \(x=-2 \quad\lor\qua

Krok 1. Rozpisanie wielomianu W (z).
Na poczatku ustalmy o co chodzi w zapisie W(z) = (z + 2)Q(x). Mdwigc wprost - jezeli podzielimy wielomian W (z) przez « + 2, to otrzymamy wielomian Q(z)

Do zadania mozna podej$¢ na rézne sposoby, ale najprosciej bedzie skorzystac z informagji, ze wielomian Q(z) jest trjmianem kwadratowym, co oznacza, ze mozen

W(z) = (z+2)Q(z) , W(z) = (z +2)(az® + bz +c) , W(z) = az® + bz® + cx + 2ax® + 2bzx + 2¢, W(z) = az® + 2az’ + bz’

Krok 2. Wyznaczenie wartosci wszystkich wspétczynnikéow.
Z tresci zadania wiemy, ze wielomian W (z) jest réwny 3z 4+ ma? 4- 3z — 2. Musimy wiec przyréwnac to do otrzymanej postaci az® 4 (2a + b)z* + (2b + ¢)x +

az® + (2a + b)z® + (2b+ ¢)z + 2¢, 32° + ma® + 3z —2

Wynika z tego, ze:

a=3,2a+b=m,2b+c=3,2c=-2=c=-1

Z powyzszej rozpiski wiemy juz, ze @ = 3 oraz ¢ = —1. Jak spojrzymy na trzecie réwnanie, to bedziemy mogli teraz obliczy¢ wartos¢ b, zatem:

2b+c=3,2b—1=3,2b=4,b=2

| teraz wracamy do drugiego rownania, otrzymujac:

2a+b=m,2-3+2=m, m=28

Mamy wiec komplet informadji a = 3,b = 2,c = —1 orazm = 8, zatem W (z) = 3z° + 822 + 3z — 2 oraz Q(z) = 3z + 22 — 1.

Krok 3. Wyznaczenie pierwiastkéw wielomianu W (z).
Musimy jeszcze wyznaczy¢ wszystkie pierwiastki wielomianu W (z), czyli méwiac wprost - musimy ustali¢ kiedy 323 + 82* + 3z — 2 bedzie réwne 0. Jest to wielomi
W(z) = (z + 2)Q(z), czyli tym samym W (z) = (z + 2)(3z% + 2z — 1). Skoro tak, to pierwiastki wyznaczymy w nastepujacy sposob:

(x+2)32°+26—1)=0,2+2=0 VvV 32°+2z-1=0

Z pierwszego réwnania widzimy, ze otrzymamy = —2. Drugie réwnanie jest rbwnaniem kwadratowym zapisanym w postaci ogélnej, zatem z pomoca przyjdzie nar
Wspotczynnikia =3, b=2, c = —1

A=b —dac=2"—4-3- (1) =4— (-12) =16, VA =16 =

—b—vVA -—2-4 —6 —b+VA —2+4
@ = = =—=-1,z= - -
2a 2.3 6 2a 2.3

Skoro tak, to pierwiastkami wielomianu beda:
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Zadanie 17

Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(z) = 28— b—5v2da kazdej liczby rzeczywistej . Miejscem zerowym funkdji f jest z = V241

Wspotczynnik b we wzorze funkdji f jest rowny:

Odpowiedz: B (b = 7)
Miejsce zerowe to taki argument z, dla ktérego funkdja przyjmuje warto$¢ rowna 0. Skoro tak, to:

0=(V2+1°-b-5V2,0=(v2?+3- (V2 1+3vV2- 12+ 1°—b-5v2, 0=2v2+ 6+ 3V’

Zadanie 18

Funkgja kwadratowa f jest okreslona wzorem f(z) = 3z% + bx — 5 dla kazdej liczby rzeczywistej x. Wspdtczynnik b jest liczba rzeczywista mniejsza od zera.

Dokoncz zdanie. Zaznacz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Funkga f:
A. ma dwa rzeczywiste miejsca zerowe,
B. ma jedno rzeczywiste miejsce zerowe,

C. nie ma rzeczywistych miejsc zerowych,

poniewaz

1.5 460 > 0
2.6 4+60=0

3.6 +60<0

Odpowiedz: A., poniewaz 1.

O tym, ile miejsc zerowych ma dana funkgja, decyduje tak zwana delta, ktdra obliczamy rozwiazujac réwnania kwadratowe. Wypiszmy zatem wspétczynniki funkgi f(
Wspotczynniki:a = 3, b=15b, ¢ = =5

A=b—dac=b"—4-3-(=5) = b — (—60) = b+ 60

Z treéci zadania wynika, ze b jest liczba mniejsza od zera. Taka liczba, podniesiona do kwadratu, daje wynik dodatni. W zwiazku z tym cata delta zapisana jako b% + 60
funkcja ma dwa miejsca zerowe, poniewaz b% + 60 > 0.
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Zadanie 19

Dana jest funkga y = f(z), ktorej wykres przedstawiono w kartezjanskim uktadzie wspétrzednych (z, y) na rysunku obok. Ta funkda jest okreslona dla kazdej liczby

YA

|
m-
|
O\._.
|
.P,-.
|
T
Ry
N-
.P,-.
on)
oo+
A 4

Zadanie 1.

Zapisz w miejscu wykropkowanym ponizej zbiér rozwiazan nieréwnosci: f(z) > 2

Zadanie 2.

Zapisz w migjscu wykropkowanym ponizej maksymalny przedziat lub maksymalne przedziaty, w ktérych funkga f jest malejaca.

Zadanie 3.

Najwieksza warto$¢ funkgji f jest réwna liczbie ............... , a najmniejsza wartos$¢ funkdji f jest rowna liczbie ................

Odpowiedz: 1. \(x\in\langle-5;-

Zadanie 1.
Z wykresu musimy odczytac, kiedy nasza funkgja przyjmuje wartosci wieksze od 2. Widzimy, ze tak sie stanie dla dwdch przedziatéw: od x = —5 azdo x = —1 oraz
z = —b5 oraz x = 8 mamy zamalowane kropki, wiec nawiasy musza by¢ domkniete. Matematyczny zapis wygladatby wiec nastepujaco:
z € (—5;—1)U (7;8)
Zadanie 2.
Spogladamy na wykres funkgji i szukamy fragmentu, w ktérym funkcja “kieruje sie w dot". Widzimy, ze mamy tylko jeden taki przedziat, funkcja maleje od ¢ = —3 az

stata) uzywamy zwyczajowo nawiasow domknietych, stad tez:

z € (—3;3)

Zadanie 3.
Spogladamy na nasza funkcje i sprawdzamy, jakie sa najwieksze i najmniejsze wartosci przez nig przyjmowane. Widzimy, ze najwieksza przyjmowang wartoscia jest y :
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Zadanie 20

Dana jest funkga y = f(z), ktorej wykres przedstawiono w kartezjanskim uktadzie wspétrzednych (z, y) na rysunku obok.

VA

|
m-.
|
c\-
|
4
|
N-.
==}
N-
.
c\-
@
a4

Ta funkdja jest okreslona dla z € (—3, 5). Funkde g oraz h sa okre$lone za pomoca funkgji f nastepujaco:

y=g(z) = f(z+2)

Na rysunkach A-F przedstawiono wykresy réznych funkgji - w tym wykresy funkgji g oraz h. Kazdej z funkdi y = g(z) oraz y = h(z) przyporzadkuj jej wykres. Wpis:

matematix.pl - Informator maturalny CKE 2023
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Odpowiedz: 1. D 2. B

Zapis g(z) = f(x + 2) oznacza, ze funkda g(x) jest wynikiem przesuniecia funkgji f(x) o dwie jednostki w lewo. Taka sytuacje mamy na rysunku D.

Zapis h(z) = f(—x) oznacza, ze funkdja h(z) jest wynikiem przeksztatcenia funkgji f(z) wzgledem osi OY (czyli takim odbiciem lustrzanym wzgledem osi OX). Tat

matematix.pl - Informator maturalny CKE 2023
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Zadanie 21

Wzér funkgji kwadratowej mozna zapisa¢ w postaci ogélnej, kanonicznej lub iloczynowej (o ile istnigje).

Zadanie 1.

Dana jest funkcja kwadratowa y = f(z), ktdrej fragment wykresu przedstawiono w kartezjarskim uktadzie wspdtrzednych (z, y) na rysunku ponizej.

VA

2 /

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwa odpowiedz sposrod podanych, jezeli wiadomo, Ze jeden ze wzoréw podanych w odpowiedziach A-D to wzér funkdji f.

Funkgja kwadratowa y = f(z) jest okre$lona wzorem:
Ay=—(z+5)?2-6

By=—(x+5)%+6

Zadanie 2.

Do wykresu pewnej funkgji kwadratowej y = g(z) nalezy punkt o wspotrzednych P = (2, —6). Osia symetrii wykresu tej funkgji jest prosta o rownaniu = 3, a jed

Wyznacz i zapisz wzér funkgji y = g(x) w postaci iloczynowej.

Odpowiedz: 1. B 2. \(y=2(x-1)(

Zadanie 1.
Musimy podaé¢ wzér funkgji w postaci kanonicznej, czyli postaci typu y = a(x — p)? + g, gdzie p oraz q to wspdtrzedne wierzchotka paraboli. Z rysunku odczytujemy
Skoro tak, to wzorem naszej funkcji bedzie:

y=a(z—(-5))*+6, y=a(z+5)>+6

Teoretycznie powinnismy jeszcze wyznaczy¢ wartosé wspdtczynnika a, cho¢ widzimy, ze w kazdej z proponowanych odpowiedzi jest on rowny -1. Ujemna wartos¢ ws
dotu. Stad tez odpowiedzia do tego zadania bedzie y = —(z + 5)% + 6.
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Zadanie 2.
Krok 1. Wyznaczenie miejsc zerowych funkgji.
Jedna z whasnosci funkgji kwadratowych jest to, ze miejsca zerowe sa oddalone od osi symetrii o jednakowa liczbe jednostek. Méwiac bardzo obrazowo, sytuacja z tre

AY

Z rysunku pomocniczego wynika wprost, ze miejscami zerowymi sg = 1 oraz x = 5.

Krok 2. Zapisanie wzoru w postaci iloczynowej.
Znajomos$¢ miejsc zerowych pozwala nam zapisa¢ wzor funkgji w postaci iloczynowej, zatem:

y=a(z—1)(z —5)

Do poznania petnego wzoru brakuje nam jeszcze znajomosci wspdtczynnika a. Poznamy go, podstawiajac do wyznaczonej przed chwilg postaci wspétrzedne punktu

—6=a(2—1)(2-5), —6=a-1-(-3), —3a=—6,a=2

To oznacza, ze petnym wzorem naszej funkdji bedzie y = 2(z — 1)(z — 5).
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Zadanie 22

Na podstawie zasad dynamiki mozna udowodni¢, ze torem rzutu - przy pominieciu oporéw powietrza - jest fragment paraboli. Koszykarz wykonat rzut do kosza z oc
opisu toru ruchu przyjmiemy uktad wspdtrzednych, w ktdrym érodek pitki w chwili poczatkowej znajdowat sie w punkcie 2y = 0, yy = 2, 50m. Srodek pitki podczas 1

y=—0,1742%+ 1,3z + 2,5

Rzut okazat sie udany, a srodek pitki przeszedt doktadnie przez $rodek kotowej obreczy kosza. Na rysunku ponizej przedstawiono te sytuacje oraz tor ruchu pitki w ul

Y, MaA

(0,0)

Zadanie 1.
Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwa odpowiedz sposrod podanych. Obrecz kosza znajduje sie na wysokosci (podanej w zaokragleniu z doktadnoscia do 0, 01m)
A.3,04m
B. 3,06m
C.3,80m

D.4,93m

Zadanie 2.

Oblicz wysoko$¢ maksymalng, na jaka wzniesie sie Srodek pitki podczas opisanego rzutu. Zapisz wynik w zaokragleniu do drugiego miejsca po przecinku.
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Zadanie 3.

W opisanym rzucie pitka przeleciata swobodnie przez obrecz kosza i upadta na parkiet. Przyjmij, ze obrecz kosza nie miata siatki, a na drodze rzutu nie byto zadnej pr
momencie, w ktorym pitka dotkneta parkietu. Zapisz wynik w zaokragleniu do drugiego miejsca po przecinku.

Odpowiedz: 1. B 2. ok. \(4,93m

Zadanie 1.
Naszym zadaniem jest poznanie wartosci funkdji y = —0, 174z* + 1,3z + 2,5 dla z = 7,01 (bowiem na odlegtoici = = 7,01 jest ustawiony kosz). W zwigzku z tyi

y=—0,174-(7,01)>+1,3- 7,01 + 2,5, y = —0,174 - 49,1401 + 9,113 + 2,5, y = —8,5503774 + 9

To oznacza, ze obrecz jest zawieszona na wysokosci ok. 3, 06m.

Zadanie 2.
Maksymalna wysoko$¢ paraboli osiggana jest w jej wierzchotku. Interesuje nas wiec poznanie wspotrzednej g wierzchotka paraboli W = (p; ¢). W tym celu mozemy
—A

= 4a

Widzimy, ze do tego wzoru musimy podstawi¢ delte (to jest doktadnie ta sama delta, ktdrg obliczamy w réwnaniach kwadratowych), zatem wypiszmy wspotczynniki i
Wspétczynniki: a = —0,174, b=1,3, ¢ = 2,5

A= —4dac=(1,3)2—4-(-0,174) - 2,5 = 1,69 — (1,74) = 3,4

W zwigzku z tym:

—3,43 -3,43
q= _

= B ~4
10,17 1~ D606 174

To oznacza, ze maksymalna wysokoscia na jaka wzniesie sie Srodek pitki bedzie ok. 4, 93m.

Zadanie 3.
Musimy sprawdzi¢, kiedy nasza funkga y = —0, 17422 + 1, 3z + 2, 5 przyjmie wartos¢ 0, 12, zatem:

0,12 = —0,1742° + 1,3z + 2,5, 0,1742> — 1,3z — 2,38 = 0

Otrzymalismy réownanie kwadratowe w postaci ogolnej, zatem z pomoca przyjdzie nam delta:
Wspdtczynniki: a = 0,174, b= —1,3, ¢ = —2,38

A=0—dac=(—1,3)2—4-0,174- (—2,38) = 1,69 — (—1,65648) = 3,34648 , VA =

_ —b—vA  —(-1,3)—1,8293 1,3-1,8293  —0,5293

. - _ _bivA (1Y)
! 2a 20,174 0,348 0,348

2a 2.0,

Q2

—1,52, z,

Ujemny wynik oczywiscie odrzucamy, bo nasza wspoétrzedna = nie moze by¢ ujemna. To oznacza, ze poszukiwang wspétrzedng  punktu srodka pitki jest z ~ 8,99n
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Zadanie 23

Dany jest ciag (a,,) okreslony wzorem rekurencyjnym: {al =2

dla kazdej liczby naturalnej n > 1.
Ant1=n-ap+4 s y An =

Oblicz sume czterech poczatkowych wyrazéw ciagu (ay,).

Odpowiedz: Sy = 36

Krok 1. Obliczenie wartosci drugiego, trzeciego i czwartego wyrazu.
Warto$¢ pierwszego wyrazu juz znamy, widzimy ze a; = —2. Korzystajac z drugiej czesci wzoru rekurencyjnego, musimy obliczy¢ wartosci drugiego, trzeciego i czwar

a=ap=1-a1+4=1-(-2)+4=-2+4=2,a3=as11=2-a2+4=2-2+4=4+4=8,a1=a

Krok 2. Obliczenie sumy czterech poczatkowych wyrazoéw ciagu.
Korzystajac z obliczer z poprzedniego kroku, mozemy zapisac, ze suma czterech poczatkowych wyrazéw bedzie réwna:

Sy=—-2+2+8+28=236

Zadanie 24

Dany jest ciag (a,,) okre$lony wzorem ogélnym: a,, = 4n — 9 dla kazdej liczby naturalnejn > 1.

Wykaz, ze ciag (a,,) jest arytmetyczny.

Odpowiedz: Wykazano obliczajac

Krok 1. Obliczenie wartosci a,, 1 oraz a, .

Chcac udowodni¢, ze dany ciag jest arytmetyczny, mozemy skorzystac z wtasnosci zwigzanej z trzema kolejnymi wyrazami ciagu, czyli ag = a‘;‘” . Oczywiscie nie mo.

przeprowadzi¢ poprawne dowodzenie, musimy obliczy¢ np. wartosci a1 oraz a2, zatem:

1 =4n+1)-9,a,,1=4n+4-9,0a,1=4n-5

A2 =4n+2)—9, apr2=4n+8—-9, apo=4n—1

Krok 2. Zakonczenie dowodzenia.
Mamy wyrazenia opisujace trzy kolejne wyrazy ciagu, czyli @, @n+1 oraz ana. Srodkowym z tych trzech wyrazéw jest a1, zatem:

Qp + Qpyo 4n75:4"79+4"71 4n7578n710 dn—5—.
2 ’ 2 ' o2 B

On+1 =

W ten sposéb udato sie udowodni¢, ze ciag (an) jest arytmetyczny.
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Zadanie 25

Dokoncz zdanie. Zaznacz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.
Ciag (a,) okreslony wzorem a,, = n? — n dla kazdej liczby naturalngjn > 1 jest

A. rosnacy,
B. malejacy,

C. staty,
poniewaz dla kazdej liczby naturalnej n > 1

1. réznica a, 1 — ay, jest liczbg ujemna
2. réznica a, 1 — a, jest rowna zero
3. réznica a, 1 — a, jest liczbg dodatnig

Odpowiedz: A. oraz 3.

Krok 1. Obliczenie wartosci a, ;1.
Widzimy, ze musimy obliczy¢ wartos¢ a,, 1, zatem:

=M+ 1)2=(n+1), ap=n*+2n+1-n—1,a,1=n>-

Krok 2. Obliczenie wartosci an+1 — ap,.
Znamy warto$¢ a1, znamy tez a,, zatem:

2 2 2 2
i1 —an=n"4+n—(N"—n), Gny1 —an=n"+n-—-n"+n, a1 —a

Krok 3. Interpretacja otrzymanego wyniku.
Wiemy, ze n jest liczba naturalng wigksza lub réowng 1. To pozwala nam stwierdzi¢, ze w takim razie otrzymane 2n jest dodatnia liczba naturalng. To oznacza, ze ciag k

Zadanie 26

Funkga f jest okreélona wzorem f(z) = % dla kazdej liczby rzeczywistej x # 0.

Oblicz wartos¢ m, dla ktérej liczby f(m), (1), f(2) sa - odpowiednio - pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciagu geometrycznego.

Odpowiedz: m = %

Krok 1. Obliczenie wartosci f(m), f(1), f(2).
Podstawiajac do wzoru funkgji wartosci m, 1 oraz 2, otrzymamy:

Krok 2. Wyznaczenie wartosci m.
Chcemy, by obliczone przed chwilg liczby tworzyty ciag geometryczny. Z wtasnosci ciggdw geometrycznych wiemy, ze dla trzech kolejnych wyrazéw takiego ciagu mu

022 =a;-ag

W naszym przypadku a1 = #, as = 1l orazas = %, zatem:

1

1 1 1
=" .2 1=— . —1.m==
3 DT /2m,2m ym=g
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Zadanie 27

Czas T potowicznego rozpadu izotopu promieniotworczego to czas, po ktérym liczba jader danego izotopu (a zatem i masa tego izotopu) zmniejsza sie o potowe - t
promieniotworczego pozostajacych w prébce po czasie t, liczac od chwili g = 0, wyraza sie zaleznoscig wyktadnicza:

gdzie Ny jest liczba jader izotopu promieniotwérczego w chwili poczatkowej tg = 0.

Zadanie 1.

Na ponizszych rysunkach 1.-4. przedstawiono wykresy réznych zaleznosci.

Rysunek 1.

No

oo T

Rysunek 3.

oo T
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Wykres zaleznosci wyktadniczej N (t) - opisanej we wstepie do zadania - przedstawiono na
A. rysunku 1
B. rysunku 2
C. rysunku 3

D. rysunku 4

Zadanie 2.

Czas potowicznego rozpadu wegla *C' to okoto 5700 lat. Naukowcy oszacowali za pomoca datowania radioweglowego, ze masa izotopu wegla *C' w pewnym orga

Zycia organizmu.

Oblicz, ile lat ma opisane znalezisko archeologiczne. Wynik podaj z doktadnoscig do stu lat.

Odpowiedz: 1. A 2. 22800 |

Zadanie 1.
Naszym zadaniem jest poprawne dopasowanie wykresu funkgji wyktadniczej. | tu od razu nasz wzrok musimy kierowac w strone rysunku 1 oraz 3 - bowiem tak witas
przypadku a = %).

Ustalmy zatem teraz, ktory z tych wykresow jest prawidtowy. Widzimy wyraznie, ze sytuacja z trzeciego rysunku musi zostac przez nas odrzucona, poniewaz nasz wy!
poczatkowa liczbe jader naszego izotopu. Na trzecim wykresie funkcja ta jest nieco przesunieta w prawo, przez co poczatkowa liczba jader izotopu przypada na czas -

W zwiagzku z tym poprawnym wykresem jest jedynie ten z pierwszej odpowiedzi. Mozemy to jeszcze sobie zweryfikowad, widzac ze dla czasu T nasza funkgja przyjmu

Zadanie 2.
Do zadania mozna podejs$¢ na rézne sposoby, ale najprosciej bedzie zapisa¢ to w nastepujacy sposéb:
m - poczgtkowa masa izotopu wegla

%m - masa izotopu wegla po uptywie 17", czyli 5700 lat

%m - masa izotopu wegla po uptywie 2T, czyli 11400 lat

%m - masa izotopu wegla po uptywie 3T, czyli 17100 lat
1—16m - masa izotopu wegla po uptywie 4T, czyli 22800 lat

To oznacza, ze znalezisko archeologiczne ma 22800 lat.
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Zadanie 28

Powierzchnia magazynowa bedzie sie sktadata z dwoch identycznych prostokatnych dziatek potaczonych wspdlnym bokiem. Cato$¢ ma by¢ ogrodzona ptotem, przy
bramy wjazdowe, kazda o szerokosci 10m (zobacz rysunek ponizej). taczna dtugos¢ ptotu ogradzajacego oraz rozdzielajacego obie dziatki wyniesie 580 metrow, przy

< 4 > <4 4 >

A SRS EEEES = e |

| S S [ S | I

<« » <« »
10 m 10 m

Oblicz wymiary z i y kazdej z dwoch prostokatnych dziatek, tak aby catkowite pole powierzchni magazynowej byto najwieksze.

Odpowiedz: x = 100 oraz \(y=7

Krok 1. Zapisanie réwnan.
Wiemy, ze dtugos¢ ptotu wynosi 580m. Jak spojrzymy na rysunek, to zauwazymy, ze ten ptot musi znalez¢ sie na trzech odcinkach o dtugosci = (dwie granice zewne
dwukrotnie o 10m. To oznacza, ze mozemy zapisa¢ nastepujace réwnanie:

3z + 4y — 20 = 580 , 3z + 4y = 600

Dodatkowo wiemy, ze pole powierzchni obliczamy ze wzoru P = ab, co po podstawianiu danych z rysunku mozemy zapisac jako:

P=z-2y

Krok 2. Zapisanie wzoru funkgji P(z).
Kluczem do sukcesu bedzie zapisanie pola powierzchni w postaci funkgji z jedng zmienna, czyli zmienng . Aby tego dokona¢, wyznaczmy wartos¢ y z réwnania 3z +

3
3m+4y:600,4y:600731,y:15072m

Podstawiajac teraz y = 150 — %z do réwnania P = « - 2y otrzymamy:

P:m-2-(15072z),P:Zm-(IBOf%m),P:SOOxf%xz,P:f

Otrzymalismy informacje, ze pole powierzchni dziatki mozna opisa¢ wzorem —%zz + 300z. Catos¢ mozemy potraktowac tak jak funkcje kwadratowa (dla jakiej$ wart

Krok 3. Wyznaczenie wspdtrzednych wierzchotka paraboli.
Wykresem funkgji kwadratowej jest parabola, a tutaj ta parabola bedzie mie¢ ramiona skierowane do dotu (bo wspdtczynnik a = 7%). Sytuacja bedzie wiec wygladar
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Chcemy sie dowiedzie¢, dla jakiego « ta pole P bedzie najwieksze, a wiemy, Ze parabola skierowana ramionami do dotu osiggnie swoja najwieksza warto$¢ w wierzch
pomoze nam w tym wzor na wspdtrzedng xw wierzchotka paraboli:
—b —300 —300
— = =1
%0 W 2.( 6),ww —3 W 00

Tw =

Wiemy juz, ze najwieksza wartos¢ jest przyjmowana, gdy @ = 100. Gdybysmy chcieli obliczy¢ ile wynosi ta najwieksza warto$¢, to mogliby$my skorzystac ze wzoru g

réwnania y = 150 — %;1: i podstawiajac teraz = 100, otrzymamy:

3 3
y:150—zx,y:150—z-100,y:150—75,y:75

To oznacza, ze powierzchnia magazynu bedzie najwieksza wtedy, gdy = 100 oraz y = 75.
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Zadanie 29

Dany jest kat o mierze a taki, ze sina = % oraz90° < o < 180°.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Zaznacz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest fatszywe. Dla kata a spetnione jest réwnanie cosa = 7%

Dla kata o spetnione jest rownanie [tga| = 3
Dla kata c spetnione jest rownanie cosa = —%
Prawda

Fatsz

Dla kata o spetnione jest rownanie [tga| = %

Prawda
Fatsz

Odpowiedz: 1) PRAWDA

Krok 1. Ocena prawdziwosci pierwszego zdania.
Korzystajac z jedynki trygonometrycznej mozemy zapisac, ze:

s > 4\, 6, 5 2 9 3
sin‘a+cos’a=1, | =] +cosa=1, — +cosa=1, cos’a=—, cosa=— V cosa= -
5 25 25 5

Z tresci zadania wynika, ze kat « jest katem rozwartym. Cosinus dla takich katoéw przyjmuje wartosci ujemne, stad tez rozwigzanie cosa = % musimy odrzuci¢. Zoste

Krok 2. Ocena prawdziwosci drugiego zdania.

Z tresci zadania wiemy, ze sina = %. Dodatkowo obliczyliSmy sobie przed chwilg, ze cosa = 7%. Korzystajac zatem ze wzoru na tangens, mozemy zapisac, ze:
sina 5 4 5 4
tga =" tga=—— tga=—- (—= tga = — —
g cosa ' Y 7% ) Lg 5 < 3 ) ) 1g 3

To oznacza, ze |tga| = 4, wiec zdanie jest fatszem.
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Zadanie 30

W trojkacie ABC' dane sg dtugosci dwéch bokéw |AB| = 12, |BC| = 8 oraz miara kata |[<<ABC| = 60°.

Oblicz dtugos¢ srodkowej tego trojkata, poprowadzonej z wierzchotka A.

A 12 B

Odpowiedz: |AD| = 4/7

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Srodkowa tréjkata to prosta taczaca wierzchotek ze érodkiem przeciwlegtego boku tego tréjkata. Sytuadja z treéci zadania bedzie wiec wyglada¢ nastepujgco:

A 12 B

Krok 2. Obliczenie dtugosci srodkowej tego trdjkata.
Spdjrzmy na trojkat ABD. Znamy dhugosci dwéch bokdw tego tréjkata i miare kata miedzy tymi bokami. Chcac wiec poznaé dtugosé boku AD (czyli boku naprze

1
|AD|* = |AB|* + |BD|*— 2 - |AB| - |BD| - cos60° , |AD|> = 12>+ 4> - 2.12-4. 3 |AD|> =112, |

Ujemny wynik oczywiécie odrzucamy (bo dtugosé¢ boku nie moze by¢ ujemna), zatem zostaje nam |AD| = V112, co mozemy jeszcze rozpisac jako |[AD| = V16
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Zadanie 31

Wierzchotki A i C trojkata ABC leza na okregu o promieniu r. Srodek S tego okregu lezy na boku AB tego tréjkata (zobacz rysunek ponizej). Dtugosci bokéw «

P

Oblicz miary wszystkich katow trojkata ABC.
Odpowiedz: 30°,30°,120°
Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Zwroémy uwage, ze z wierzchotka C' mozemy dorysowac bok w taki sposdb, ze otrzymamy tréjkat oparty na srednicy okregu. Z wtasnosci trojkatow wiemy, ze tal
dalszych obliczen. Nanoszac dane z tresci zadania otrzymamy nastepujacy rysunek szkicowy:

>
Ue
)
o
oy/

Ustalmy jeszcze skad wiemy, ze odcinek DB ma dtugos¢ . Z tresci zadania wynika, ze | AB| = 3r, a skoro odcinek A.S ma dtugos¢ r oraz SD ma dhugosé r, to ¢

Krok 2. Obliczenie dtugosci odcinka C'D.
Skoro tréjkat AC'D jest prostokatny, to mozemy skorzystac z Twierdzenia Pitagorasa.

|AC|]*+|CDJ? = |AD?, (V3r)>+|CDJ? = (2r)?, 31+ |CD> = 4r*, |CD|>* = +*, |CL

Ujemna dtugo$¢ oczywiscie odrzucamy, zatem |C'D| = r.
Krok 3. Dostrzezenie trojkata o katach 30°,60°,90°.

Powinnismy zauwazy¢, ze trojkat ADC jest trojkatem o katach 307,607, 90°. Wynika to wprost z wtasnosci trojkata, gdyz jedna przyprostokatna ma dtugosé r, ¢
przyprostokatna jest /3 razy wieksza od pierwszej. To wszystko to cechy charakterystyczne whasnie dla tréjkatow o katach 307,607, 90°.
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W zwiazku z tym |<<CAD| = 30° oraz |<<ADC| = 60".
Krok 4. Obliczenie miary kata CDB.
Spojrzmy na kat CBD. Jest to kat przylegty do kata o mierze 60°, a wiemy, ze suma miar katéw przylegtych jest zawsze réwna 180°. Skoro tak, to:

|<CDB| = 180° — 60° = 120°

Krok 5. Obliczenie pozostatych miar katéw tréjkata DBC oraz ABC.
Wiemy juz, ze tréjkat DBC jest trojkatem rownoramiennym (ramiona o dtugosci r). Kat miedzy tymi ramionami ma miare 120°, a wiec na dwa pozostate katy zo:
to wprost z wkasnosci trojkatéw réwnoramiennych), zatem kazdy z nich bedzie miat 60° : 2 = 30°. Mamy wiec nastepujaca sytuagje:

Zadanie polega na podaniu miar katéw tréjkata ABC, a wiec:

|<CAB| = 30", |<ABC| = 30", |[<BCA| = 90° +30° = 120°

matematix.pl - Informator maturalny CKE 2023 27/ 56



Zadanie 32

Dane sa okrag o srodku S oraz prosta k styczna do okregu w punkcie A. Odcinek AB jest cieciwa tego okregu. Miara kata ostrego pomiedzy prosta k a cieciwg .

rysunek ponizej.

Miara kata <BC'A jest réwna:
Odpowiedz: C (507)

W tym zadaniu tak naprawde nie musimy niczego liczy¢. Istota zadania polega na tym, aby skorzystac z twierdzenia o kacie miedzy styczna a cieciwa.

Z rysunku wynika, ze styczna tworzy z cieciwa AB kat 50°. Kgt BC'A jest katem wpisanym w okrag, ktéry oparty jest wtasnie na cieciwie AB. Taka sytuacja oznac
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Zadanie 33

Dany jest trojkat ABC, w ktorym |AB| = 5,

C

BC| =21,

AC| = 4. Dwusieczna kata <<C'A B przecina bok BC' w punkcie D (zobacz rysunek ponizej).

Dokoncz zdanie. Zaznacz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Dtugos¢ odcinka BD jest rowna:

A.|BD| = /21
B.|BD| = 221
C.|BD| = $v21

poniewaz z twierdzenia o dwusiecznej wynika, ze:

9 14B] _ |BC|
" lac] T |BD|

2.|BD| = |DC]

3 |AB| _ |BD|
-+ Tacl = TooT

Odpowiedz: B, poniewaz 3.

Z twierdzenia o dwusiecznej kata, wynika, ze stosunek dtugosci jednego ramienia (czyli A B) wzgledem drugiego ramienia (czyli AC'), musi by¢ taki sam jak stosun

nastepujaco:
|AB| _ |BD|
[AC| ~ |DC]
Podstawiajac do tego réwnania dane z rysunku, otrzymamy:
5 |BD| 5
— =-——, |BD| = —|DC
1= Tpg| » 1BPI = §1PC

Odcinek | DC| ma miare v'21 — |BD

, zatem:

5 = 5 5 9 5 — ¢
BD|=>.(V21-|BD|), |BD|= = -v21 -~ |BD|, ~|BD|=~-v21 /.-
|BD| = 7 - ( |BDI), |BD| = 7 1 /BDI, 7I1BDI = .
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Zadanie 34

Dany jest tréjkat ABC. Na boku AB tego tréjkata wybrano punkt D, taki, ze [AD| = +|AB, a na boku BC wybrano taki punkt E, ze | BE| = %\BC\ (zobacz

C

Oblicz pole trojkata DBE.
Odpowiedz: Pppg = 3

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Do zadania mozna podejs¢ na rézne sposoby, ale najprostszg metoda wydaje sie by¢ wykorzystanie tak zwanego "wzoru na pole trojkata z sinusem", czyli wzoru

Oznaczmy sobie kat przy wierzchotku B jako kat a.

X
A D B

Krok 2. Zapisanie wzoréw na pole trojkata ABC oraz DBE.
Wiemy, ze pole tréjkata ABC jest rowne 20. Rozpiszmy sobie zatem ten trojkat przy wykorzystaniu wzoru na pole z sinusem:

Panc= % -|AB|-|BC| - sina, 20 = % |AB| - |BC| - sina, |AB| - |BC]| .

Teraz rozpiszmy w identyczny sposéb pole tréjkata DBE:

1
Pppp = 5 |DB| - |BE| - sina

Krok 3. Obliczenie pola powierzchni tréjkgta DBE.
Z tresci zadania wiemy, ze |AD| = +|AB|, czyli tym samym | DB| = 2| AB| Dodatkowo wiemy, ze | BE| = +|BC!. Podstawiajac te dane do powyzszego wzor

1 3 1 . 3 .
Pppp = 5 Z\AB\ . g\BC\ - sina, Pppp = Il |AB| - |BC| - sin

W poprzednim kroku obliczylismy, ze |AB| - | BC| - sina = 40, zatem:

3
PDBE:E'4O,PDBE:3
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Zadanie 35

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa mozna udowodni¢ bardziej ogéing wtasnos¢ niz ta, o ktérej méwi samo to twierdzenie.

Rozwazmy tréjkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku A. Niech kazdy z bokéw tego tréjkata: C A, AB, BC' bedzie podstawa tréjkatow podobny
rownych miarach, odpowiednio przy wierzchotkach: W7y, Wy, W,

Pola tréjkatow C AWy, ABW,, C BW3 oznaczymy odpowiednio jako Py, Py, Ps.

Udowodnij, ze: Py = P, + Ps.

Odpowiedz: Udowodniono wykorzys

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Wprowadzmy sobie do zadania proste oznaczenie wysokosci trojkatow, ktdre sa opuszczone z wierzchotkow Wy, Wy, oraz Wy i niech to beda odpowiednio: by, ho
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Mozemy zapisa¢, ze w takim razie:

Krok 2. Wykorzystanie wtasnosci trojkgtéw podobnych.

1 1 1
Pi==-|AC|-hi, Pr= = -|AB| -hy, Py= 2 |BO| - hs

Wiemy, ze trojkaty z zadania sa podobne. Mozemy wiec zapisac, ze przyktadowo stosunek wysokosci drugiego trojkata wzgledem pierwszego musi by¢ taki sam je

zapisaliby$my wiec, ze:

| analogicznie mozemy zapisa, ze:

Krok 3. Rozpisanie P;, P, oraz P i zakonczenie dowodzenia.

Wracamy do wzoréw na pole tréjkata P> oraz P, ktore zapisalismy w pierwszym kroku. Podstawiajac wyznaczone przed chwilg wartosci

To oznacza, ze suma P + P, bedzie réwna:

1
P1+P2:5"AC‘-h1+

Z Twierdzenia Pitagorasa wiemy, ze:
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he _|ABL /o, 1ABL
B |AC]| LT A ™M
hs |CB] |BC|

== “hi, hy= — - h
hi  |AC]| BT A ™M

hs oraz hs, otrzymamy:

1 |AB| 1 |AB]?
Po=—.|AB|.- 2 ., p= — .21
2= 5 48] [Ac] " T 2 Al M
1 |BC| 1 |BC)?
Pa==.BC|- 22 .p, Pp= = .
8= |BCl [Ac] P 2 ael
L ABE L pim-Ll |AC|+‘AB‘2 Pt Py Loy (ACIACT
D) |AC| 1, 41 2*2 1 ‘AC‘ )y 1 2*2 1 |AC|

|AC?> + |AB|* = |BC|?
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Skoro tak, to:

1 \BCV)
P +P=—= h 2=
1+ 5 Mm (‘AC‘

Wyrazenie po prawej stronie jest doktadnie takie samo jak nasze Ps, stad tez P; + P, = Py i na tym mozemy zakonczy¢ dowodzenie.
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Zadanie 36

Dany jest prostokat ABCD, w ktérym |AD| = 2. Kat BD A ma miare «, taka, ze tga = 2. Przekatna BD i prosta przechodzaca przez wierzchotek C' prostopad

D C

A B

Oblicz dtugos¢ odcinka |C'E].
Odpowiedz: \(|CE|=\frac{4\sqrt{

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Na poczatek oznaczmy kat BD A jako « (zgodnie z trescig zadania) oraz ABD jako 3. W tym momencie powinnismy dostrzec, ze kat DBC jest katem naprzemic
trojkaty ABD oraz DEC maja juz dwa katy o jednakowej mierze (kat 3 oraz kat prosty). To z kolei prowadzi nas do wniosku, ze w takim razie kat EC'D musi mi

kat).
C

o 5 X

= i
A B

Krok 2. Obliczenie dtugosci odcinkéw AB oraz CD.
Z tredci zadania wiemy, ze | AD| = 2. Wiemy tez, ze tga = 2. Skoro tak, to korzystajac z funkgji trygonometrycznych mozemy zapisac, ze:

_ |AB| _  |AB|
T JAD|’ T 2

|AB| =4
Wyszto nam, ze | AB| = 4, a skoro figura ABCD jest prostokatem to i analogicznie |CD| = 4.

Krok 3. Obliczenie dtugosci odcinka BD.
Spdjrzmy na trojkat prostokatny ABD. Znamy dtugosci przyprostokatnych tego tréjkata, zatem do wyznaczenia przeciwprostokatnej BD mozemy wykorzystac 1

22 +42=|BD|*, 4+ 16 = |BD|*>, |BD|*=20, |BD|=+20 Vv |BD|

Ujemny wynik oczywiscie odrzucamy, zatem zostaje nam |BD| = +/20. Teoretycznie mogliby$my jeszcze wytaczy¢ czynnik przed znak pierwiastka (otrzymujac pos

Krok 4. Obliczenie dtugosci odcinka CE.
Ustalilismy juz, ze tréjkaty ABD oraz DEC sa trojkatami podobnymi. Skoro tak, to:
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AD E 2 E 4
L o8 2 8 op- L jom =2, iomI= 2, (oBI=-
|BD| €D v20 4 2V5 .

8
S
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Zadanie 37

Trzy rézne punkty A, Bi D leza na okregu o srodku w punkcie S. Odcinek BD jest $rednica tego okregu. Styczne k i I do tego okregu, odpowiednio w punktach

Wykaz, ze tréjkaty ACB i ASD sa podobne.

Odpowiedz: Udowodniono wykorzys

Krok 1. Dostrzezenie tréjkatow réwnoramiennych.
Z whasnosci stycznych do okregu wynika, ze odcinki AC oraz BC' maja jednakowa miare, a skoro tak, to trojkat AC'B jest rownoramienny.

Réwnoramienny bedzie takze tréjkat ASD, poniewaz odcinki SA oraz SD s3 promieniami okregu.
Krok 2. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Oznaczmy kat AC B jako « i spéjrzmy na czworokat ACBS. W tym czworokacie mamy nasz kat alfa oraz dwa katy proste (katy SAC oraz SBC muszg by¢ pro:
czworokata jest réwna 360°, a skoro tak, to kat ASB ma miare:

B=360"—90"—90° —a, B=180" —
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Krok 3. Wyznaczenie miary kata o
Kat DS A jest katem przylegtym do naszego kata 5. Suma miar katow przylegtych jest rowna 180°, a skoro tak, to:

|<DSA| =180° — B, |[<DSA| = 180" — (180" — a) , |<<DSA| = 180° — 180° + «

Krok 4. Zakonczenie dowodzenia.
Z whasnosci tréjkatéw rownoramiennych wiemy, ze katy przy podstawie maja jednakowa miare. Spojrzmy zatem najpierw na trojkat ABC. Tutaj podstawg trojkat:

niech to bedzie 7. Mozemy sobie nawet zapisa¢, ze miara takiego kata y bedzie réwna %4

Analogiczna sytuagja jest w trojkacie ASD. Tutaj podstawa trojkata jest bok AD i to tutaj takze katy przy podstawie beda miaty jednakowa miare. Skoro kat miec
katy przy podstawie beda miaty miare rowna .

W ten sposéb udowodnilimy, ze katy w trojkatach ABC oraz ASD sa jednakowej miary, a to oznacza, ze te trdjkaty sa podobne na podstawie cechy kat-kat-ka
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Zadanie 38

Dany jest trojkat ABC' o bokach dtugosci: |AB| = 4,

BC| =5, |AC| = 6. Na tym trojkacie opisano okrag o srodku w punkcie S i promieniu R.

C

Oblicz promien R okregu opisanego na tréjkacie ABC.
Odpowiedz: \(R=\frac{8\sqrt{7}}
Krok 1. Wyznaczenie wartosci cosc.

Chcielibysmy na pewno skorzystac z twierdzenia sinuséw, ale nie znamy miary zadnego z katéw, przez co nie mamy dobrego punktu zaczepienia. Mozemy jednak
kat przy wierzchotku A jako ¢, to zgodnie z twierdzeniem cosinuséw bedziemy mogli zapisac, ze:

|BC|? = |AC|* + |AB|?> — 2 - |AC| - |AB| - cosa

Podstawiajgc dane z tresci zadania, otrzymamy:

52=62+4%2—-2.6-4-cosa, 25 =36 + 16 — 48 - cosa, 25 = 52 — 48 - cosa, — 27 = —48

Krok 2. Wyznaczenie wartosci sinor.
Korzystajac z jedynki trygonometrycznej mozemy teraz zapisac, ze:

92 81 75
sin*a +cosla =1, sina+ (— ) =1, sina+ — =1, sina= — , sina =4/ —
16 256 256 28

175
256 '

Nasz kat « jest katem ostrym, a dla takich katéw sinus przyjmuje jedynie dodatnie wartosci. Stad tez zostaje nam jedynie sina = €O mozemy jeszcze rozp

, _\/1_75_\/25-7_5\/7
SMe=A\956 ~ 16 16

Krok 3. Obliczenie dtugosci promienia R.
Teraz mozemy przystapi¢ do dziatania, ktére planowaliémy od samego poczatku, czyli do wykorzystania twierdzenia sinuséw. Mozemy zapisac, ze:

B i
MZQ}L 5 :2}%23:5.&723:1_6,}3 8 8- V"

a2 A, SV Sl Jov

S

1

=
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Zadanie 39

Proste k i | przecinaja sie w punkcie A. Proste m, n i s sg do siebie réwnolegte i przecinaja obie proste k i [ w punktach B, C, D, E, F, G (zobacz rysunek ponize

|BC| = 30,|CD| = 20, |GF| = 21

Oblicz dtugos¢ odcinka F'E.
Odpowiedz: |FE| = 14

Korzystajac z Twierdzenia Talesa mozemy zapisac, ze:

|GF|  |FE|
|BC|  |CD|
Podstawiajac dane z tresci zadania, otrzymamy:
21 |FE|
—=-—,|FE|=14
30 20 » [FEl
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Zadanie 40

Na ptaszczyznie, w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (z,y), dany jest okrag O okreslony réwnaniem:

(z—2)%+ (y+3)2=16

Zadanie 1.
Dokoncz zdania. Zaznacz odpowiedz sposréd A-D oraz odpowiedz sposréd E-G.

1. Srodek S okregu O ma wspdtrzedne:

AS=(2-3)
B.S = (—2,-3)
C.§=(-2,3)
D.S = (-2,3)

2. Promien 7 okregu O jest rowny:

Er=16
F.r=4
Gr=5
Zadanie 2.

Oblicz wspétrzedne z punktéw przeciecia okregu O z osig Oz.

Odpowiedz: 1. A. oraz F. 2. \(

Zadanie 1.
Krok 1. Wyznaczenie wspotrzednych $rodka okregu.
Réwnanie okregu opisujemy w nastepujacy sposob:

(@—a)+(y— b=

Wartosci a oraz b to wspdtrzedne srodka okregu S = (a; b), natomiast 7 to promien tego okregu. Na poczatek wyznaczmy wspdtrzedne tego $rodka. W tym celu
by¢ minusy!), zatem:

(—2)%+(y+3)?%=16, (z—2)°+ (y— (-3))* =16

To oznacza, ze S = (2; —3).

Krok 2. Wyznaczenie dtugosci promienia okregu.
Widzimy, ze po prawej stronie réwnania mamy 16, a zgodnie z réwnaniem okregu jest to wartoé¢ 7%, zatem:

rP=16,r=4 VvV r=-4

Ujemny wynik odrzucamy, bo promien okregu musi mie¢ dodatnia dtugos¢. Zostaje nam zatem r = 4.

Zadanie 2.
Chcemy sprawdzi¢ kiedy okrag przetnie sie z osig Oz, czyli chcemy sprawdzi¢, dla jakich argumentéw  otrzymamy wartos$¢ y = 0. Skoro tak, to podstawiajac y =

(x—2°+(0+3°=16, (zx—2)°+3° =16, (z—2)>+9=16, (z —

Otrzymalismy réownanie kwadratowe, ktére musimy teraz rozwigzac. Nie jest to postac iloczynowa, poniewaz po prawej stronie nie mamy zera, wiec nie mozemy pi
strony réwnania i rozwigza¢ powstate réwnanie z wartoscig bezwzgledna:
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le—2/=v7,2-2=vV7 Vv z-2=—V7,2=24+V7 V z=

Jezeli nie dostrzeglismy takiej mozliwosci, to Smiato mozna catos¢ rozpisa¢, doprowadzi¢ do postaci ogdinej i policzy¢ wszystko delta:

2P dz+4=7,2"—4z—-3=0

Wspdtezynnikia =1, b= —4, ¢ = -3

A= —dac=(-4)>—4-1-(-3) =16 (~12) =28, VA =28 =1

2a n 2.1 2 2a N 2.1

:7b7m_7(74)72ﬁ:472ﬁ:27ﬁ x2:7b+\/Z —(—4) +2v

1

To oznacza, ze okrag przecina sie z osig Oz wtedy, gdy = 2 — VToraze =2+ /7.
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Zadanie 41

Na ptaszczyznie, w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (z,y), dane sa okrag O o srodku w punkcie S = (3, —4) i prosta k o réwnaniu 2z —y — 11 = 0.

Okrag O jest styczny do prostej k w punkcie P.

Zadanie 1.

Wyznacz i zapisz rownanie okregu O.

Zadanie 2.

Oblicz wspétrzedne punktu P, w ktorym okrag O jest styczny do prostej k.
Odpowiedz: 1. \((x-3)"2+(y+4)"2
Zadanie 1.

Krok 1. Obliczenie dtugosci promienia.
Do zapisania réwnania okregu potrzebujemy dtugosci promienia. Dtugo$¢ promienia bedzie rowna odlegtosci punktu S od prostej k, zatem z pomoca przyjdzie n:

e | Az + By, + C|

VA2 B?
A, B oraz C, pojawiajace sie we wzorze, to wspdtczynniki réwnania prostej zapisanego w postaci ogélnej. Zatem u nas A = 2, B = —1 oraz C = —11. Skoro tak
[2-3—-1-(—4) —11| |6 — (—4) — 11| |6 +4 — 11| | —1] 1
r= —_——— » T = » T= y T = , T = —=
NCIES @ I+1 V5 V5 V5

Krok 2. Zapisanie réwnania okregu.

Wiemy juz, ze r = % W treéci zadania mamy podane wspétrzedne érodka okregu, czyli S = (3, —4). Podstawiajac te dane do réwnania okregu, otrzymamy:

2
(w—a)2+(y—b>2:rz,(z—3)2+(y—<—4>)2:(%) @3

Zadanie 2.

Krok 1. Zbudowanie uktadu réwnan.

Z poprzedniego punktu wiemy, ze nasz okrag wyraza sie réwnaniem (z — 3)2 + (y+ 4)2 = % Naszym zadaniem jest poznanie wspétrzednych punktu, ktory tak
réownan:

1
(-3 +(@y+4*=5 ,
y=2x—11

Podstawiajac drugie réwnanie do pierwszego, otrzymamy:

(m73)2+(2x711+4)2:%, (x73)2+(2x77)2:%,x276m+9+4x27281+49:%,5x2734x+58:

Krok 2. Rozwigzanie powstatego réwnania kwadratowego.
Otrzymalismy rownanie kwadratowe, ktére musimy teraz rozwigzaé. Z pomoca przyjdzie nam oczywiscie delta:

Wspotczynniki: a = 5, b= —34, ¢ = ﬁ;’

2
A:b2f4ac:(734)274-5~%:115671156:0
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Krok 3. Zapisanie wspotrzednych punktu P.
Wiemy juz, ze wspdtrzedna x = 3%. Potrzebujemy jeszcze wspodtrzednej y, a obliczymy ja, podstawiajac z = 3% do jednego z réwnan z uktadu (np. réwnania y =

2 1
y:2z'711,y:2-33711,y:74€

To oznacza, ze P = (3%; 74%).

Na ptaszczyznie, w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (z,y), dane sa punkty A = (1,2) oraz B = (3, 7). Punkty Ao orazBy sa odpowiednio obrazami punkt

Wspotczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty Ay i By jest rowny:
Odpowiedz: A (3)

Krok 1. Zapisanie wspdtrzednych punktéw Ay oraz By.

Symetria wzgledem punktu O = (0, 0) oznacza, ze kazdy przeksztatcony punkt zmieni wartosci obydwu wspétrzednych na liczby przeciwne. W zwiazku z tym:
Ap=(-1,-2)

By=(-3,-7)

Krok 2. Obliczenie wspotczynnika kierunkowego.
Chcac obliczy¢ wspotczynnik a wystarczy skorzystaé z nastepujacego wzoru z tablic maturalnych:

YBo — Yo -7-(-2) ~7+2 -5
a= ,a= ,a =
LBy, — T A, -3- (71)

|
S
wolen
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Zadanie 43

Dany jest prostopadtoscian ABCDEFGH, w ktérym prostokaty ABC'D i EFGH sa jego postawami. Odcinek BH jest przekatna tego prostopadtoscianu.

H G

Zadanie 1.

Na ktérym rysunku prawidtowo narysowano, oznaczono i podpisano kat a pomiedzy przekatng BH prostopadtoscianu a jego $ciang boczng ADH E? Zaznacz w

o= ABHD

matematix.pl - Informator maturalny CKE 2023 44/ 56



o= ABHE
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Zadanie 2.

W prostopadtoscianie ABCDEFGH dane sa:

tgf =%
|BG| = 2- V130
|BH| =2 /194

gdzie odcinek BH jest przekatna prostopadtoscianu, odcinek BG jest przekatna $ciany bocznej BCGF, 3 jest miarg kata <G BC'. Sytuadje ilustruje rysunek pon

H G

Oblicz pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu ABCDEFGH.
Odpowiedz: 1. C. 2. \(P_{c}=15

Zadanie 1.

Kat miedzy przekatna prostopadtoscianu i Sciang boczna zostat oznaczony na trzecim rysunku.
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Zadanie 2.
Krok 1. Obliczenie dtugosci krawedzi CG oraz BC.
Spojrzmy na tréjkat BCG. Z tresci zadania wiemy, ze tg3 = % Nie mozemy zapisa¢, ze w takim razie bok C'G jest rowny 7, a BC' ma dtugos¢ 9 (bo rownie dobr

|BC| = 9z. Dodatkowo wiemy, ze odcinek BG ma dtugoé¢ 2 - v/130. Skoro tak, to korzystajac z Twierdzenia Pitagorasa mozemy zapisac, ze:

(72)% + (92)* = (2V130)?, 492° + 812> = 4-130, 1302® = 520, 2> =4, 2 = 2

Ujemny wynik oczywiscie odrzucamy, zatem zostaje nam & = 2. Skoro tak, to dtugosci krawedzi CG oraz BC sg nastepujace:

|ICG|=Tz=7-2=14, |BC|=92=9-2=18

Krok 2. Obliczenie dtugosci krawedzi GH (oraz AB).
Do obliczenia pola powierzchni catkowitej brakuje nam jeszcze znajomosci dtugosci krawedzi A B. Bedzie ona taka sama jak krawedz GH, a te bedziemy mogli wy.

Okazuje sie, ze trojkat BGH jest tréjkatem prostokatnym (kat prosty jest przy wierzchotku G). Z treéci zadania znamy diugoé¢ BG = 2 - v/130 oraz |[BH| = 2 -

|GH|? + (2v/130)? = (2v/194)%, |GH|*+4-130 = 4- 194, |GH|*+ 520 = 776 , |GH]|* = 256 ,

Ujemny wynik oczywiscie odrzucamy, zatem zostaje nam |GH| = 16.

Krok 3. Obliczenie pola powierzchni catkowitej.
Na sam koniec musimy obliczy¢ pole powierzchni catkowitej. Korzystajac ze wzoru z tablic mozemy zapisa, ze:

P.=2ab+2bc+2ac, P.=2-16-14+2-14-18+2-16-18, P. = 448 4 504 +
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Zadanie 44

Dane s3 dwa prostopadtosciany podobne: By oraz Bj. Objetos¢ prostopadtoscianu B jest rowna V, a objetos¢ prostopadtoscianu By jest rowna 27V Pole powi

Dokoncz zdanie. Zaznacz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu Bs jest rowne:
A.27P
B.9P

C.3V3P

poniewaz stosunek pdl powierzchni catkowitych prostopadtoscianéw podobnych jest rowny

1. stosunkowi objetosci tych prostopadtoscianow
2. pierwiastkowi kwadratowemu ze stosunku objetosci tych prostopadtoscianow.

3. kwadratowi stosunku dtugosci odcinkéw odpowiadajacych w obu prostopadtoscianach.

Odpowiedz: B., poniewaz 3.

Krok 1. Obliczenie skali podobienstwa.
Z whasnosci bryt podobnych wiemy, ze jezeli skala podobiefistwa bryt jest réwna k, to bryta podobna ma k? razy wieksza objetos¢. Widzimy, ze drugi prostopadto:

B=27,k=3

Krok 2. Obliczenie pola powierzchni catkowitej prostopadtoscianu Bs.
Z wiasnoéci figur podobnych wiemy, ze jezeli skala podobienstwa jest réwna k, to pole powierzchni figury podobnej jest k2 razy wieksze. W naszym przypadku k =

To oznacza, ze pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu By jest rowne 9P, poniewaz stosunek pdl powierzchni catkowitych prostopadtoscianéw podobnych
prostopadtoscianach.
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Zadanie 45

Hania zaprojektowata i wykonata czapeczke na bal urodzinowy mtodszego brata. Czapeczka miata ksztatt powierzchni bocznej stozka o Srednicy podstawy d = 20
narysowata na kartonie figure ptaska ABS o ksztatcie wycinka kota o promieniu [ i srodku S (zobacz rysunek 1.). Nastepnie wycieta te figure z kartonu, odpowied
obliczen przyjmij, ze rzeczywiste figury sa idealne.

Rysunek 1.

Zadanie 1.

Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwa odpowiedz sposréd podanych. Kat rozwarcia stozka, ktérego powierzchnia boczna jest czapeczka, ma miare (w zaokragleniu do
A. 447

B. 136"

C.22°

D. 68"

Zadanie 2.
Oblicz miare kata <tBS A wycinka kota, z ktérego powstata powierzchnia boczna stozka opisanego we wstepie do zadania. Miare kata <<BS A podaj w zaokraglen
Odpowiedz: 1. A 2. \(\alpha\ap

Zadanie 1.
Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Nanoszac na rysunek dane z tresci zadania, otrzymamy nastepujaca sytuacje:
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Rysunek 1.

Krok 2. Obliczenie miary kata .
Korzystajac z funkgji trygonometrycznych (a doktadniej rzecz ujmujac - z tangensa), mozemy zapisac, ze:

10
tgo = — , tgao = — , tgaa = 0,4

Z tablic trygonometrycznych odczytujemy, ze sinus przyjmuje wartos¢ 0, 4 dla kata o mierze okoto 22°.

Krok 3. Obliczenie kata rozwarcia stozka.
Kat rozwarcia stozka bedzie dwa razy wiekszy od kata «, zatem bedzie miat on miare 2 - 22° = 44°.

Zadanie 2.
Krok 1. Obliczenie dtugosci tworzacej stozka.
Korzystajac z Twierdzenia Pitagorasa mozemy zapisac, ze:

10+25°=12,100+625 =12, =725, 1=v725 VvV 1=-V\

Ujemny wynik oczywiscie odrzucamy, zatem zostaje nam [ = /725, co w sumie mozemy (cho¢ nie musimy) jeszcze rozpisa¢ jako I = v/25 - 29 = 51/29.

Krok 2. Obliczenie obwodu podstawy stozka.
Obliczmy teraz obwodd podstawy stozka, korzystajac ze wzoru Obw = 27tr. W podstawie mamy koto, ktérego $rednica ma dtugosé d = 20, a nam do obwodu pc

Obw = 27r , Obw = 27 - 10, Obw = 207

Krok 3. Obliczenie obwodu catego kota, z ktérego wzieto wycinek.
Obliczmy teraz obwdd kota, z ktdrego wzieto wycinek do budowy stozka. Z rysunku widzimy, ze to bedzie koto, ktérego promien ma dtugos¢ I. W pierwszym krok

Obw = 27r , Obw = 27 - 5v/29 , Obw = 10v/297
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Krok 4. Obliczenie miary kata BSA.
Wiemy, ze cate koto to 360°. Miara naszego kata BS A bedzie stanowita pewna czes¢ tych 360°. Ta cze$¢ bedzie doktadnie taka sama jak stosunek dtugosci tuku

207 . 20 . . .
a=——-360", a= . ,a=——:360", ar - 3607, ¢
10v29m 10v/29 5, 3852

Pojedynczy znak w pismie Braille'a dla niewidomych jest kombinacja od 1 do 6 wypuktych punktéw, ktére moga zajmowac miejsca utozone w dwéch kolumnach p
Czarne kropki w znaku oznaczaja wypuktosci, a biate kropki oznaczaja brak wypuktosci. Pojedynczy znak w pimie Braille’a musi zawiera¢ co najmniej jeden punkt v

m a t u r

L O
OO0 e
OO0 e
O O O

ON ® O
o0 o O e OCeo
® O ® O

Oblicz, ile réznych pojedynczych znakéw mozna zapisa¢ w pismie Braille'a.

Odpowiedz: 63
Kazdy punkt moze by¢ "zapetniony" na jeden z dwdch sposobéw (moze by¢ wypukty lub nie). Zgodnie z regutg mnozenia to oznacza, ze wszystkich mozliwosci uty

2:2:2:2-2-2=064

Ale to nie koniec. Pod koniec tresci zadania mamy uwage, ze kazdy znak w pismie Braille’a musi zawiera¢ co najmniej jeden punkt wypukty. To oznacza, ze sposrod
niewypukte). Skoro tak, to wszystkich znakow bedziemy mie¢:

64 —1=63
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Zadanie 47

Andrzej ma w szafie 4 koszule: czerwona, z6ta, zielong i niebieska; 3 pary spodni: niebieskie, czarne i szare; oraz 5 par butéw: czarne, szare, zielone, czerwone i niel
pare butéw. Zestawy ubrania wybierane przez Andrzeja okreslimy jako rézne, gdy beda rdznity sie kolorem chociaz jednego rodzaju elementu ubioru w zestawie.

Zadanie 1.
Liczba wszystkich mozliwych, réznych zestawdw ubrania, jakie moze wybra¢ Andrzej, jest réwna:

A 12

D. 720

Zadanie 2.

Oblicz, na ile sposobéw mozna wybrac taki zestaw, w ktérym doktadnie jeden element ubioru bedzie niebieski.

Zadanie 1.
Zgodnie z regutg mnozenia, wszystkich mozliwych zestawéw bedziemy mogli utozy¢:

4-3-5=160
Zadanie 2.
Krok 1. Rozpisanie zestawow, ktore spetniajg warunki zadania.
Aby rozwiaza¢ to zadanie, musimy podzieli¢ cato$¢ na trzy rézne warianty:
| wariant - niebieska bedzie koszula:
Koszula bedzie niebieska, wigc tutaj mamy 1 mozliwo$¢ ubioru.
Spodnie moga by¢ czarne albo szare, wiec tutaj mamy 2 mozliwosci ubioru.
Buty mogg by¢ czarne, szare, zielone lub czerwone, wigc tutaj mamy 4 mozliwosci ubioru.
To oznacza, ze w tym wariancie wszystkich interesujacych nas mozliwosci bedziemy miec:
1-2-4=8
Il wariant - niebieskie beda spodnie:
Koszula moze by¢ czerwona, zétta lub zielona, wiec tutaj mamy 3 mozliwosci ubioru.
Spodnie beda niebieskie, wiec tutaj mamy 1 mozliwos¢ ubioru.
Buty mogg by¢ czarne, szare, zielone lub czerwone, wigc tutaj mamy 4 mozliwosci ubioru.
To oznacza, ze w tym wariancie wszystkich interesujacych nas mozliwosci bedziemy miec:
3-1-4=12
Il wariant - niebieskie beda buty:
Koszula moze by¢ czerwona, zétta lub zielona, wiec tutaj mamy 3 mozliwosci ubioru.
Spodnie moga by¢ czarne albo szare, wigc tutaj mamy 2 mozliwosci ubioru.
Buty beda niebieskie, wiec tutaj mamy 1 mozliwo$¢ ubioru.
To oznacza, ze w tym wariancie wszystkich interesujgcych nas mozliwosci bedziemy mieé:
3:2-1=6

Krok 2. Obliczenie sumy wszystkich sposobéw wyboru pasujacego zestawu.
Korzystajac z reguty dodawania musimy zsumowac wszystkie interesujgce nas warianty. To oznacza, ze pasujacych zestawéw bedziemy mie¢:

8+12+6=26
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Zadanie 48

Sposrod wszystkich czterocyfrowych catkowitych liczb dodatnich losujemy jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wylosowar
doktadnie jedna cyfra 3.

Odpowiedz: \(P(A)=\frac{1}{25}\
Krok 1. Obliczenie liczby wszystkich zdarzen elementarnych.

Rozpiszmy sobie liczbe czterocyfrowa jako Il ll M i zastanéwmy sie, na ile sposobow mozemy uzupetnic¢ kazda z liczb.

- Cyfra tysiecy moze by¢ jedna z dziewieciu cyfr (od 1 do 9, bez 0), zatem mamy tutaj 9 mozliwosci wyboru.
- Cyfra setek moze by¢ jedna z dziesieciu cyfr (od 0 do 9), zatem mamy tutaj 10 mozliwosci wyboru.

- Cyfra dziesigtek moze by¢ jedna z dziesieciu cyfr (od 0 do 9), zatem mamy tutaj 10 mozliwosci wyboru.

- Cyfra jednosci moze by¢ jedna z dziesieciu cyfr (od 0 do 9), zatem mamy tutaj 10 mozliwosci wyboru.

To oznacza, ze wszystkich zdarzen elementarnych (czyli wszystkich liczb czterocyfrowych) bedziemy mie¢ zgodnie z regutg mnozenia:

9-10-10-10 = 9000

Krok 2. Obliczenie liczby zdarzen sprzyjajacych.
Zdarzeniem sprzyjajagcym jest sytuacja, w ktérej w liczbie wystapi doktadnie jedna cyfra 2 i doktadnie jedna cyfra 3, a dodatkowo cata liczba bedzie parzysta. Jest tc
warianty:

| wariant - 23 Il
- Cyfra dziesigtek moze by¢ jedna z osmiu cyfr (od 0 do 9, bez 2 oraz 3), zatem mamy tutaj 8 mozliwosci.
- Cyfra jednosci moze by¢ jedna z czterech cyfr (0,4, 6, 8, bo liczba ma by¢ parzysta i nie moze tu by¢ 2), zatem mamy tutaj 4 mozliwosci.

To oznacza, ze takich liczb jesteSmy w stanie utozy¢ 8 - 4 = 32.

Il wariant - 2 l 30

- Cyfra setek moze by¢ jedna z osmiu cyfr (od 0 do 9, bez 2 oraz 3), zatem mamy tutaj 8 mozliwosci.

- Cyfra jednosci moze byc jedna z czterech cyfr (0, 4, 6, 8, bo liczba ma by¢ parzysta i nie moze tu byc¢ 2), zatem mamy tutaj 4 mozliwosci.
To oznacza, ze takich liczb jesteSmy w stanie utozy¢ 8 - 4 = 32.

11l wariant - 230

- Cyfra tysiecy moze by¢ jedna z siedmiu cyfr (od 1 do 9, bez 0, 2 oraz 3), zatem mamy tutaj 7 mozliwosci.

- Cyfra jednosci moze by¢ jedna z czterech cyfr (0,4, 6, 8, bo liczba ma by¢ parzysta i nie moze tu by¢ 2), zatem mamy tutaj 4 mozliwosci.
To oznacza, ze takich liczb jesteSmy w stanie utozy¢ 7 - 4 = 28.

IV wariant - 32 HE

- Cyfra dziesigtek moze by¢ jedna z osmiu cyfr (od 0 do 9, bez 2 oraz 3), zatem mamy tutaj 8 mozliwosci.

- Cyfra jednosci moze byc jedna z czterech cyfr (0, 4, 6, 8, bo liczba ma by¢ parzysta i nie moze tu by¢ 2), zatem mamy tutaj 4 mozliwosci.
To oznacza, ze takich liczb jesteSmy w stanie utozy¢ 8 - 4 = 32.

V wariant - 3l 2l

- Cyfra setek moze by¢ jedna z o$miu cyfr (od 0 do 9, bez 2 oraz 3), zatem mamy tutaj 8 mozliwosci.

- Cyfra jednosci moze by¢ jedna z czterech cyfr (0,4, 6, 8, bo liczba ma by¢ parzysta i nie moze tu by¢ 2), zatem mamy tutaj 4 mozliwosci.
To oznacza, ze takich liczb jesteSmy w stanie utozy¢ 8 - 4 = 32.

VI wariant - 3 Il 2

- Cyfra setek moze by¢ jedna z osmiu cyfr (od 0 do 9, bez 2 oraz 3), zatem mamy tutaj 8 mozliwosci.
- Cyfra dziesigtek moze by¢ jedna z osmiu cyfr (od 0 do 9, bez 2 oraz 3), zatem mamy tutaj 8 mozliwosci.

To oznacza, ze takich liczb jesteSmy w stanie utozy¢ 8 - 8 = 64.

VIl wariant - l32H

- Cyfra tysiecy moze by¢ jedna z siedmiu cyfr (od 1 do 9, bez 0, 2 oraz 3), zatem mamy tutaj 7 mozliwosci.

- Cyfra jednosci moze by¢ jedna z czterech cyfr (0,4, 6, 8, bo liczba ma by¢ parzysta i nie moze tu by¢ 2), zatem mamy tutaj 4 mozliwosci.
To oznacza, ze takich liczb jesteSmy w stanie utozy¢ 7 - 4 = 28.

VIl wariant - 3 W 2

- Cyfra tysiecy moze by¢ jedna z siedmiu cyfr (od 1 do 9, bez 0, 2 oraz 3), zatem mamy tutaj 7 mozliwosci.

- Cyfra dziesigtek moze by¢ jedna z osmiu cyfr (od 0 do 9, bez 2 oraz 3), zatem mamy tutaj 8 mozliwosci.

To oznacza, ze takich liczb jesteSmy w stanie utozy¢ 7 - 8 = 56.

IX wariant - Il l 32
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- Cyfra tysiecy moze by¢ jedna z siedmiu cyfr (od 1 do 9, bez 0, 2 oraz 3), zatem mamy tutaj 7 mozliwosci.
- Cyfra setek moze by¢ jedna z osmiu cyfr (od 0 do 9, bez 2 oraz 3), zatem mamy tutaj 8 mozliwosci.

To oznacza, ze takich liczb jesteSmy w stanie utozy¢ 7 - 8 = 56.

Teraz korzystajac z reguty dodawania musimy zsumowac wszystkie interesujgce mozliwosci:

|A| =32+ 32+ 28+ 32 + 32 + 64 + 28 + 56 + 56 = 360

Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.

_ Al 360 1

P(a)= |2 ~ 9000 25

Zadanie 49

Pawet i Grzegorz postanowili zagra¢ w gre losowa. Ich wspodlny kolega bedzie kolejno rzucat szescienna symetryczna kostka do gry, ktérej Scianki sa oznaczone od
10 zetonoéw, a gdy na kostce wypadnie liczba oczek réwna 6, to Pawet daje Grzegorzowi x zetonéw. W pozostatych przypadkach zaden z graczy nie zyskuje ani ni
oczekiwana zysku z gry Pawta byta réwna wartosci oczekiwanej zysku z gry Grzegorza. Oblicz ustalona przez Pawta i Grzegorza liczbe x zetondw.

Odpowiedz: 30

Krok 1. Obliczenie liczby wszystkich zdarzen elementarnych.
Rzucamy standardowa szescienng kostka do gry, zatem liczba zdarzen elementarnych bedzie réwna [£2| = 6 - 6 = 36.

Krok 2. Obliczenie liczby zdarzen sprzyjajacych.
Dla Pawta zdarzeniem sprzyjajacym jest sytuagja, w ktorej na kostce padnie wypadnie liczba mniejsza od 4 (wtedy otrzyma 10 zetondw), wiec Pawta interesujg wyr

Dla Grzegorza zdarzeniem sprzyjajacym bedzie wyrzucenie jedynie wartosci 6, stad tez |B| = 1.

Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.
W przypadku Pawta P(A4) = }i‘ % = %

W przypadku Grzegorza P(B) = 15 = =1

Krok 4. Obliczenie wartosci oczekiwanej.
Chcac obliczy¢ wartos¢ oczekiwang mozemy postuzy¢ sie dos¢ skomplikowanym wzorem z tablic. Prosciej jednak bedzie wykonac to metoda prostej analizy. Skoro
mniejsza niz Pawta, to warto$¢ oczekiwana powinna by¢ 3 razy wieksza niz nagroda Pawta (mdéwigc wprost - Grzegorz ma 3 razy mniejsze szanse na wygrana, wiec

z=3-10=30
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Zadanie 50

Na wykresie stupkowym ponizej podano rozktad miesiecznych zarobkéw wszystkich pracownikéw w pewnej firmie F. Na osi poziomej podano - wyrazone w tysiac
przedstawiono liczbe osob, ktéra osiaga podane zarobki.
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0-_l 1 II 1 1 I 1 L) I 1 T II T lI Il_
15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85
Wysokos¢ miesiecznych zarobkéw podana w tys. zt.
Zadanie 1.

Dokoncz zdanie. Zaznacz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Dominanta miesiecznych zarobkéow w firmie F jest:

A. 10 tys. zt

B.4,5 tys. zt

C. 4 tys. z

poniewaz

1. te warto$¢ zarobkdw osigga najwiecej osob w firmie F.

2. ta wartosc zarobkow jest najwieksza w firmie F'.

3. iloczyn tej warto$ci zarobkdw i liczby oséb z takimi zarobkami jest najwiekszy w firmie F.

Zadanie 2.

Uzupetnij zdanie. Wpisz odpowiednig liczbe w wykropkowanym miejscu, aby zdanie byto prawdziwe.

Mediana miesiecznych zarobkow w firmie Fjest ................. tys. zt.
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Zadanie 3.

Oblicz, jaki % liczby wszystkich pracownikéw firmy F' stanowig osoby zarabiajace 5, 5 tys. zt lub mniej.

Zadanie 4.

Oblicz $rednig miesiecznego wynagrodzenia netto wszystkich pracownikéw firmy F. Wynik podaj bez zaokraglania.

Odpowiedz: 1. C., poniewaz 1.

Zadanie 1.
Dominanta to wartos¢, ktéra wystepuje najczesciej. Z wykresu mozemy odczytad, ze najwiecej osob zarabia 4 tysigce ztotych. To oznacza, ze dominanta miesieczny
firmie F.

Zadanie 2.

Krok 1. Obliczenie liczby pracownikow.

Aby poznac liczbe pracownikow tej firmy, musimy zsumowac liczbe oséb pobierajacych dane wynagrodzenie (np. 1 osoba zarabia 1, 5 tysigca, 1 osoba zarabia 2 ty
miec:

1+14+4+74+10+144+13+94+6+3+2+14+1+1+2=T

Krok 2. Obliczenie mediany.
Mamy nieparzysta liczbe pracownikéw, a to oznacza, ze mediana bedzie réwna tak zwanej srodkowej wartosci. W przypadku ciggu 75-elementowego, srodkowa w

Teoretycznie powinni$my teraz wypisa¢ wszystkie zarobki w ciaggu niemalejacym (od najmniejszej do najwiekszej wyptaty) i wybrac te, ktéra bedzie trzydziesta dsm:
wystarczy zauwazy¢, ze 1 + 1+ 4 + 7 + 10 + 14 = 37 oséb zarabia 4 tysigce lub mniej. Nas interesuja zarobki 38. osoby, a te wynoszg w takim razie 4, 5 tysigce

Zadanie 3.
Os6b zarabiajacych 5, 5 tysigca ztotych lub mniej mamy:

1+1+4+7+10+14+13+9+6 =065

Wszystkich pracownikow mamy 75, wiec ci zarabiajacy 5, 5 tys. zt lub mniej stanowia:

65 2
— -100% = 86—
75 % 3%

Zadanie 4.
Aby obliczy¢ Srednia, musimy zsumowac wszystkie wynagrodzenia i podzieli¢ to przez liczbe wszystkich pracownikéw. Suma wszystkich wynagrodzen bedzie réwne

1-1,54+1-2+4-2,6+7-34+10-3,5+14-4+13-4,5+, +9-5+6-5,54+3-6+2-6,56+1-7+1-7,5+1-8,5+2-10=, =1,56+:

Wiemy juz, ze mamy 75 pracownikéw, zatem $rednia bedzie réwna:

s’r:ﬁ,s'r:4,48
75

Srednia pensja wynosi wiec 448021
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