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Odpowiedzi do zadan zamknietych

Zadanie Odpowiedz Pkt
1 DHW(z+12=lz+1) 1
2 C (48%) 1
3 Clla—1)(+1) 1
4 Ala=-1ib=1) 1
5 Dc<a<b) 1
6 A ((—10;2)) 1
7 A (0) 1
8 B (3) 1
9 cm 1
10 c( 1
1 A (~1705) 1
12 B (40) 1
13 @ 1
14 C (20V/3) 1
15 C (50 pkt) 1
16 C(60°) 1
17 B (607) 1
18 B (£) 1
19 B(Z) 1
20 A (6) 1
21 D (400 000m?) 1
22 Cm=73) 1
23 B((z—2)*+(y+2)?=4) 1
24 D (487) 1
25 B (9) 1

Rozwiazania krok po kroku

o

Ktéra z ponizszych réwnosci jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej ?

Odpowiedz: D (v/(z + 1) = |z + 1|)

Pierwiastek z kwadratu dowolnego wyrazenia jest rowny wartosci bezwzglednej z tego wyrazenia. Prawidtowa jest zatem odpowiedz D. O tym, ze pozostate
odpowiedzi s3 btedne mozemy sie przekonac podstawiajac np. x = —3.

Odp. A.

Vii=z,/(-32=-3,4/9=-3,3=-3 , L£P

Odp. B.
|—2|=2,[-(-3)[=-3,[3[=-3,3=-3,L#P

Odp. C.
lg—1|=2z-1,|-3-1/=-3-1,|-4=-4,4=—-4,L#P

Odp. D.

Vier12=lz+1], V/(=3+1)2=|-3+1|, /(-22=|-2|,vV4=2,2=2 L=P
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Czterech przyjaciot zarejestrowato spdtke. Wysokos¢ udziatéw poszczegdlnych wspolnikow w kapitale zaktadowym spotki wyraza stosunek 12 : 8 : 3 : 2. Jakg cze$¢
kapitatu zaktadowego stanowi udziat najwiekszego inwestora?

Odpowiedz: C (48%)
Oznaczmy sobie udziaty poszczegdinych wspdinikow jako: 12z, 8z, 3z, 2x. tacznie udziatdw mamy:

122 + 8x + 3z + 2z = 25z

Musimy teraz obliczy¢ jaka czes¢ udziatow ma najwiekszy inwestor, a widzimy ze ma on 12z z 25z, czyli:

122
—1 =4
7 00% 8%

Dla kazdej liczby rzeczywistej a i kazdej liczby rzeczywistej b wyrazenie ab + a — b — 1 jest réwne:

Odpowiedz: C ((a — 1)(b + 1))

ab+a—-b—1=alb+1)—(b+1)=,a-(b+1)—1-(b+1)=(a—1)(b+1)
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Na prostej o réwnaniu y = az + b leza punkty K = (1,0) i L = (0, 1). Wynika stad, ze:

AY

Odpowiedz: A (a = —-1ib=1)

Krok 1. Okreslenie wspétczynnika a.

Z rysunku wynika, ze nasza funkda jest malejaca, tak wiec wspétezynnik a jest na pewno mniejszy od zera. To oznacza, ze prawidtowa odpowiedzig jest A lub C.
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Krok 2. Okreslenie wspotczynnika b.
Tu z pomoca przyjda nam wspétrzedne punktu L. Migjsce przeciecia sie prostej z osig Oy méwi nam o tym jaka jest wartos¢ wspotczynnika b. Skoro prosta przecina
0$ Oy w punkcie L = (0,1), tob = 1.

Prawidtowa jest wiec odpowiedz A.

Dane s3 liczby: a = logg % b = log; 3, c = logs % Ktory z ponizszych warunkéw jest prawdziwy?
Odpowiedz: D (c < a < b)

Obliczmy wartos¢ kazdej z liczb:
a:log3%:—2,bo3’2:%: %
b=log;3=1,bo3' =3

c:log32—17:73,b03’3: 1 £+

3 T2

-3<-2<1l,c<a<bd

o1 pi

Funkgja f jest okreslona wzorem f(z) = 3z — 4 dla kazdej liczby z przedziatu (—2, 2). Zbiorem wartosci tej funkdi jest przedziat:

Odpowiedz: A ((—10;2))

Nasza funkda jest funkgja liniowa i to w dodatku rosnaca, bo ma dodatni wspétczynnik a = 3. To oznacza, ze dla f(—2) funkgja przyjmie warto$¢ najmniejsza, a dla
£(2) najwigksza, zatem:

f(=2)=3-(-2)—4=—6—-4=-10, f(2)=3-2—4=6-4=2

Zbiorem wartosci tej funkdi jest wiec przedziat (—10; 2).

o1 pi

Jednym z miejsc zerowych funkdji kwadratowej f(x) = 3z% + 7z + c jest liczba 777 Wowczas ¢ jest rowne:

Odpowiedz: A (0)

Skoro %7 jest miejscem zerowym, to znaczy ze:

-7 -7\? -7 49 49 49 49
—)=0,3 (= 7o — =0,3 — +(-= =0, — ——+¢=0,04+c=0,c=0
f(3> (3)+ (3)+c 9+(3)+c 9 Y =0 04e=0,c

SF
Liczba 2552 jest réwna:

37, 3% Jest rowna:
Odpowiedz: B (3)

Z racji tego iz nie mamy zadnych wzoréw na dodawanie poteg, to musimy wykazac sie sprytem i wytgczy¢ wspoélny czynnik przed nawias:

2 X
32743% 3 M 3% _326-2 _31_3

3% 4 325 325'M = T 3%
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Dane sa wielomiany: W (z) = 222 — 1, P(z) = 2* + i Q(z) = (1 — z)(z + 1). Stopien wielomianu W (z) - P(z) - Q(z) jest réwny:
Odpowiedz: C (7)

Krok 1. Obliczenie stopnia wielomianu Q(z).
Stopien wielomianu to tak naprawde jego najwyzsza potega jaka pojawia sie w danym zapisie. W przypadku W (z) mamy drugi stopien wielomianu (bo pojawia sie
22), a P(z) jest wielomianem trzeciego stopnia (bo mamy z3). Musimy pozna¢ jeszcze stopien wielomianu Q(z):

Qz)=1-2)(z+1),Qx)=z+1-2>—z, Q(z) = —x>+1

Czyli Q(z) jest wielomianem drugiego stopnia.

Krok 2. Obliczenie stopnia iloczynu W (z) - P(z) - Q(z).
Nie musimy wymnazac przez siebie wszystkich wyrazéw, aby poznaé rozwigzanie tego zadania. Wystarczy wymnozy¢ przez siebie tylko te wyrazy z najwyzszymi
potegami w kazdym z wielomianéw. Cata reszta nas nie interesuje. Zatem:

2372 . 13 ) (73:2) _ 72x2+3+2 — 72x7

To oznacza, ze powstanie nam wielomian si6dmego stopnia.

g

Pierwsza wspotrzedna wierzchotka paraboli o réwnaniu y = (x + 2)(z — 4) jest réwna:

Odpowiedz: C (1)

Krok 1. Zapisanie rownania w postaci ogdlnej.
Zanim przejdziemy do wyznaczenia pierwszej wspotrzednej wierzchotka musimy przeksztatcic to réwnanie z postaci iloczynowej do ogdlnej, zatem:

y=(x+2)(x—4),y=2> -4z +2z -8, y=1a"— 2z —8

Krok 2. Obliczenie pierwszej wspotrzednej.
Dla paraboli okreslonej wzorem ogolnym y = az? + bz + ¢ wspbtrzedna p jej wierzchotka W = (p; @) wyraza sie wzorem:

I ) N S
_2a7p_ 2.1 ?p_27p_

p

Zadanie 11 0-1 pkt

W ciagu geometrycznym (ay), okreslonym dla n > 1, wyraz a; = 5, natomiast iloraz ¢ = —2. Suma dziesieciu poczatkowych wyrazéw tego ciagu jest réwna:

Odpowiedz: A (—1705)
Sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw mozemy obliczy¢ za pomoca wzoru:

1—g» 1—(—2)¥

1024 ~1023
 Sw="5-
1-q 70 1—

1-—
=5. "7 =5-———, Sio=>5-(—341), Sio=—170
(2)7510 5 ) , S10="5 3 S0 5-(—341), S 705

Sn:al-
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Zadanie 12 0-1 pkt

W ciagu arytmetycznym (a,,), okreslonym dla n > 1, dane sa dwa wyrazy: a; = 11 iay = 7. Suma czterech poczatkowych wyrazéw tego ciagu jest réwna:

Odpowiedz: B (40)

Krok 1. Obliczenie wartosci trzeciego wyrazu.
Znajac warto$¢ drugiego i czwartego wyrazu mozemy obliczy¢ wartos¢ trzeciego wyrazu:

as + a4 11+7 18 9
a3 = ———, a3 = a3 =—, a3 =
3 D) ; a3 5 5 3
Krok 2. Obliczenie réznicy ciggu arytmetycznego (r).
Wybieramy dwa kolejne wyrazy i obliczamy réznice ciagu:
r=a3—az, r=9—-11,r= -2

Krok 3. Obliczenie wartosci pierwszego wyrazu.

ag=a—7,a=11-(-2),a,=1142, a; =13

Krok 4. Obliczenie wartosci czterech pierwszych wyrazéw.
Tak naprawde obliczylismy wartosci wszystkich czterech kolejnych wyrazéw, wiec mozemy je po prostu do siebie dodac:

Sy=13+114+9+7=40

Ewentualnie moglibysSmy skorzystac z nastepujacego wzoru:

1347 20
%.n,&: Bt g =BTy g =2 g 5 =10.4, 8= 40

Sn= 2 2

Zadanie 13 0-1 pkt

Miara kata a spetnia warunek: 0° < a < 90°. Wyrazenie —S25% 4 1-cos’a joct royne:

1-sina sin’a

Odpowiedz: C (2)
Skorzystamy tutaj z "jedynki trygonometrycznej”. Skoro sin’a 4 cos?a = 1 to:

cos’a 4 1 — cos’a cos’a . sin’a 1 . 1 141—2
1 — sin2a sina cos?a  sinla ’ 1 1
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Zadanie 14 0-1 pkt

W trapezie KLMN, w ktorym K L||MN, kat LK N jest prosty (zobacz rysunek) oraz dane sa: [MN| = 3, |[KN| = 43, |<KLM]| = 60°. Pole tego trapezu
jest rébwne:

N M

K L

Odpowiedz: C (20v/3)

Krok 1. Obliczenie dtugosci podstawy K L.

Do obliczenia pola trapezu brakuje nam tylko znajomosci dtugosci dolnej podstawy. Sporzadzmy sobie prosty rysunek:

N 3 M

K L
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Na podstawie tego szkicu widzimy, ze: [INM| = |KO| = 3 oraz [NK| = |MO| = 4+/3. Jesli obliczymy dtugoé¢ odcinka |OL| (a mozemy to zrobi¢ korzystajac z
tangensa) to poznamy takze dtugos¢ dolnej podstawy trapezu.

|MO| 43 - 43
tga="—"1 V3=_"+3.|0L =4V3, |0L| = ==, |OL| = 4
|OL| |OL| V3
Stad tez |KL| = |[KO| + |OL| =3+4=T.
Krok 2. Obliczenie pola trapezu.
1 1
P=—(atb)-h, P= 5(7+3)-4\/§, P=5.-4V/3, P=20v3

Zadanie 15 0-1 pkt

Srednia arytmetyczna liczby punktéw uzyskanych na egzaminie przez studentow | grupy, liczacej 40 studentéw, jest rowna 30. Dwudziestu studentéw tworzacych 11
grupe otrzymato w sumie 1800 punktéw. Zatem $redni wynik z tego egzaminu, liczony tacznie dla wszystkich studentéw z obu grup, jest réwny:

Odpowiedz: C (50 pkt)

Krok 1. Obliczenie sumy punktéw uzyskanych przez | grupe.
Skoro byto 40 studentoéw, a kazdy uzyskat srednio 30 punktdw, to tacznie uzyskali:

S =40-30 = 1200

Krok 2. Obliczenie $redniego wyniku z egzaminu.
Musimy doda¢ do siebie sume punktéw pierwszej i drugiej grupy i podzieli¢ ja przez taczna liczbe studentéw, zatem:
1200 + 1800 3000

T="o—— T=

22 E=50
40 + 20 60 ' °
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Zadanie 16 0-1 pkt

W szescianie EFGHIJK L poprowadzono z wierzchotka F' dwie przekatne sgsiednich $cian, F'I oraz F'K (zobacz rysunek). Miara kata IF' K jest rowna:

L K

A O

E F

Odpowiedz: C (60°)

Gdybysmy potaczyli ze soba punkt I oraz K to otrzymalibysmy tréjkat I K F, ktérego jednym z katow jest nasz poszukiwany <IF'K. Sprobujmy ustali¢ jaki bedzie
ten trojkat 1K F. Wszystkie jego boku bylyby przekatnymi scian, a skoro jest to szescian, to kazda z tych przekatnych miataby ta sama dtugo$¢. To oznacza, ze
trojkat TK F jest rownoboczny, a skoro tak, to |[</FK| = 60°.
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Zadanie 17 0-1 pkt

Punkt O jest srodkiem okregu (zobacz rysunek). Miara kata LK M jest réwna:

M

Odpowiedz: B (60°)
Kat LK M jest katem wpisanym w okrag, opartym na tym samym tuku co kat M OL. Miara kata MOL jest rowna:

|<MOL| = 360° —130° — 110° = 120°

Z relacji miedzy katami wpisanymi i Srodkowymi wiemy, ze kat LK M bedzie dwa razy mniejszy od kata M OL, zatem:

|<LKM]| = |<MOL|:2=120":2=60"

Zadanie 18 0-1 pkt

Na tréjkacie prostokatnym, ktérego przyprostokatne majg dtugosci 12 i 9, opisano okrag. Promien tego okregu jest rowny:
Odpowiedsz: B (42)

Okrag opisany na tréjkacie prostokatnym ma $rednice réwng przeciwprostokatnej. W zwigzku z tym:

AP+ =d,122+9°=d?, 144 +81=d*, d*=225,d =15

Skoro $rednica okregu jest rowna d = 15, to promien bedzie miat dtugosé r = %
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Zadanie 19 0-1 pkt

Ze zbioru kolejnych liczb naturalnych {1,2, 3,4, ..., 30} losujemy jedna liczbe. Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wylosowana liczba jest
kwadratem liczby catkowitej, jest réwne:

Odpowiedz: B (%)

Sposrod liczb od 1 do 30 tylko piec jest kwadratem liczby catkowitej. S to:

1,4,9,16,25
Prawdopodobienstwo wylosowania jednej z tych liczb bedzie wiec réwne:
)
=30

W trojkacie EF'G bok EF ma dtugos¢ 21. Prosta réwnolegta do boku EF' przecina boki EG i FG trojkata odpowiednio w punktach H oraz I (zobacz rysunek) w
taki sposob, ze |[HI| = 71 |GI| = 3. Wtedy dtugos¢ odcinka FI jest réwna:

G

E F

Odpowiedz: A (6)

Krok 1. Zapisanie zalezno$ci miedzy dtugosciami bokéw.

Tréjkaty EFG oraz HIG sa trojkatami podobnymi. To oznacza, ze miedzy stosunkami dtugosci bokdw zajdzie ponizsza rownosé:
|EF|  |GF|
|HI| — |GI|

Krok 2. Obliczenie dtugosci odcinka F'I.

Podstawiajac pod |G F'| sume odcinkoéw |GI| 4 |FI| bedziemy mieli rownanie, z ktérego wyznaczymy poszukiwang dtugo$¢ odcinka |FI|:
|EF|  |GI|+ |FI|
|HI] |61} 7 3 3

21 3+|FI 3+ |FI
_ 3, 37 |,9:3+\FI|,\FI\:6
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Zadanie 21 0-1 pkt

Na planie miasta, narysowanym w skali 1 : 20 000, park jest prostokagtem o bokach 2cm i 5em. Stad wynika, ze ten park ma powierzchnie:

Odpowiedz: D (400 000m?)

Krok 1. Obliczenie rzeczywistych wymiaréw prostokata.
Skala 1 : 20 000 oznacza, ze 1em na mapie odpowiada 20 000cm w rzeczywistosci (czyli 200m). Przeliczmy wiec dtugosci odcinkéw na mapie na rzeczywista
dtugosé:

2cm = 2 - 200m = 400m , 5em = 5 - 200m = 1000m

Krok 2. Obliczenie pola powierzchni.
Pole powierzchni parku jest wiec rowne:

P = 400m - 1000m = 400 000m>

Zadanie 22 0-1 pkt

Proste o réwnaniach: y = ma — 5 orazy = (1 — 2m)z + 7 sa réwnolegte, gdy:

Odpowiedz: C (m = %)

Aby dwie proste byty wzgledem siebie rownolegte to musza mie¢ jednakowy wspdtczynnik kierunkowy a. Pierwsza prosta ma wspétczynnik kierunkowy a = m.
Druga ma a = 1 — 2m, zatem:

1
m:172m,3m:1,m:§

Zadanie 23 0-1 pkt

Punkty M = (2,0) i N = (0, —2) sa punktami stycznosci okregu z osiami uktadu wspdtrzednych. Ktére z ponizszych réwnan opisuje ten okrag?
Odpowiedz: B ((z — 2)2 + (y + 2)? = 4)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pogladowego.
To zadanie bedzie znacznie tatwiejsze kiedy naszkicujemy sobie uktad wspétrzednych z oznaczonymi punktami M oraz N. Na podstawie tego rysunku mozemy
stwierdzi¢, ze méwimy o okregu o $rodku S = (2; —2), ktoérego promien jest rowny 2.

Krok 2. Zapisanie poprawnego réwnania okregu.
Réwnanie okregu przybiera postac:

(z—a)?+(y—b?=r

Gdzie a oraz b to wspdtrzedne $rodka okregu S = (a;b), natomiast r to dtugos¢ promienia.
Uwazajac na znaki mozemy wiec nasze réwnanie zapisac jako:

(z-2%+@y—(-2)*=2", (-2 + (y+2)* =4

Zadanie 24 0-1 pkt

Objetos¢ walca o promieniu podstawy 4 jest rowna 967. Pole powierzchni bocznej tego walca jest réwne:

Odpowiedz: D (487)

Krok 1. Wyznaczenie wysokosci walca.
Do wyznaczenia pola powierzchni bocznej walca brakuje nam jego wysokosci. Obliczymy ja korzystajac ze wzoru na objetosc:

V=n?H,%r=r-4>-H,9%r=16xr-H, H=6

Krok 2. Obliczenie pola powierzchni bocznej walca.

P,=2nrH, P,=2mw-4-6, P,= 487
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Zadanie 25 0-1 pkt

Objetos¢ ostrostupa prawidtowego czworokgtnego jest rowna 432, a krawedz podstawy tego ostrostupa ma dtugos¢ 12. Wysokos$¢ tego ostrostupa jest rowna:

Odpowiedz: B (9)

Wysokos¢ ostrostupa wyznaczymy podstawiajac do wzoru na objetosc tej bryty wszystkie dane z tresci zadania, pamietajac ze w podstawie tego ostrostupa mamy
kwadrat (bo jest to ostrostup prawidtowy czworokatny):

1 1 1
V:EPP~H,432:§~122-H,432:§~144~H,432:48-H,H:9

Zadanie 26 0-2 pkt

Rozwiaz nieréwno$¢ (2z — 3)(3 — ) > 0.

V

Odpowiedz: \(x\in\langle1\frac{

Krok 1. Obliczenie miejsc zerowych wielomianu.

Nasza nierébwnos¢ przedstawiona jest w postaci iloczynowej, tak wiec bardzo szybko jestesmy w stanie okresli¢ miejsca zerowe - wystarczy przyrownaé poszczegdine
wartosci w nawiasach do zera.

1
(2z-3)(3-2)=0,22—-3=0 V 3—-z=0,2z=3 V x:B,lea vV z=3

Krok 2. Szkicowanie wykresu paraboli.

Musimy teraz okresli¢ ksztatt naszej paraboli. Gdybyémy pomnozyli przez siebie wszystkie czynniki to otrzymalibyémy miedzy innymi —2z2, tak wiec wspdtczynnik
kierunkowy a wyjdzie nam ujemny. To z kolei oznacza, ze ramiona paraboli beda skierowane do dotu. Zaznaczmy wiec na osi wyznaczone przed chwilg miejsca
zerowe (kropki beda zamalowane, bo w nieréwnosci wystapit znak >) i na podstawie wykresu okresimy przedziat rozwigzan podanej nieréwnosci.

V

Szukamy argumentéw dla ktérych funkgja przyjmuje wartosci dodatnie, a wiec interesujacym nas przedziatem bedzie: « € (15;3).
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Zadanie 27 0-2 pkt

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej a i kazdej liczby rzeczywistej b prawdziwa jest nieréwnos¢ (“T”’f < #

Odpowiedz: Udowodniono przekszt

Przeksztatémy to réwnanie w nastepujacy sposob:

a+b 2< a2+ b2 a?+ 2ab+ b2 < a? + b?
2 - 2 7 4 - 2

/-4,a2+2ab+b2g2a2+2b2,0§a2—2ab+b2,0§(a—b)2

Z racji tego, ze kwadrat dowolnej liczby jest zawsze wigkszy lub rowny zero, to dowdd mozemy uznac za zakonczony.

Zadanie 28 0-2 pkt

%. Oblicz warto$¢ wyrazenia S22 4 _cosa

Kat « jest ostry oraz cosa = cosa T+sina

Odpowiedz: Wartos¢ wyrazenia je
Krok 1. Sprowadzenie sktadnikéw wyrazenia do wspoélnego mianownika.

sina cosa sina - (14 sina) (cosa) - cosa sina + sina + cos’a

cosa  1+sina ~  cosa-(1+sina) = (cosa)-(1+sina) ' cosa-(1+ sina)

Krok 2. Obliczenie wartosci wyrazenia przy wykorzystaniu jedynki trygonometryczne;j.
Z jedynki trygonometrycznej wiemy, ze sin’a 4 cos®ac = 1, zatem:

sina + sina + cos’a 81 1 1

cosa - (1 + sina)

Z otrzymanego wyniku mozemy jeszcze usung¢ niewymiernos¢ znajdujaca sie w mianowniku:

3 3-v3  3v3
5 vivs s

Zadanie 29 0-2 pkt

Liczby 6, 2z + 4,  + 26 w podanej kolejnosci sg pierwszym, drugim i trzecim wyrazem pewnego ciggu arytmetycznego. Oblicz réznice r tego ciagu.
Odpowiedz: r = 14

Krok 1. Utworzenie réwnania i wyliczenie wartosci .
Roznice ciagu obliczymy odejmujac od siebie wartosci dwdch kolejnych wyrazéw:

r=ap— an-1

W naszym przypadku mozemy odjac od drugiego wyrazu pierwszy, ale takze od trzeciego warto$¢ wyrazu drugiego. Skoro oba wyniki beda sobie réwne, to
mozemy to zapisa¢ w postaci prostego réwnania:

a—ar=a3—ay,2x+4—-6=x+20— (22 +4),2z—2=2+26—-2x—-4,3z=24, =38

Krok 2. Obliczenie réznicy ciggu arytmetycznego.
Wystarczy teraz pod dwa kolejne wyrazy podstawi¢ x = 8 (poznajac tym samym ich wartosci) i korzystajac ze wzoru na réznice otrzymamy:

r=a—a,r=2x+4—-6,r=2-8-2,r=14
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Zadanie 30 0-2 pkt

Dane sa dwa podzbiory zbioru liczb catkowitych: K = {—4,—1,1,5,6} i L = {—3, —2,2, 3,4}. Z kazdego z nich losujemy jedna liczbe. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na wylosowaniu liczb, ktorych iloczyn jest dodatni.

Odpowiedz: \(P(A)=\frac{13}{25}

Krok 1. Obliczenie liczby wszystkich zdarzen elementarnych.
Skoro z pierwszego zbioru losujemy jedna z pieciu liczb i z drugiego takze jedna z pieciu, to zgodnie z regutg mnozenia:

|2]=5-5=25

Krok 2. Obliczenie liczby zdarzen sprzyjajacych.

Zdarzeniami sprzyjajacymi sa w tym przypadku takie dwie liczby, ktérych iloczyn jest dodatni. Teoretycznie moglibysmy wypisac tu wszystkie mozliwe kombinadje,
ale mozemy tez zrobic to nieco bardziej matematycznie.

Aby wynik mnozenia dwoch liczb byt dodatni, to te dwie liczby musza miec identyczny znak (moga to by¢ dwie liczby dodatnie lub dwie ujemne).

Dwie liczby dodatnie mozemy wybrac na 3 - 3 = 9 sposobdw.

Dwie liczby ujemne mozemy wybra¢ na 2 - 2 = 4 sposoby.

Zatem |A| =9+ 4 =13.

Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.

matematix.pl - Matura z matematyki (poziom podstawowy) - Czerwiec 2014 15/21



2pe
Dany jest trojkat ABC. Odcinek CD jest wysokoscia tego tréjkata, punkt E jest srodkiem boku BC (tak jak na rysunku) i |C'D| = | DE|. Udowodnij, ze trojkat
CDE jest rownoboczny.

C

A D B

Odpowiedz: Udowodniono opisujac

Wiedzac, ze punkt E przecina odcinek BC' na dwie réwne czesci mozemy z tego punktu narysowac okrag oparty na trojkacie prostokatnym DBC.

A B

Z wiasnosci trojkata prostokatnego opisanego na okregu wynika, ze przeciwprostokatna trojkata jest rowna dtugosci srednicy okregu, a tym samym odcinki CE/
oraz EB maja dtugos¢ réwna dtugosci promienia (patrz rysunek). Jesli przypatrzymy sie rysunkowi, to zobaczymy ze takze odcinek DE ma dtugos¢ réwna
promieniowi (bo jest to odcinek od krawedzi okregu do $rodka okregu. Zatem wiemy juz na pewno, ze |CE| = |DE| =r.

W treéci zadania mamy podang informadie o tym, ze |C'D| = | DE|, a skoro tak, to rzeczywiscie tréjkat C DE jest rbwnoboczny, a dtugos¢ jego wszystkich bokow
jest rowna dtugosci promienia okregu opisanego na trojkacie DBC.
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Zadanie 32 0-4 pkt

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym ABCDS (zobacz rysunek) przekatna AC' podstawy ma dtugoséé 4v/2. Kat ASC' miedzy przeciwlegtymi krawedziami
bocznymi ostrostupa ma miare 60°. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

S

A B

Odpowiedz: \(V=\frac{32\sqrt{6}

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pogladowego i analiza danych z tresci zadania.
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Dorysujmy sobie wysokos¢ naszego ostrostupa, bo bedzie nam ona potrzebna do obliczenia objetosci. Widzimy wyraznie, ze wysokos¢ ostrostupa jest jednoczesnie
wysokoscig tréjkata AC'S. Skoro jest to ostrostup prawidtowy czworokatny, to wszystkie ramiona tréjkata AC'S maja ta sama dtugos¢ (patrz kolor pomaranczowy
na rysunku), a wiec na pewno jest to trojkat rownoramienny. Ale... okazuje sig, ze on jest nawet nie tyle rownoramienny, co réwnoboczny. Skad to wynika? Wiemy,
ze miedzy pomaranczowymi ramionami kat ma miare 60°. To oznacza, ze katy przy podstawie musza miec tgcznie 180° — 60° = 120°. W trdjkacie
réwnoramiennym katy przy podstawie musza miec tg sama miare, czyli kazdy z nich mal20° : 2 = 60°. Z tego wynika, ze wszystkie katy tréjkata AC'S beda mie¢
60°.

Dostrzezenie tej whasnosci bardzo utatwia nam rozwiazanie zadania, bo w tablicach mamy bezposredni wzdr na wysokos¢ tréjkata rownobocznego. Gdybysmy nie
zauwazyli ze to tréjkat rownoboczny, to mogliby$my probowac obliczy¢ wysoko$é z tangensa w trojkacie AOS.

Krok 2. Obliczenie pola podstawy.
W podstawie mamy na pewno kwadrat, bo jest to ostrostup prawidtowy czworokatny. Z wtasnosci kwadratéw wiemy, ze kwadrat o boku @ ma przekatnag rowna
av/2. Dtugos¢ tej przekatnej jest podana w tresci i wynosi |AC| = 4+/2, zatem w podstawie mamy kwadrat o boku 4. To oznacza, Ze jego pole bedzie réwne:

P,

,=a*, P,=4, P,=16

Krok 3. Obliczenie dtugosci wysokosci ostrostupa.
Z treéci zadania wiemy, ze | AC| = 4v/2. Ta przekatna kwadratu jest jednoczeénie podstawia naszego tréjkata réwnobocznego AC'S, a wiec wysokosé obliczymy w
nastepujacy sposob:
av3 423 46
V3o 4243 ’ V! Ve

 H H="X2 Hg-
2 2 2

H =

Krok 4. Obliczenie objetosci ostrostupa.
Mamy juz wszystkie potrzebne informacje, wiec mozemy podstawi¢ dane i obliczy¢ objetos¢ ostrostupa.

Vz%Pp-H, V:%-16-2\/6, V:%\/E
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Zadanie 33 0-5 pkt

Trase etapu wyscigu kolarskiego o dtugosci 150km pan Nowak pokonat w czasie o 1 godzine i 50 minut krétszym niz jego kolega z druzyny, pan Kowalski. Srednia
warto$¢ predkosci, z jaka pan Nowak jechat na tym etapie, byta o 11km/h wieksza od $redniej wartoéci predkosci pana Kowalskiego na tej trasie. Oblicz $rednie
wartosci predkosci, z jakimi przejechali cata trase obaj zawodnicy.

Odpowiedz: \(v_{Nowak}=36\frac{

Krok 1. Wypisanie danych z tresci zadania i utozenie z nich uktadu réwnan.

v - $rednia predkos¢ Nowaka (w kTm)

t - czas jazdy Nowaka (w godzinach)

v — 11 - $rednia predkos¢ Kowalskiego (bo jest o llkTm mniejsza od Nowaka}

t+ % - czas jazdy Kowalskiego (bo jest o 110 minut dtuzszy od czasu Nowaka, a 110 minut to % godziny)

s = 150 - dtugosc trasy (w kilometrach)

Do utozenia uktadu réwnan skorzystamy ze wzoru:

150 = ot
150 = (v—11) - (t + &)

Krok 2. Rozwigzanie powstatego uktadu réwnan.
Z pierwszego réwnania wychodzi nam, ze t = %. Podstawiajac te wartos$¢ do drugiego réwnania otrzymamy:

150:(v—11)-(¥+16—1) /~6v,900v:(v—11).(900+11v),W:W+11v2—9900—121v,111;2—1211;—9900:0 /:11,1}2-

Krok 3. Obliczenie powstatego rownania kwadratowego.
Wspédtezynniki:a = 1, b = —11, ¢ = —900

A=b—dac=(—11)>—4-1-(=900) = 121 — (—3600) = 121 + 3600 = 3721 , VA = v/3721 = 61

—b—vVA —(-11)—61 11-61 —50 o —b++vVA  —(-11)+61 11+61 72 36
= = = = — = — vy = = = == =
2a 2.1 2 2 2 2a 2.1 2 2

U1

Krok 4. Interpretacja wynikow i obliczenie predkosci jazdy pana Nowaka i Kowalskiego.
Ujemna predkos¢ musimy odrzuci¢, stad tez zostaje nam jedynie v = 36% i jest to zgodnie z naszymi oznaczeniami predko$¢ pana Nowaka. Pozostaje nam jeszcze
do obliczenia prekos¢ pana Kowalskiego, ktora wyniesie:

km km km

36 — U= =257~
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Zadanie 34 0-4 pkt

Podstawa trjkata rownoramiennego ABC jest bok AB, gdzie A = (2,1) i B = (5, 2). Ramie tego trdjkata zawiera sie w prostej o réwnaniu 2z —y — 3 = 0.
Oblicz wspotrzedne wierzchotka C.

AY
4 —
3+

i
3L

Odpowiedz: C' = (3;3)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pogladowego.

Zaznaczmy sobie poszczegélne punkty w uktadzie wspotrzednych oraz narysujmy prosta, ktérej wzor jest podany w tresci zadania i ktéra zawiera sie w jednym z
ramion. Rownanie naszej prostej po przeksztatceniu do postaci kierunkowej mozemy zapisac jako y = 2z — 3, co oznacza ze wspdtczynnik kierunkowy prostej jest
dodatni. Prosta jest wiec rosnaca i to wtasnie na niej znajdzie sie poszukiwany przez nas punkt C i jak sie za chwile okaze, znajdzie sie tam tez punkt A.

AY

-3

Krok 2. Wyznaczenie symetralnej odcinka AB.

Generalnie naszym celem jest wyznaczenie wspotrzednych wierzchotka C. Aby go wyznaczy¢ musimy znaé wzory dwoch prostych, z ktérych zbudujemy uktad
rownan, ktérego rozwigzaniem beda wspotrzedne przeciecia sie prostych (czyli wspdtrzedne punktu C). Jedng prosta juz mamy (jest podana w tresci zadania) i teraz
musimy jako$ wyznaczy¢ druga prosta, ktéra przez ten punkt C' przejdzie. Oczywiscie nie wyznaczymy wzoru prostej BC, no bo wtasnie brakuje nam tej
wspotrzednej C. Co wiec mozemy zrobi¢?
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Mozemy wyznaczy¢ réwnanie prostej, ktdra jest prostopadta do odcinka AB i ktéra przechodzi przez $rodek tego odcinka. Ta prosta bedzie na pewno przechodzi¢
przez punkt C bo bedzie to tak naprawde wysokos¢ tréjkata rownoramiennego, a wiemy ze w trojkatach rownoramiennych wysokos¢ pada doktadnie na srodek
podstawy. Czyli chcac standardowo rozwiazac to zadanie mogliby$my wyznaczy¢ wzér prostej AB (bo znamy odpowiednie wierzchotki), nastepnie wyznaczylibysmy
srodek tego odcinka (wysztoby nam, ze S = (%, %)) no i na sam koniec wyznaczylibysmy wzér prostej prostopadtej do prostej AB, ktéra przechodzi przez punkt S
. Ja jednak pokaze Ci jak mozna bytoby taka symetralng wyznaczy¢ nieco prosciej:

Wiemy, ze jest to trojkat rownoramienny w ktérym |AC| = |C'B|. Skoro znamy wspétrzedne punktéw A oraz B, to mozemy je podstawi¢ do wzoru na dtugosé
odcinka w uktadzie wspotrzednych:

AC| = |CB|, 1/ (zc — 241 + (vc —¥a)* = 1/ (25— 20)? + (v — vo)?

Dla przejrzystosci obliczen podniesmy do potegi obie strony réwnania i przyjmijmy ze . = x oraz y. = y.

(@ =24+ (- val = (@5 -2+ (s~ v)*, @2+ @W— 1P =G -2+ @-9)?°, & —do+ A+ 37 —2+1=25-100+ 27 + A — 4y

Udato nam sie otrzymac kolejny wzor prostej, ktéra przechodzi przed punkt C'i jest to wtasnie symetralna odcinka AB.

Krok 3. Obliczenie wspdtrzednych punktu C.

Z wyznaczonego w drugim kroku réwnania prostej i z réownania podanego w tresci zadania (ktéry po przeksztatceniu jest rowny y = 2z — 3) mozemy stworzy¢ taki
maty uktad réwnan. Obrazowo rzecz ujmujac - te dwie proste przetna sie w punkcie C, a wiemy z interpretacji geometrycznej uktadu réwnan, ze miejsce przeciecia
sie dwoch prostych jest wtasnie rozwigzaniem uktadu réwnan. Zatem:

y=-3z+12 ,
y=2x—3

Rozwigzujac metode podstawiania otrzymamy:

—3r+12=2x—-3,15 =56z, x =3

Znajac wspdtrzedna  mozemy juz bez problemu obliczy¢ wspdtrzedng y:

y=2r—-3,y=2-3-3,y=3

To oznacza, ze poszukiwane przez nas wspétrzedne to C' = (3; 3).
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