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21 C (przecinaja sie pod katem innym niz prosty) 1

22 C (Vo =2Wy) 1
23 A (18) 1
24 B (20) 1
25 D (3,5) 1

Rozwiazania krok po kroku

o1

Liczba |5 — 7| — | — 3 + 4 jest rowna:
Odpowiedz: C (1)

5—7—|—3+4/ =|-2—[1|]=2-1=1

o1t

Wskaz rysunek, na ktorym jest przedstawiony zbior rozwiazan nieréwnosci |z — 2| > 3.

Odpowiedz: B (
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5P

Samochéd kosztowat 3000027, Jego cene obnizono o 10%, a nastepnie cene po tej obnizce ponownie obnizono o 10%. Po tych obnizkach samochéd kosztowat:

Odpowiedz: D (24300z%)

Tego typu zadania mozemy rozwigza¢ na dwa sposoby.

Sposéb | - rozwigzanie na konkretnych liczbach:
Krok 1. Obliczenie wysokosci pierwszej obnizki.
Pierwsza obnizka jest 0 10% z 300002/, zatem wynosi ona:

0,1-300002 = 30002/

Krok 2. Obliczenie ceny samochodu po pierwszej obnizce.

300002 — 30002 = 2700027

Krok 3. Obliczenie wysokosci drugiej obnizki.
Nasza druga obnizka jest takze o 10%, ale tym razem juz z 270002/, zatem wynosi ona:

0,1-270002¢ = 27002/

Krok 4. Obliczenie ceny samochodu po drugiej obnizce.

270002/ — 27002 = 243002¢

Sposéb Il - rozwiazanie na wyrazeniach algebraicznych (metoda bardziej uniwersalna):

Krok 1. Obliczenie ceny samochodu po pierwszej obnizce.

Oznaczmy cene samochodu jako z i obliczmy wartoé¢ samochodu po pierwszej obnizce. Skoro obnizka jest o 10%, to nowa cena stanowi teraz 90% ceny
podstawowej. Cena samochodu po pierwszej obnizce jest wiec réwna 0, 9z.

Krok 2. Obliczenie ceny samochodu po drugiej obnizce.
Cena wyjsciowa jest dla nas teraz 0,9z i to od tej ceny ponownie odejmujemy 10%, czyli cena samochodu po drugiej obnizce bedzie réwna:

0,9-0,9z = 0,81z

Cena samochodu po dwéch obnizkach stanowi wiec 0, 81 ceny podstawowej (czyli 81%). Chcac poznaé nowa cene wystarczy teraz pomnozy¢ 0, 81 przez
poczatkowa cene samochodu.

0,81 - 300002 = 243002¢

o1

Dana jest liczba z = 632 - (é)4. Wtedy:
Odpowiedz: A (z = 7?)

Rozwiazanie zadania rozpoczniemy od rozbicia liczby 63 na iloczyn liczb 7 oraz 9. Nastepnie sprowadzimy do wspdlnej podstawy potegi liczbe 9 oraz utamek %
Cato$¢ obliczer wyglada nastepujaco:

4 4
z:632~<§> ,x:(7~9)2~%,1:72~92~%,m:72~34~%,m:72

Kwadrat liczby = 5 + 2\/§jest réwny:
Odpowiedz: C (37 + 20+/3)

W zadaniu skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia: (a + b)? = a® + 2ab + b*

2= (+2V3)?, 22 =52+2-5-2V3+ (2v3)?, 22 =25+ 20V3 +4-3, 22 = 25+ 20V3 + 12, 2% = 37+ 20V3
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5P

Liczba logs 5 — logy 125 jest réwna:
Odpowiedz: A (—2)

Krok 1. Obliczenie wartosci poszczegdlnych logarytmow.

logs5 =1, bo 5" =5, log; 125 = 3, bo 5 = 125

Krok 2. Obliczenie wartosci catego wyrazenia.

logs5 —logz 125 =1 -3 = -2

15t

Ponizej przedstawiono wykres funkgji f. Zbiorem wartosci funkgji f jest:

N

U
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w

N

(45

=

Odpowiedz: A ((—2;5))

Musimy sprawdzi¢ wspétrzedna y dla dwdch punktdw: najnizej i najwyzej potozonego. Wspdtrzedna y najnizej potozonego punktu jest rdwna —2, a najwyzej
potozonego punktu jest réwna 5. W zwiazku z tym zbiorem wartosci jest przedziat (—2;5).
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5P

Ponizej przedstawiono wykres funkgji f. Korzystajac z tego wykresu, wskaz nieréwnosé prawdziwa.
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Odpowiedz: B (f(1) < £(3))

Przyktadowo zapis f(—1) oznacza, ze musimy odczytac wartos¢ funkgji dla argumentu @ = —1. W naszym przypadku f(—1) jest réwne niespetna 3. Musimy
sprawdzi¢ tak po kolei kazda z par i zweryfikowac ktora nieréwnosc jest prawdziwa:

Odp. A. f(—1) < f(1)
Komentarz: Ta nieréwno$¢ jest nieprawdziwa, bo f(—1) to niespetna 3, natomiast f(1) = —2.

odp.B. £(1) < £(3)
Komentarz: Ta nieréwnos¢ jest prawdziwa, bo f(1) = —2, natomiast f(3) = 1, a wiec to f(1) jest mniejsze od f(3).

odp. C. f(~1) < f(3)
Komentarz: Ta nieréwnos$¢ jest nieprawdziwa, bo f(—1) to niespetna 3, natomiast f(3) = 1.

odp.D. f(3) < £(0)
Komentarz: Ta nieréwnos$¢ jest nieprawdziwa, bo f(3) = 1, natomiast f(1) = —2.
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5P

Ponizej przedstawiono wykres funkgji f.

N

i

7
w

L

(Y

Wykres funkgji g okreslonej wzorem g(z) = f(z) + 2 jest przedstawiony na rysunku:

Odpowiedz: B (

y

/

]
un

g

[§§]

(5]

[

)

Aby otrzymac¢ wykres funkgji g(x) musimy zgodnie z zapisem réwnosci g(z) = f(z) + 2 przesuna¢ wykres f(z) o dwie jednostki do géry. To oznacza, ze
prawidtowego przesuniecia dokonano w odpowiedzi B.
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Zadanie 10 0-1 pkt

Liczby 1 i 25 53 pierwiastkami réwnania 22 + 10z — 24 = 0 i z; < x,. Oblicz 2z; + z».

Odpowiedz: A (—22)

Skoro mamy przedstawione rownanie kwadratowe w postaci ogdlnej, to bez problemu mozemy wyznaczy¢ pierwiastki tego réwnania korzystajac z metody delty.

Krok 1. Obliczenie miejsc zerowych wielomianu.
Wspotczynniki:a = 1, b =10, ¢ = —24

A=1—dac=10"—4-1-(—24) =100 + 96 = 196 , VA = V196 = 14

“b—+vA —10-14 —24 “b+vVA  —10+14 4
= =—— =12, 2= = —— =9

2a 2.1 2 2a 2.1 2

1

x1 < T3 - czyli zaleznos¢ zapisana w tresci zadania jest spetniona.

Krok 2. Obliczenie warto$ci wyrazenia 2z + 2.

2w+ Ty =2-(—12)+2=—-24+2= 22

Zadanie 11 0-1 pkt

Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu W (z) = z* 4 az? 4 6z — 4. Wspdtczynnik a jest rowny:
Odpowiedz: D (—4)

Jesli dana liczba jest pierwiastkiem wielomianu to znaczy, ze po jej podstawieniu do wzoru powinnismy otrzymac wartos¢ rowna 0. W naszym przypadku prawdziwa
powinna by¢ wiec rownos¢ W(2) = 0.
Krok 1. Obliczenie wartoéci wielomianu dla z = 2.

W(z)=2*+az?+6x—4, W(z)=22+a-22+6-2—-4, W(z)=8+4a+12—4, W(z) =16 + 4a

Krok 2. Obliczenie wartosci parametru a.
Skoro wartos¢ wielomianu dla = 2 powinna nam wyjs¢ réwna 0, a wyszto nam 16 + 4a, to znaczy ze 16 + 4a = 0. Za pomoca tej rownosci obliczamy wartos¢
parametru a.

16+4a=0,4a=—-16,a=—4

Zadanie 12 0-1 pkt

Wskaz m, dla ktorego funkgja liniowa okreslona wzorem f(z) = (m — 1)x + 3 jest stata.

Odpowiedz: A (m = 1)

Funkgje liniowa wyrazamy wzorem w postaci f(z) = ax + b. Aby funkdja liniowa byta stata, to wsp6tczynnik a musi by¢ réwny 0. W naszym przypadku
a =m — 1, stad tez aby funkgja byta stata, to m — 1 musi by¢ réwne 0. Zatem:

m—1=0,m=1
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Zadanie 13 0-1 pkt

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci (z — 2)(z + 3) > 0 jest:

V

-3 2

Odpowiedz: C ((—oo; —3) U (2; +00))

Krok 1. Obliczenie miejsc zerowych nieréwnosci.

Nieréwnos¢ jest zapisana w postaci iloczynowej, wiec aby odnalez¢ jej miejsca zerowe (ktére przydadza nam sie do naszkicowania wykresu) wystarczy przyréwnac
wartosci w jednym i drugim nawiasie do zera.

z—2=0 V 2+3=0,z=2 V z=-3

Krok 2. Szkicowanie wykresu paraboli.
Wspotczynnik a jest na pewno dodatni, bo przed wartosciami  nie stojg zadne znaki ujemne, wiec ramiona paraboli bede skierowane ku gorze i beda przechodzi¢
przez wyznaczone przed chwilg miejsca zerowe. Pamietaj, ze kropki przy * = 2 oraz z = —3 beda zamalowane, bo w nieréwnosci wystapit znak >.

V

-3 2

Krok 3. Odczytanie rozwigzania.
Odczytujemy z wykresu dla jakich argumentow z funkgja przyjmuje wartosci wigksze lub rowne 0. Pamietaj, ze skoro mamy znak > to wartosci x = 2 orazz = —3
beda takze nalezec¢ do zbioru rozwiazan (czyli nawiasy beda domkniete).

z € (—00; —3) U (2;400)
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Zadanie 14

W ciagu geometrycznym (a,,) dane sa: a; = 2 i ay = 12. Wtedy:
Odpowiedz: B (a4 = 432)

Krok 1. Wyznaczenie wartosci ilorazu gq.

Znajac wartosci dwdch kolejnych wyrazéw ciggu geometrycznego (czyli a; oraz as) mozemy wyznaczy¢ wartosé g z nastepujacego wzoru:

o @ _12_6
(I*ava*alvq* 5 =

Krok 2. Wyznaczenie wartosci czwartego wyrazu ciggu geometrycznego.
Znajac wartos¢ a; oraz ¢ mozemy obliczy¢ wartos¢ czwartego wyrazu ciggu geometrycznego:

an=a1-q" !, an:al-qnfl,a4:a1~64’1,a4:2~63,a4:2~216,a4:432

Zadanie 15

W ciagu arytmetycznym a; = 3 oraz agy = 7. Wtedy suma S2p = a1 + az+. . . a19 + agp jest réwna:

Odpowiedz: D (100)
Aby obliczy¢ sume dwudziestu pierwszych wyrazéw tego ciggu arytmetycznego musimy postuzy¢ sie wzorem:

ai + an
210 n

S, = 3

0-1 pkt

0-1 pkt

Obliczamy sume dwudziestu pierwszy wyrazow ciggu arytmetycznego (czyli n = 20) podstawiajgc do powyzszego wzoru informadje z tresci zadania: a; = 3 oraz

Aoy = 7.

a1+ ag 347

o =
20 P)

Zadanie 16

Na rysunku zaznaczono dtugosci bokow i kat « trojkata prostokatnego (zobacz rysunek). Wtedy:

13

n,Sn:T~2O,520:%20,520:520:100

12

Odpowiedz: C (cosa = %)

0-1 pkt

Musimy obliczy¢ wartosci cosa oraz tga, by sprawdzi¢ ktéra rownos¢ podana w odpowiedziach jest prawidtowa. Cosinus to stosunek dtugosci przyprostokatnej

lezacej przy kacie a do dtugosci przeciwprostokatnej, natomiast tangens to stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata o do dtugosci

przyprostokatnej lezacej przy kacie a. Zatem:

12 toq = 5
cosa713, gaf12

Poréwnujemy teraz otrzymane wyniki z tymi ktore wystepuja w odpowiedziach i stwierdzamy, ze prawdziwa rowno$¢ jest zapisana tylko w punkcie C.

matematix.pl - Matura z matematyki (poziom podstawowy) - Czerwiec 2010

9/25



Zadanie 17 0-1 pkt

Ogréd ma ksztatt prostokata o bokach dtugosci 20m i 40m. Na dwoch koncach przekatnej tego prostokata whito stupki. Odlegtos¢ miedzy tymi stupkami jest:

Odpowiedz: C (wieksza niz 40m i mniejsza niz 45m)

Krok 1. Obliczenie dtugosci przekatnej prostokata.
Aby rozwigzac to zadanie musimy wyznaczy¢ dtugos¢ przekatnej prostokata o bokach dtugosci 20m i 40m. W tym celu uzyjemy twierdzenia Pitagorasa:

a4+ b0*=c?, 20>+ 402 = ¢, 400 4+ 1600 = ¢*, ¢® = 2000, ¢ = +/2000[m)

Krok 2. Wyznaczenie przyblizonej wartosci z otrzymanego pierwiastka.
Musimy teraz odpowiedzie¢ na pytanie ile jest réwna dtugosé v/2000m. W przypadku zadan zamknietych mozemy postuzy¢ sie nawet kalkulatorem, dzieki czemu
otrzymamy przyblizenie v/2000m =~ 44, 72m.

Chcac do zadania podejs¢ bardziej profesjonalnie mozemy zauwazy¢, ze:

40% = 1600, wicc v/1600 = 40 , 452 = 2025, wicc v/2025 = 45

To z kolei oznacza, ze +/2000 jest wiekszy od 40, ale mnigjszy od 45, stad tez prawidtowa byta odpowiedz C.
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Zadanie 18 0-1 pkt

Pionowy stupek o wysokosci 90cm rzuca cien o dtugosci 60cm. W tej samej chwili stojaca obok wieza rzuca cien o diugosci 12m. Jaka jest wysokos$¢ wiezy?

C

P cOcm B D
12m

/N

Odpowiedz: A (18m)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pogladowego.

P oOcm B D
12m

/N

Sporzadzajac rysunek jak i wykonujac pdzniejsze obliczenia zwracajmy uwage na jednostki! Niektore miary sa podane w centymetrach, a inne w metrach.

Krok 2. Zbudowanie réwnania wykorzystujac podobienstwa trojkatow.
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Skorzystamy z podobienstw trojkatow. Stosunek wysokosci stupka do jego cienia musi by¢ taki sam jak stosunek wysokosci wiezy do cienia wiezy. Mozemy zapisac
to w nastepujacy sposob:

|AB|  |CD|
|PB| ~ |PD|

Krok 3. Podstawienie odpowiednich dtugosci do réwnania i wyznaczenie dtugosci odcinka C'D.
Podstawiamy do powyzszej zaleznosci dane z zadania, uwazajac na jednostki! Najlepiej jest zamieni¢ sobie wszystko na metry i tak oto otrzymujemy, ze:

[0,9] |CD| |ICD|
—_—=— 1,5 = —— -12 D=1
o6~ 12 0BT 2 » [CD| =18

Ewentualnie moglismy wykonac¢ tzw. "mnozenie na krzyz":

12.0,9=0,6-|CD|, 10,8 =0,6 - |CD| /:0,6, |CD| = 18
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Zadanie 19 0-1 pkt

Punkty A, Bi C leza na okregu o srodku S (zobacz rysunek). Miara zaznaczonego kata wpisanego AC'B jest rowna:

C

Odpowiedz: C (115°)

Korzystamy z zaleznosci miedzy katem Srodkowym i katem wpisanym w okrag, ktére sa oparte na tym samym tuku (patrz rysunek). Zgodnie z ta zaleznoscig miara
kata Srodkowego jest dwa razy wieksza od miary kata wpisanego. To oznacza, ze:

1 1
|NACB| = 5 - |<ASB|, |<ACB| = 3 - 230", |<ACB| = 115°
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Zadanie 20 0-1 pkt

Dane sg punkty S = (2,1), M = (6,4). Réwnanie okregu o srodku S przechodzacego przez punkt M ma postaé:
Odpowiedz: B ((z — 2)? + (y — 1)? = 25)

Krok 1. Analiza wzoru na réwnanie okregu.
W tym zadaniu wykorzystamy wzér na réwnanie okregu (z — a)? + (y — b)? = 72, gdzie a oraz b to wspétrzedne $rodka okregu S = (a; b), natomiast 7 to
promien tego okregu. Wspétrzedne $rodka okregu sa podane w tresci zadania i jest to S = (2;1), czylia = 2 orazb = 1.

W zwiazku z tym juz wiemy na pewno, ze wzér bedzie mie¢ posta¢ (z — 2)? + (y — 1)? = r?, czyli prawidtowa bedzie odpowiedz A lub B. To czego nam brakuje
to wiedzy na temat dtugosci promienia okregu, czyli 7.

Krok 2. Obliczenie dtugosci promienia 7.
Znajac wspotrzedne dwoch punktow S = (2, 1) oraz M = (6,4) jestesmy w stanie wyliczy¢ odlegto$¢ miedzy nimi (czyli w naszym przypadku bedzie to dtugosé
promienia), korzystajac ze wzoru:

r:\/(zM—w5)2+(yM—y5)2,r:\/(6—2)2+(4—1)2,r:\/42+32,T:\/16+9,7‘:\/ﬁ,7’:5

Krok 3. Zapisanie ostatecznej formy réwnania okregu.
Podstawiamy r = 5 do wzoru wyznaczonego w pierwszym kroku i otrzymujemy poprawng odpowiedz.

(z-2°+@-1?=5, (-2°+(y-1)°=25
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Zadanie 21 0-1 pkt

Proste o réwnaniach y = 2z + 3 orazy = — 4z + 2:
Odpowiedz: C (przecinaja sie pod katem innym niz prosty)

Krok 1. Sprawdzenie, czy te proste sa réwnolegte.
Aby proste byty réwnolegte to ich wspotczynniki kierunkowe a (czyli liczba stojgca przed wartoscig ) musza by¢ identyczne. W naszym przypadku w pierwszym
réwnaniu wspétczynnik @ = 2, a w drugim a = 7%. W zwiagzku z tym proste te na pewno nie sa rownolegte, ani tym bardziej sie nie pokrywaja.

Krok 2. Sprawdzenie, czy te proste s prostopadte.
Aby proste byly prostopadte, to iloczyn ich wspdtczynnikow a musi by¢ rowny —1. W naszym przypadku tak nie jest, bo 2 - (7%) =— % To z kolei wyklucza
informacje o tym, ze mogtyby to by¢ proste prostopadte.

W zwigzku z powyzszymi krokami wykluczylismy odpowiedzi A, B oraz D. Prawidtowa odpowiedzig jest zatem odpowiedz C, bo te proste przecinaja sie pod katem
innym niz prosty.

Zadanie 22 0-1 pkt

Na ponizszych rysunkach zaznaczono promienie i wysokosci walcow. Objetos¢ pierwszego walca jest réwna V7, objetos¢ drugiego walca jest rowna V,. Wowczas:

pierwszy walec drugi walec
Odpowiedz: C (V;, = 2V))

Krok 1. Obliczenie objetosci pierwszego i drugiego walca.
Wiemy, ze w pierwszym walcu r = 4, natomiast H = 6. Skoro tak, to korzystajac ze wzoru na objetos¢ walca mozemy zapisac, ze:

Vi=nr* H, Vi=7-42.6,Vi=7-16-6, Vi = 967

Analogicznie mozemy obliczy¢ objetos¢ drugiego walca, w ktérym 7 = 8, natomiast H = 3, zatem:

Vo=nr?-H,Vy=n-8-.3,Vo=n-64-3, V=192

Krok 2. Ustalenie relagji, miedzy V; oraz Va.
Widzimy, ze V3 jest dwa razy wieksze od V. Skoro tak, to prawdziwa relacja bedzie ta zapisana w trzeciej odpowiedzi, czyli Vo = 2V4.
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Zadanie 23 0-1 pkt

Punkt S jest srodkiem $ciany EF'G H szescianu (zobacz rysunek), ktérego krawedz ma dtugosé 6. Objetos¢ bryty EF'SB jest rowna:

H

A B

Odpowiedz: A (18)

Krok 1. Obliczenie pola podstawy EF'S.

Nasza bryta jest tak naprawde odwréconym ostrostupem, w ktérym tréjkat EF'S jest podstawa. Sciana EFG H jest kwadratem, a przekatne kwadratu przecinaja
sie w potowie swojej dhugosci, dzielac kwadrat tak naprawde na cztery jednakowe trojkaty - jednym z tych trojkatow jest wiasnie EF'S. Mozemy wiec by¢ pewni, ze
tréjkat EF'S stanowi % kwadratu EFGH, ktérego bok ma dtugos¢ a = 6, zatem:

Krok 2. Obliczenie objetosci bryty EF'SB.
Wiemy juz, ze P, = 9. Z rysunku wynika, ze wysokos¢ bryty jest rowna dtugosci krawedzi szedcianu, zatem H = 6. W zwigzku z tym objeto$¢ poszukiwanej bryty
bedzie réwna:

Zadanie 24 0-1 pkt

W karcie dan jest 5 zup i 4 drugie dania. Na ile sposobéw mozna zaméwic obiad sktadajacy sie z jednej zupy i jednego drugiego dania?

Odpowiedz: B (20)

Mamy piec¢ zup do wyboru i cztery drugie dania, a wiec ilos¢ mozliwych kombinagji obliczymy wykonujac proste mnozenie 5 - 4 = 20.
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Zadanie 25 0-1 pkt

W czterech rzutach szescienna kostka do gry otrzymano nastepujace liczby oczek: 6, 3, 1, 4. Mediana tych danych jest rowna:
Odpowiedz: D (3, 5)

Krok 1. Uporzadkowanie wynikéw rzutu kostka.
Aby obliczy¢ mediane musimy najpierw ustawi¢ wyniki z rzutéw w porzadku niemalejacym, zatem:

1,3,4,6

Krok 2. Obliczenie mediany.
W przypadku ciggu, ktéry ma nieparzysta liczbe elementdw, mediana jest sSrodkowy wyraz. Nasz ciag ma jednak parzysta liczbe elementéw (doktadnie cztery), a
wiec aby uzyska¢ mediane musimy obliczy¢ sredniag arytmetyczng dwoch srodkowych wyrazéw. W naszym przypadku srodkowymi wyrazami sa 3 oraz 4, tak wiec
mediana bedzie réwna:

_3+4

2% 35
m="
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Zadanie 26 0-2 pkt

Rozwiaz nieréwnosé¢ z2 + 11z + 30 < 0.

V

—6 -5

Odpowiedz: \(x\in\langle-6;-5\r

Krok 1. Obliczenie miejsc zerowych wielomianu.
Wspétezynnikiia = 1, b =11, ¢ = 30

A=b—dac=112-4-1-30=121-120=1, VA=+v1=1

“b-VA -11-1 -12 “b+VA  —11+1 -10
T = = :—:7673;2: = = =-5
2a 2-1 2 2a 2-1 2

Krok 2. Szkicowanie wykresu paraboli.
Parabola ma ramiona skierowane ku gorze, bo wspotczynnik a jest dodatni. Wykres bedzie miat wiec nastepujaca postac:

-6 -5

Punkty x = —6 oraz x = —5 musza mie¢ koniecznie zamalowane kropki, bo w nieréwnosci wystapit znak <.
Krok 3. Odczytanie rozwigzania nieréwnosci.

Interesuje nas zbidr argumentdw, dla ktérych wartos¢ funkgji kwadratowej jest mniejsza lub réwna zero (czyli w ktérych migjscach wykres funkdji jest pod osig Oz
lub doktadnie na osi). Tym zbiorem jest oczywiscie: z € (—6; —5).

matematix.pl - Matura z matematyki (poziom podstawowy) - Czerwiec 2010 18/ 25



Zadanie 27 0-2 pkt

Rozwiaz réwnanie 2 + 2z2 — 5z — 10 = 0.

Odpowiedz: \(x=-2 \quad\lor\qua
Krok 1. Wytaczenie odpowiednich czynnikéw przed nawias i zapisanie rownania w postaci iloczynowej.

22 +222 - 52 -10=0, z2%(z+2) - 5(z —2) =0, (z +2)(z2-5) =0

Krok 2. Wyznaczenie rozwigzan z postaci iloczynowej.
Korzystajac z postaci iloczynowej szukamy rozwiazan tej réwnosci, przyrownujac wartosci w nawiasach do zera. Pamietaj, ze z réwnanie 22 — 5 = 0 bedzie mie¢ dwa
rozwigzania - jedno dodatnie, a drugie ujemne.

z+2=0 V 2°-5=0,z2=-2 V z=v5 V z=-v5

Zadanie 28 0-2 pkt

Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego jest dtuzsza od jednej przyprostokatnej o 1em i od drugiej przyprostokatnej o 32¢m. Oblicz dtugosci bokéw tego
trojkata.

Odpowiedz: Dlugosci bokow trojk

Krok 1. Zapisanie dtugosci przyprostokatnych i przeciwprostokatnej.
Jezeli przyjelibysmy, ze przeciwprostokatna ma dtugos¢ z, to przyprostokatne majg dtugo$¢ x — 1 oraz x — 32. Warto tez tutaj przyjac sobie zatozenie, ze dtugosci
bokdéw nie moga by¢ mniejsze lub réwne 0, a wiec z > 32 (gdyby byt mniejszy niz 32, to z réwnania £ — 32 otrzymamy liczbe ujemna).

Krok 2. Obliczenie dtugosci przeciwprostokatnej.
Korzystajgc z Twierdzenia Pitagorasa otrzymamy:

A+ =7, (2 -1+ (z - 32?2 =2°

Korzystamy teraz ze wzoréw skréconego mnozenia:

z? — 2z + 1+ 2% — 64z + 1024 = 22

Upraszczamy zapis i doprowadzamy go do postaci ogolnej, czyli takiej w ktérej po prawej stronie bedziemy miec zero (to pozwoli nam potem wyliczy¢ delte):

222 — 66z + 1025 = 2 /fxz,x2766x+1025:0

Krok 3. Rozwigzanie powstatego réwnania kwadratowego oraz obliczenie ostatecznej dtugosci przeciwprostokatnej.
Wspotezynniki:a = 1, b = —66, ¢ = 1025

A=b—dac=(—66)2—4-1-1025 = 121 — 120 = 4356 — 4100 = 256 , VA = V256 = 16

—b—+vA —(-66)—16 66—16 50 —b++vVA  —(-66)+16 66+16 82
2= = = = =925, gy = = = ===
2a 2.1 2 2 2a 2.1 2 2

21 mozemy odrzuci¢, bo zgodnie z tym co napisalismy sobie w pierwszym kroku nasz  musi by¢ wiekszy niz 32. W przeciwnym wypadku dtugosé przyprostokatnej
bytaby réwna 25 — 32 = —7, a to na pewno jest nieprawda.

Krok 4. Obliczenie dtugosci wszystkich bokéw tego trojkata:
Przeciwprostokatna: 41cm

Pierwsza przyprostokatna:  — lem = 41lem — lem = 40cm
Druga przyprostokatna: £ — 32cm = 4lecm — 32cm = 9cm
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Zadanie 29 0-2 pkt

Dany jest prostokat ABC'D. Okregi o $rednicach AB i AD przecinaja si¢ w punktach A i P (zobacz rysunek). Wykaz, ze punkty B, P i D leza na jednej proste.

D C
P

Odpowiedz: Udowodniono na podst

Krok 1. Analiza kagtéw APB oraz DPA.
Potaczmy sobie punkt P z punktami A, B oraz D, tworzac w ten sposdb odcinki | PA

PBj oraz | PD|. Teraz musimy dostrzec, ze katy <APB oraz <DPA s3
oparte na $rednicach okregdw, a to z kolei oznacza, ze te dwa katy maja na pewno miare 90°.

i

Krok 2. Analiza kata BPD i zakonczenie dowodzenia.
Kat BPD jest sumga katow APB oraz DP A, a wiec ma miare rébwna 90° + 90° = 180°. Skoro jest to kat potpetny, to jego ramiona na pewno tworza linie
prosta, a to z kolei oznacza, ze punkty B, P oraz D na pewno leza na jednej proste;j.
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Zadanie 30 0-2 pkt

Uzasadnij, ze jesli (a® 4 b?)(c? + d2) = (ac + bd)? to ad = be.

Odpowiedz: Udowodniono korzysta

Krok 1. Wymnozenie poszczegdlnych wyrazow.
Wymnazamy po kolei poszczegolne wyrazy po lewej stronie, a po prawej stosujemy wzor skroconego mnozenia.

(@®+8)(E+d?) = (ac+bd)?, a® - +a? d+b*- 2+ b*-d> = (ac)’+2-ac-bd + (bd)?, a®- >+ a? - d® + b*- 2+ b*- d> = a® - ¢* + 2abed + b? - d?

Krok 2. Redukcja wyrazéw podobnych i uproszczenie zapisu.
Skracamy obie strony réwnania przez a? - ¢? oraz przez b? - d>.

/(12/02/+a2-d2+b2-c2+j%{:/a2/c{+2abcd+/b2~/d{, a®-d?+ b = 2abed

Teraz przenosimy wszystkie wartosci na lewa strone:

a? - d®+ b c¢® — 2abed = 0

Zapis ten mozemy uprosci¢ do postaci:

(ad)® + (bc)? — 2abed = 0

Krok 3. Zapisanie powstatego réwnania z wykorzystaniem wzoréw skréconego mnozenia.
Musimy dostrzec, ze powstaty zapis mozemy przeksztatci¢ korzystajac ze wzoréw skréconego mnozenia. Widac to zwtaszcza wtedy, kiedy powyzsze réwnanie
pokazemy w formie (ad)? — 2 - ad - bc + (bc)? = 0. Zatem:

(ad)> —2-ad-bc+ (be)* =0, (ad —bc)> =0

Krok 4. Obliczenie warto$ci powstatego réwnania.
Pierwiastkujac obie strony réwnania otrzymamy:

(ad —bc)* =0 /\/,adfbc:[),ad:bc

Zadanie 31 0-2 pkt

Oblicz, ile jest liczb naturalnych czterocyfrowych, w ktérych zapisie pierwsza cyfra jest parzysta, a pozostate nieparzyste.

Odpowiedz: 500 liczb.

Krok 1. Okreslenie liczby cyfr, ktére moga znalez¢ sie na pierwszym miejscu naszej liczby.
Zgodnie z trescig zadania pierwsza cyfra musi by¢ parzysta, a wiec moga to byc¢ tylko i wytacznie 2, 4, 6 lub 8. Cyfre 0 odrzucamy, bo nie moze by¢ pierwszg cyfrg w
liczbie.

Krok 2. Okreslenie liczby cyfr, ktére moga znalez¢ sie na drugim, trzecim i czwartym miejscu naszej liczby.
Na kazdym z pozostatych miejsc mozemy miec jedna z pieciu cyfr nieparzystych: 1, 3, 5, 7 lub 9.

Krok 3. Obliczenie liczby wszystkich mozliwych kombinagji.
Zgodnie z reguta mnozenia wszystkich kombinagji bedzie:

|2]=4-5-5-5=500

matematix.pl - Matura z matematyki (poziom podstawowy) - Czerwiec 2010 21/25



Zadanie 32 0-4 pkt

Z pojemnika, w ktorym jest siedem kul ponumerowanych kolejnymi liczbami naturalnymi 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, losujemy dwa razy po jednej kuli bez zwracania. Oblicz
prawdopodobiefstwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze otrzymamy kule oznaczone liczbami, z ktérych pierwsza bedzie mniejsza od 4 i druga bedzie parzysta.

Odpowiedz: \(P(A)=\frac{3{14\
Krok 1. Ustalenie liczby wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych.

Pierwsze losowanie odbywa sie z siedmiu dostepnych kul. Mamy informadje, ze losowanie jest bez zwracania, wiec wylosowana kula nie wraca juz do pojemnika,
czyli w drugim losowaniu dostepnych bedzie juz tylko szes¢ kul. To oznacza, ze zdarzen elementarnych bedziemy miec¢ zgodnie z regutg mnozenia |£2| = 7 - 6 = 42.

Krok 2. Ustalenie liczby zdarzen sprzyjajacych.

Zdarzeniem sprzyjajacym jest sytuacja, w ktorej liczba na pierwszej kuli jest réwna 1, 2 lub 3, a na drugiej 2, 4 lub 6. Moglibysmy zapisa¢, ze zgodnie z reguta
mnozenia jest ich |A| = 3 -3 =9, ale trzeba bytoby tutaj nanies¢ jeszcze poprawke, ze zdarzenie (2; 2) nie moze wystapi¢ (bo losowanie jest bez zwracania), wigc
tych zdarzen tak naprawde jest |A| = 9 — 1 = 8. Dla pewnosci mozemy je sobie wypisa¢:

(1;2), (1;4),(1;6) , (2;4),(2:6) , (3;2),(3;4),(3;6)

Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.
Prawdopodobienstwo obliczymy korzystajac ze wzoru:
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Zadanie 33 0-4 pkt

Podstawa ostrostupa ABCDE jest prostokat ABC'D. Krawedz AFE jest wysokoscig ostrostupa (zobacz rysunek). Oblicz dtugo$¢ krawedzi EC, jesli wiadomo, ze
AE =6,BE =22, DE=09.

E

A B

Odpowiedz: (|EC|=23\)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Nanoszac na rysunek dane z tresci zadania oraz zaznaczajgc kluczowe tréjkaty prostokatne, otrzymamy:

A B

Krok 2. Obliczenie dtugosci krawedzi AB.
Spdjrzmy na tréjkat prostokatny ABE. Znamy dwie dtugosci bokdw tego tréjkata, zatem korzystajac z Twierdzenia Pitagorasa wyjdzie nam, ze:

|AB[? 4+ 6% =227, |AB|* + 36 = 484, |AB|> = 448, |[AB| = V448 Vv |AB|= —V448

Ujemny wynik oczywiscie odrzucamy, bo krawedz musi mie¢ dodatnig dtugo$¢, zatem zostaje nam |AB| = v/448 i w takiej formie mozemy to zostawi¢, poniewaz
za chwile i tak bedziemy te liczbe podnosi¢ do kwadratu.

Krok 3. Obliczenie dtugosci krawedzi AD.
Tym razem spogladamy na trojkat prostokatny ADE. Tutaj takze znamy dwie dtugosci bokdw, zatem trzeci bok tego trojkata obliczymy z Twierdzenia Pitagorasa:

|AD|* + 6% = 9%, |AD|* + 36 =81, [AD]>=45, [AD| =V45 Vv |AD|=-V45
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Ponownie odrzucamy ujemny wynik, zatem zostaje nam |AD| = 1/45.
Krok 4. Obliczenie dtugosci krawedzi AC.
Znamy dwie dtugosci bokéw prostokata znajdujacego sie w podstawie. To sprawia, ze korzystajac ponownie z Twierdzenia Pitagorasa, mozemy obliczy¢ dtugosé

przekatnej AC.

VA8 + VA5 = |AC|?, 448 + 45 = |AC|?, |AC|> = 493, |AC| = V493 Vv |AC| = —/493

Interesuje nas tylko dodatnia wartoé¢, zatem |AC| = +/493.
Krok 5. Obliczenie dtugosci krawedzi EC.

Koniec koficow spogladamy teraz na trojkat prostokatny ACE. Tutaj takze znamy juz dwie dtugosci bokéw, bowiem |AC| = V493 oraz AE = 6, zatem
poszukiwana dtugos¢ krawedzi EC' bedzie rowna:

V93’ + 62 = |[EC|?, 493 + 36 = |[EC|?, |[EC|> =520, |[EC| = V529 v |EC| = —/529

Dtugos¢ krawedzi musi by¢ dodatnia, zatem zostaje nam | EC| = /529, co mozemy jeszcze zapisac jako po prostu |EC| = 23.

matematix.pl - Matura z matematyki (poziom podstawowy) - Czerwiec 2010 24/ 25



Zadanie 34 0-5 pkt

Droga z miasta A do miasta B ma dtugo$¢ 474km. Samochéd jadacy z miasta A do miasta B wyrusza godzine pdzniej niz samochdd z miasta B do miasta A.
Samochody te spotykaja sie w odlegtoéci 300km od miasta B. Srednia predkos¢ samochodu, ktéry wyjechat z miasta A, liczona od chwili wyjazdu z A do
momentu spotkania, byta o 171“Tm mniejsza od $redniej predkosci drugiego samochodu liczonej od chwili wyjazdu z B do chwili spotkania. Oblicz srednig predkos¢

kazdego samochodu do chwili spotkania.
Odpowiedz: Srednia predkosé aut
Krok 1. Wypisanie danych z tresci zadania.

Pierwszy samochéd przejechat: 474 — 300 = 174 (kilometrow)

Drugi samochéd przejechat: 300 (kilometréw)

Czas jazdy pierwszego samochodu: t; = 1U—714 (godzin)

Czas jazdy drugiego samochodu: 5 = 3v—[];J (godzin)

Krok 2. Utozenie i rozwigzanie odpowiedniego uktadu réwnan.
Aby rozwigzac to zadanie musimy teraz powiazac ze soba odpowiednie informacje i zapisac je w formie uktadu réwnan.
Do stworzenia pierwszego réwnania skorzystamy z informagji na temat predkos$ci obydwu pojazdéw, bo choé nie znamy ich doktadnych wartosci, to wiemy ze:

v = vy — 17

Drugie réwnanie utozymy wiedzac, ze pierwszy samochod wyruszyt godzine pdzniej, zatem:

174
ti+1=ty, L—&-l:@ /~v1v2, 174vy + v1v9 = 3000,
(41 (%]

Z tych dwdch informacji mozemy utozy¢ nastepujacy uktad réwnan:

v =vy— 17
174vy + v1vy = 3000,

Skoro vy = vy — 17, to podstawiajac to do drugiego réwnania otrzymamy:

174wz + (v2 — 17)vs = 300(v2 — 17) , 174wz + vo® — 17v2 = 300v2 — 5100 , v® — 143vs + 5100 = 0

Krok 3. Rozwigzanie powstatego réwnania kwadratowego.
Wspotczynniki: @ = 1, b = —143, ¢ = 5100

A=b—dac=(—143)2 — 415100 = 20449 — 20440 =49, VA =vV49 =7

. b-VA _ (-143) -7  143-7 _ 136 e b v b+VA  —(-143)+7 14347 _ 10
2a 2-1 2 2 2a 2.1 2 2

Krok 4. Obliczenie wszystkich mozliwosci uzyskiwanych predkosci.
Jedli vy = 68, to vy = 68 — 17 =51
Jedlivg = 75, to vy = 75 — 17 = 58

Zadnej z tych odpowiedzi nie mozemy odrzucié, zatem obydwie mozliwoci sa prawidtowe i takie tez jest rozwiazanie naszego zadania.
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