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Odpowiedzi do zadan zamknietych

Zadanie Odpowiedz Pkt
1 C (5% 1
2 D(3-1) 1
3 A (—12) 1
4 B (1440z)) 1
5 D (4) 1
6 B (4) 1
7 C(-1 1
8 B(x=-3) 1
9 D (m > v2) 1
10 All:y=-32-2 1
11 cCW = (571) 1
12 A (a5 = 14) !
13 Bz=2) !
14 D (—1038) 1
15 C ((—6,3)) 1
16 C (pietnastokat) 1
17 Aa=60",8=30",7=30") 1
18 D (9) 1
19 B (2,4) !
20 C() 1
21 D (20) 1
22 A (216) 1
23 B (252) 1
24 C (2 1
25 B (3,5) !
26 A (4,6) !
27 B(3) 1
28 A () 1

Rozwigzania krok po kroku

13, 713

Wyrazenie m jest rowne:

142 .5

Odpowiedz: C (5°)

0-1 pkt

Aby moc skorzystac ze standardowych dziatan na potegach, musieliby$Smy mie¢ jednakowe podstawy poteg lub wyktadniki (a poki co tego nie mamy). Z tego

tez wzgledu w tym zadaniu nalezy postgpic¢ nieco sprytniej i rozbic¢ niektore czynniki w taki sposob, aby méc skrocic licznik z mianownikiem. Catos¢
wygladataby nastepujaco:
1013 . 713 213 . 513 . 713 513

— — 53
1413.510 913, 713510 _ﬁ_5

matematix.pl - Matura probna z matematyki (poziom podstawowy) - Operon 2021

1/23



o1

1++3

Liczbg odwrotna do liczby jest liczba:

Odpowiedz: D (v/3 — 1)

Krok 1. Zapisanie liczby odwrotnej.
2
1+v3

Liczbg odwrotna otrzymamy zamieniajgc miejscami licznik z mianownikiem, czyli w tym przypadku bytoby to . Takiej odpowiedzi niestety nie mamy, a to

dlatego, ze musimy jeszcze usuna¢ niewymiernos¢ z mianownika.

Krok 2. Usuniecie niewymiernosci z mianownika
Aby usuna¢ niewymiernos¢ musimy pomnozy¢ licznik oraz mianownik przez doktadnie to samo wyrazenie co w mianowniku, tylko ze zmienionym znakiem.
Pozwoli nam to na skorzystanie ze wzoru skréconego mnozenia (a + b)(a — b) = a? — b% W zwiazku z tym:

2 2.(1-3) 72,2\/57 7272\/§72*2\/§7_ 3 _ _
ESVCANTERY RTRY v i s

o1

Najmniejsza warto$¢ wyrazenia (z — y)(z + y) dla z,y € {2, 3,4} jest réwna:

Odpowiedz: A (—12)
Ze wzoréw skréconego mnozenia wynika, ze:

(z—y)(z+y) =2"—¢

Powinnismy dostrzec, ze aby warto$¢ tego wyrazenia byta jak najmniejsza, to warto$¢  musi by¢ jak najmniejsza, natomiast warto$¢ y jak najwieksza (bo wtedy
duzo odejmiemy). Skoro tak, to najmniejsza warto$¢ osiagniemy dla ¢ = 2 oraz y = 4, a bedzie ona réwna:

22 _42=4-16=-12

o-1po

Laptop kosztowat 15002¢. Jego cene obnizono o 20%, a nastepnie podwyzszono o 20%. Po tych operacjach laptop kosztuje:
Odpowiedz: B (14402z7)

Po obnizce 0 20% laptop kosztowat:

0,8 - 15002 = 12002/

Potem nastapita podwyzka o 20%, wiec teraz laptop kosztuje:

1,2-12002/ = 14402t

SFT

Warto$¢ wyrazenia 3logs2 + 10432 jest rowna:

Odpowiedz: D (4)
Korzystajac z dziatan na potegach mozemy zapisac, ze:

3logs2 + logs32 = log423 + 109432 = l0gs8 + 109432 = loga(8 - 32) = l0gs256

Wiedzac, ze 256 = 16 - 16 = 42 - 42 = 4* mozemy zapisa¢, ze:

1094256 = log 4* = 4
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o1

Najwieksza liczba catkowita spetniajaca nieréwnosé V32— % > 0 jest:
Odpowiedz: B (4)
Krok 1. Rozwigzanie nieréwnosci.

Na wstepie powinnismy zauwazy¢, ze odpowiedzi A oraz C mozemy od razu odrzuci¢, gdyz nie sa to liczby catkowite. Aby poznaé prawidtowa odpowiedz,
musimy rozwigza¢ podana nieréwnos¢:

V2> 3V2>a, 2<3V2

w|8

Krok 2. Wyznaczenie najwiekszej liczby catkowitej spetniajacej nierébwnosc.
Wartos¢ 3v/2 to w przyblizeniu 3 - 1,41 = 4, 23. Nasza niewiadoma & musi by¢ mniejsza od tej wartosci, a skoro tak, to najmniejsza liczba catkowita
spetniajaca nierébwnos¢ bedzie 4.

oo

Suma pierwiastkow rownania z(z? + 16)(z — 11)(z + 12) = 0 wynosi:
Odpowiedz: C (—1)

Krok 1. Rozwigzanie réwnania.
Pierwiastki réwnania to po prostu rozwigzania réwnania. Aby rozwigza¢ podane réwnanie musimy postapic tak jak przy postaci iloczynowej, czyli przyréwnac
wszystkie wartosci w nawiasach oraz przed nawiasem do zera. W zwigzku z tym:

z=0 V 2’4+16=0 VvV z—-11=0 VvV z+12=0,z=0 VvV 2°=-16 V z=11 VvV z=-12

Z drugiego réwnania nie otrzymamy rozwiaza¢, bo nie istnieje jakakolwiek liczba rzeczywista , ktéra podniesiona do kwadratu databy —16. W zwigzku z tym
zostajenamx =0,z = 11 orazz = —12.

Krok 2. Obliczenie sumy pierwiastkéw réwnania.
Suma wszystkich pierwiastkéw réwnania bedzie wiec réwna:

0+11+4(-12) =11-12=—1
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o1

Wykresem funkgji kwadratowej f(z) = —2(z + 3)2 — 4 jest parabola, a osia symetrii tej paraboli jest prosta o réwnaniu:

N

05 SymeJrrii X=p

V

Odpowiedz: B (x = —3)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
O$ symetrii przebiega zawsze przez wierzchotek paraboli. W zwigzku z tym kluczem do sukcesu bedzie poznanie wspdtrzednej p tej paraboli.
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0S Syme'i'rii X=p

V

Krok 2. Wyznaczenie réwnania osi symetrii.
W2z6r funkgji zapisany jest w postaci kanonicznej f(z) = a(z — p)? + g i przyjmuje on wartos¢ f(z) = —2(x + 3)* — 4, czyli tak naprawde
f(z) = —2(z — (—3))% — 4. Teraz bez zadnych watpliwosci widzimy, ze p jest rowne —3, a co za tym idzie - osia symetrii bedzie prosta o réwnaniu ¢ = —3.

o1

Funkga liniowa f(z) = (m — v/2)x + 11 jest rosnaca dla:
Odpowiedz: D (m > v/2)

Funkgja liniowa jest rosnaca wtedy, gdy wspdtczynnik a jest dodatni. W tym przypadku @ = m — V2, zatem:

m—\/§>0,m>\/§
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Zadanie 10 0-1 pkt

Prosta réwnolegta do prostej k : 3z + 2y — 5 = 0, przechodzaca przez punkt P = (2, —5), jest prosta:
Odpowiedz: A(l:y = —3z — 2)

Krok 1. Zapisanie réwnania prostej w postaci kierunkowej.

Prosta k zapisana jest w postaci ogdlnej, a my potrzebujemy postaci kierunkowej y = az + b (bo tylko wtedy bedziemy mogli przyréwnaé wspotczynniki
kierunkowe). Musimy wiec przeksztatci¢ rownanie 3z + 2y — 5 = 0 w taki sposob, aby po lewej stronie byt sam y, a po prawej cata reszta zapisu. Zatem:
5

3
3r+2y—5=0, 2y:—3m+5,y:—§w+§

Krok 2. Ustalenie rownania prostej rownolegte;.
Aby dwie proste byly wzgledem siebie réwnolegte, musza mie¢ jednakowy wspotczynnik kierunkowy. Nasza pierwsza prosta ma wspétczynnik kierunkowy

a=— % wiec prosta réwnolegta bedzie sie wyraza¢ réwnaniem y = f%m +b.
Do petnego wzoru brakuje nam jeszcze obliczenia wspétczynnika b. W tym celu do réwnania y = — %w + b musimy podstawi¢ wspétrzedne punktu P, czyli
T =2orazy = —b:

3 3
y=-gr+b, =5=-2-2+b, ~5=-3+b,b=-2

To oznacza, ze prosta rownolegta wyraza sie rownaniem y = —%z — 2.

Zadanie 11 0-1 pkt

Wierzchotkiem paraboli bedacej wykresem funkgji f(z) = 3z% — 30z + 82 jest punkt:
Odpowiedz: C (W = (5,7))
Wspotrzedne wierzchotka paraboli W= (p;q) mozemy obliczy¢ korzystajac ze wzoréw p = g—: orazq = %. Ze wzoru funkgji odczytujemy wspotczynniki:

a =3, b= —30, c = 82iprzy okazji obliczmy jeszcze delte:

A=10"—4ac=(—30)>—4-3-82 =900 — 984 = —84

Teraz mozemy juz obliczy¢ poszukiwane wspodtrzedne, zaczynajac od p:

(—30) 30
= = =5
p 2.3 p 6 p
Wspdtrzedna g bedzie réwna:
—(—84) 84
= ; Fr =17
1=y 1T 1

Wierzchotkiem paraboli bedzie wiec punkt W = (5; 7).
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Zadanie 12 0-1 pkt

W rosngcym ciggu arytmetycznym spetniony jest warunek as + a7 = 28, wiec:

Odpowiedz: A (a5 = 14)
W tym zadaniu powinnismy dostrzec, ze:

a3 =as—2r, ar = as + 2r

Skoro tak, to:

a3+ a7 = a5 — 2r + as + 2r = 2as

Wiemy, ze suma a3 + a7 = 28, wiec:

2a5 =28, a5 = 14

Zadanie 13 0-1 pkt

Dany jest trzywyrazowy ciag geometryczny (3, 6, 5z + 2). Zatem:
Odpowiedz: B (x = 2)

Korzystajac z zaleznosci dla trzech kolejnych wyrazéw ciggu geometrycznego mozemy zapisac, ze:

a’=ai-a3,6°=3-(be+2), 36 =15c+6, 30 =15z, z =2

Zadanie 14 0-1 pkt

W ciggu liczbowym a,, = (—1)**1. (2"’1 — 1) dlan > 1 suma a5 + aq; jest rowna:

Odpowiedz: D (—1038)

Krok 1. Obliczenie wartosci as oraz ai1.
Chcac obliczy¢ wartos¢ pigtego i jedenastego wyrazu, musimy podstawi¢ do wzoru ciggu odpowiednio n = 5 orazn = 11:

as= (-1 (227 —1), a5 = (-1 (2 - 1), as = (-1)"" - (16 - 1), a5 = (~1) - 15, a5 = —15

a1 = (=17 (2" 1) e = (12T (20~ 1), an = (—1)%- (1024 - 1), ayy = (—1) - 1023, a1 = —1023

Krok 2. Obliczenie sumy as + a11.
Suma tych wyrazow jest wiec rowna:

as +ajl = (—15) -+ (—1023) , a5+ ayn = —1038
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Zadanie 15 0-1 pkt

Zbiorem wartosci funkgji, ktorej wykres przedstawiono na rysunku, jest zbior:

A
Y

34
9.
1-

Odpowiedz: C ((—6, 3))

Zbidr wartosci odczytujemy z osi OY. Widzimy wyraznie, ze funkgja przyjmuje wartosci od —6, az do 3. Ustalmy jeszcze tylko nawiasy. Tutaj najwieksza
putapka jest niezamalowana kropka przy wartosci —6. Owszem, dla argumentu £ = —2 mamy niezamalowana kropke, ale ta funkcja jak najbardziej przyjmuje
warto$¢ chociazby dla @ = —1 czy tez z = 0. Przy wartosci réwnej 3 tego problemu juz nie ma, tutaj nawias bedzie otwarty. Z tego wzgledu zbiorem wartosci
bedzie przedziat (—6, 3).

Zadanie 16 0-1 pkt

Miara kata wewnetrznego wielokata foremnego wynosi 156 °. Ten wielokat, to:
Odpowiedz: C (pietnastokat)
W tym zadaniu musimy skorzystac ze wzoru:

n—2

-180°

Podstawiajac k = 156°, otrzymamy:

156° n—2 ﬁin72
>180°  n ' 180 n

—2
156° = 2= .180°
n

Mnozac na krzyz, otrzymamy:

156n = 180 - (n — 2), 156n = 180n — 360, — 24n = —360, n =15
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Zadanie 17 0-1 pkt

Zaznaczone na rysunku katy «, B,y maja miary:

A . It

Odpowiedz: A (¢« = 60°,8=30",7=30")

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Powinni$my zauwazy¢, ze jeden z bokéw trojkata opiera sie na $rednicy okregu, a to pozwala nam stwierdzi¢, ze caty duzy tréjkat (nazwijmy go ABC) jest
prostokatny.

Krok 2. Obliczenie miary kata o

Zwrdémy uwage, ze trojkat AOB z zaznaczonym katem « jest réwnoboczny, czyli kazdy kat tego trojkata ma miare 60°. Skad to wiemy? Widzimy wyraznie,
ze kazdy bok tego trojkata ma jednakowa dtugos¢ promienia i wiasnie ta obserwacja pozwala nam btyskawicznie wyznaczy¢, ze o = 60°. Teoretycznie
moglibySmy juz zakonczy¢ rozwiazywanie tego zadania (bo pasuje juz tylko jedna odpowiedz), ale sprébujmy jeszcze samodzielnie obliczy¢ pozostate miary
katow.

Krok 3. Obliczenie miar katéw 3 oraz 7.
Skoro kat AC'B ma miare 90°, a kat ACO ma miare 60°, to kat «y bedzie mie¢ miare:
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¥=90"— 60" =30

Tréjkat OBC jest réwnoramienny (ramiona OB oraz OC' maja dtugos¢ réwna promieniowi okregu), a skoro tak, to katy przy boku BC musza mie¢
jednakowa miare. W zwiazku z tym mozemy stwierdzi¢, ze 5 = 30°.

Zadanie 18 0-1 pkt

Pole trapezu réwnoramiennego o wysokosci 5 jest rowne 45. Odcinek taczacy $rodki ramion tego trapezu ma dtugosc:
Odpowiedz: D (9)

Krok 1. Obliczenie sumy dtugosci podstaw trapezu.
Korzystajac ze wzoru na pole trapezu mozemy zapisa¢, ze:

P==-(a+b)-h,45=

| =
| =

-(a+b)-5,9=

| =

-(a+b),a+b=18

Krok 2. Obliczenie dtugosci odcinka taczacego srodki ramion.
Mamy trapez réwnoramienny, wiec odcinek faczacy srodki ramion bedzie réwny potowie sumy podstaw:

18
T2

T , =19

Zadanie 19 0-1 pkt

W trojkacie K LM punkt A lezy na boku KM, a punkt B lezy na boku LM. Odcinek AB jest rownolegty do boku KL oraz |[KL| =9, |KA| = 3,
|AB| = 4 (zobacz rysunek). Odcinek AM ma dtugosé:

M

K 9 L

Odpowiedz: B (2, 4)

Powinni$my dostrzec, ze tréjkaty ABM oraz K LM sa wzgledem siebie podobne (wynika to z cechy kat-kat-kat). Skoro tak, to stosunek odcinka AM
wzgledem AB musi by¢ taki sam jak stosunek odcinka K M wzgledem K L. Jezeli oznaczymy odcinek AM jako z, to otrzymamy:

z+3
9

T
4

Mnozac teraz na krzyz, wyjdzie nam, ze:

9z =4-(x+3),9z=4c+12,5x=12, z=2,4
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Zadanie 20 0-1 pkt

Wartoé¢ wyrazenia (tga — tg?a) - cosa dla kata ostrego o, dla ktérego sina = % Wynosi:
.-l 3
Odpowiedz: C (35)
Krok 1. Obliczenie wartosci cosax.
Z jedynki trygonometrycznej wiemy, ze sin?a + cos?a = 1 w zwigzku z tym podstawiajac wartos¢ sinusa otrzymamy:

2
1 1 /1 4 4
sin’a + cos’a =1, (g) +cosla=1, % +cos’a =1, cos’a = % , cosa = % V. cosa = — % , COsau = 5 V  cosa = 5

Wartos¢ ujemna cosinusa odrzucamy, bo dla katéw ostrych cosinus przyjmuje wartosci dodatnie. Zostaje nam wiec cosa = %.

Krok 2. Obliczenie wartosci tga.
Znamy wartos¢ sinusa oraz cosinusa, zatem mozemy bez problemu obliczy¢ tangensa:

too SO 4 o3 A 353
I8 osa T T T T T

Krok 3. Obliczenie wartosci wyrazenia.
Na koniec musimy podstawi¢ obliczone wartosci do wyrazenia z tresci zadania, otrzymujac:

3 (3\’Y 4 (3 9\ 4 (12 9\ 4 3 4 3
4 4 5 ' \4 16/ 5 * \16 16/ 5 > 16 5 20

Zadanie 21 0-1 pkt

Punkty A = (3, —2) i C = (—2, 3) sa przeciwlegtymi wierzchotkami kwadratu ABC'D. Obwéd tego kwadratu jest réwny:
Odpowiedz: D (20)
Krok 1. Obliczenie dtugosci przekatnej AC.

Z tresci zadania wynika, ze punkty A oraz C sg przeciwlegtymi wierzchotkami kwadratu, a to oznacza, ze odcinek AC jest przekatna tej figury. Korzystajac ze
wzoru na dtugos¢ odcinka mozemy zapisac, ze:

AC| = /(w0 — 24 + (e — ya)?, |AC| = /(-2 = 3) + (38— (-2))?, |AC| = /(-5)2 + 52, |AC| = VE5 1 25, |AC| = V352, |AC| = 5V2

Krok 2. Obliczenie dtugosci boku kwadratu.
Z wiasnosci kwadratow wiemy, ze kwadrat o boku @ ma przekatna o dtugosci aV/2. Skoro wiec nasza przekatna ma dtugosc 5v/2, to:

a\/§:5\/§,a:5

Krok 3. Obliczenie obwodu kwadratu.
Na koniec zostata juz tylko formalnos¢, czyli obliczenie obwodu kwadratu:

Obw =4a, Obw=4-5, Obw = 20

Zadanie 22 0-1 pkt

Objetos¢ szescianu, ktorego suma dtugosci krawedzi jest rowna 72, wynosi:

Odpowiedz: A (216)

Krok 1. Obliczenie dtugosci krawedzi szescianu.
Szescian ma 12 krawedzi. Skoro suma ich dtugosci wynosi 72, to kazda krawedz ma:

124=72,a=6

Krok 2. Obliczenie objetosci szescianu.
Korzystajac ze wzoru na objetos¢ mozemy zapisa¢, ze:

V=d®,V=6,V=216
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Zadanie 23 0-1 pkt

Objetos¢ prostopadtoscianu, ktorego kazda nastepna krawedz jest dwa razy dtuzsza od poprzedniej, wynosi 216. Pole powierzchni tego prostopadtoscianu jest
réwne:

Odpowiedz: B (252)

Krok 1. Wprowadzenie oznaczen do tresci zadania.
Jezeli pierwsza krawedz oznaczymy sobie jako a, to druga zgodnie z trescig zadania bedzie dwa razy wieksza, czyli b = 2a, a kolejna bedzie jeszcze dwa razy
wieksza, czyli ¢ = 4a.

Krok 2. Obliczenie dtugosci krawedzi prostopadtoscianu.
Objetos¢ naszej bryty jest réwna 216, zatem korzystajac ze wzoru na objetos¢ mozemy zapisa¢, ze:

V=a-bc,216=a-2a-4a, 216 =8>, a®>=27, a =3

Skoro a = 3, to zgodnie z wczesniejszymi oznaczeniamib =2 -3 =6 orazc =4 -3 = 12.

Krok 3. Obliczenie pola powierzchni prostopadtoscianu.
Korzystajac ze wzoru na pole powierzchni prostopadto$cianu mozemy zapisac, ze:

P.=2ab+2ac+2bc, P.=2-3-6+2-3-12+2-6-12, P.=36+ 72+ 144, P, = 252
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Zadanie 24 0-1 pkt

Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego o dtugosci d jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem a takim, ze sina = @ Objetosc
tego graniastostupa wyraza sie wzorem:

i ad e /2 13
Odpowiedz: C (‘Td )

Krok 1. Obliczenie miary kata c.

Z tabelki trygonometrycznej musimy odczytac jaka miare przyjmuje kat dla sinusa réwnego @ Spogladajac do tak zwanej matej tabelki widzimy, ze bedzie to
miara 45°.

Krok 2. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Nasz graniastostup jest prawidtowy czworokatny, czyli w podstawie bedzie miat on kwadrat. Sytuacja z tresci zadania bedzie wiec wygladac nastepujaco:
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Zwrodé uwage, ze powstat nam trojkat rownoramienny, w ktorym wysokosé¢ H bedzie miata taka sama dtugos¢ jak przekatna podstawy b. Z wtasnosci
kwadratow wiemy, ze b = av/2, zatem H = a+/2. Dodatkowo przekatna graniastostupa d bedzie V2 razy wieksza od przekatnej podstawy b, czyli

d=av2-V2=2a

Krok 3. Zapisanie objetosci graniastostupa.
Wzér na objetos¢ graniastostupa to w tym przypadku:

V=a*H, V:a2~a\/§,V:a34\/§

Chcac dopasowac sie do odpowiedzi, musimy jeszcze nasz wynik przeksztatcic. Wiedzac, ze d = 2aq, czylize a = %, otrzymamy:

13\° 1 2
V:(Ed) ~\/§,V:§d3-\/§:%d3
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Zadanie 25 0-1 pkt

Na diagramie stupkowym przedstawiono oceny koncowe ucznia.

A

liczba
ocen

1-- .
B - mn
db  bdb cel

ndst dop  dst ocena

Mediana ocen ucznia jest rowna:

Odpowiedz: B (3, 5)
Aby wyznaczy¢ mediane, musimy najpierw dowiedziec sie ile ocen zdobyt nasz uczen. Sumujac wyniki z diagramu otrzymamy informacjg, ze tych ocen jest:

2+6+5+2+1=16

Jest to parzysty wynik, zatem mediana bedzie rowna Sredniej arytmetycznej wartosci Srodkowych wyrazéw. W tym przypadku bedzie to $rednia arytmetyczna
6smej i dziewigtej oceny.

Podczas wyznaczania mediany musimy uporzadkowac wszystkie liczby w ciggu niemalejacym (czyli od najmniejszej do najwigkszej). Nie musimy jednak
wypisywac wszystkich ocen po kolei. Widzimy, ze skoro uczen ma dwie dwdjki i sze$¢ trojek, dsma oceng w tym ciagu jest whasnie trojka, a dziewiata bedzie juz

czworka. W zwiagzku z tym mediana bedzie rowna:

7
—,mzi,m:3,5
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Zadanie 26 0-1 pkt

Mediana zestawu danych: 1,1,2,2,2,4,6,7,9, 11 wynosi 3, 5. Zatem srednia arytmetyczna tego zestawu jest réwna:

Odpowiedz: A (4, 6)

Nasz zestaw sktada sie z 10 liczb. Mediana jest w takim razie $rednig arytmetyczng dwéch srodkowych wyrazéw, czyli piatego i széstego. Na pierwszy rzut oka
wida¢, ze zestaw liczb jest uporzadkowany od najmniejszego do najwigkszego, aczkolwiek musimy by¢ ostrozni, bo nie wiemy przeciez jaka jest wartos¢ x

(réwnie dobrze & moze by¢ najmniejszg lub najwieksza liczba w tym zestawie). Nie mniej jednak widzimy, ze gdyby z przybierat wartos¢ np. réwna 12, to
mediana

Mamy uporzadkowany (od najmniejszej do najwiekszej) zestaw 10 liczb. Pigtym wyrazem jest x, széstym jest 4, a mediana ma by¢ réwna 3, 5, zatem:

+4
$2 =35, 244="7,2=3
To oznacza, ze $rednia arytmetyczna tego zestawu jest rowna:
o 141+2+24344+6+74+9+11 46
sr = 0 ,s’r':ﬁ,s’l’:4,6

Zadanie 27 0-1 pkt

Wyniki dwukrotnego rzutu szescienna kostka do gry zapisujemy jako liczby dwucyfrowe. Prawdopodobienstwo otrzymania liczby podzielnej przez 4 wynosi:
Odpowiedz: B (%)
Krok 1. Ustalenie liczby wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych.

Na kazdej kostce moze wypasc jeden z szesciu wynikdw. Rzucamy niezaleznie dwoma kostkami, zatem liczba wszystkich kombinacji bedzie réwna
[£2] =6-6=36.

Krok 2. Ustalenie liczby zdarzen sprzyjajacych.

Kazda pare wynikdw zapisujemy jako liczbe dwucyfrowa, czyli przyktadowo rzut (1;4) oznacza liczbe 14. Musimy teraz ustali¢, ile otrzymamy wynikow
podzielnych przez 4. Nie ma tutaj prostej metody na wyliczenie tych zdarzen sprzyjajacych, musimy je po prostu wypisac. Nie bedzie to trudne i najlepiej jest to
robi¢ dziesigtkami:

12,16, 24, 32,36, 44, 52,56 , 64

To oznacza, ze 9 przypadkéw spetnia warunki zadania, stad tez mozemy napisaé, ze |A| = 9.

Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.
Prawdopodobienstwo obliczymy korzystajac ze wzoru:

o9 1
TR 36 4

Zadanie 28 0-1 pkt

Rzucamy dwa razy moneta i dwa razy szescienng kostkg do gry. Wyniki zapisujemy w kolejnosci rzutéw: moneta, moneta, kostka, kostka.
Prawdopodobienstwo otrzymania doktadnie dwdch ortéw i tych samych liczb oczek wynosi:

Odpowiedz: A (%)

Krok 1. Ustalenie liczby wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych.
Na kazdej kostce moze wypasc jeden z szesciu wynikdw, a na kazdej monecie jeden z dwoch wynikdw. Zgodnie z reguta mnozenia, liczba wszystkich kombinagji
bedzie wiec réwna [2| =6 -6 -2 -2 = 144.

Krok 2. Ustalenie liczby zdarzen sprzyjajacych.
Chcemy otrzymac jednakowe wyniki na kostkach i dwa orty, zatem interesujacymi nas kombinacjami beda

(0,0,1,1);(0,0,2,2);(0,0,3,3) , (0,0,4,4);(0,0,5,5); (0, 0,6,6)

Warunki zadania spetnia 6 przypadkoéw, stad tez mozemy napisa¢, ze |A| = 6.
Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.
Prawdopodobienstwo obliczymy korzystajac ze wzoru:

46 o

W=1o "1~ =

matematix.pl - Matura probna z matematyki (poziom podstawowy) - Operon 2021 16/ 23



Zadanie 29 0-2 pkt

Rozwiaz nieréwnos¢ (z — 1)? < %

2—Ve 2+VG
2 2

Odpowiedz: \(x\in\langle\frac{2

Krok 1. Zapisanie nieréwnosci w postaci ogéinej.

Rozwiagzywanie zadania musimy zaczac od przeksztatcenia zapisu nieréwnosci. Po pierwsze, musimy przenies¢ % na lewa strone (tak aby po prawej stronie
zostato 0). Po drugie, musimy wykona¢ potegowanie zgodnie ze wzorem skroconego mnozenia (a — b)? = a2 — 2ab + b2 Catoé¢ bedzie wyglada¢
nastepujaco:

(-1, @1 -

| w

3 1
307x272x+175§0,w272w75§0 /v2,2$274z71§0

Mnozenie obydwu stron przez 2 nie jest konieczne (na koniec uzyskamy te same wyniki), ale dzieki temu nie bedziemy miec juz utamkéw w dalszej czesci
obliczen.

Krok 2. Obliczenie miejsc zerowych wielomianu.
Teraz mozemy przystapi¢ do obliczenia miejsc zerowych.
Wspdtczynniki:a = 2, b= —4, ¢ = —1

A= —dac=(-4)>—4.2-(-1)=16— (—8) =24, VA=+v24=v4-6 =26

b+ VA () +2v6 4+2v6  2+46
2a 2.2 4 2 T Ty T 2.2 T 1 T T2

_b-VA (426 4-26 _ 2-6

T =

Krok 3. Szkicowanie wykresu paraboli.
Otrzymane miejsca zerowe zaznaczamy na osi liczbowej i przystepujemy do rysowania paraboli. Parabola bedzie mie¢ ramiona skierowane do géry, bo
wspotczynnik a jest dodatni, zatem:

2—VG 2+VG
2 2

Krok 4. Odczytanie rozwiazania.
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Interesuja nas miejsca w ktérych funkgja przyjmuje wartosci mniejsze lub rowne zera. Patrzymy sie zatem co znajduje sie pod osig lub na osi i widzimy, ze

rozwigzaniem tej nieréwnosci bedzie w takim razie przedziat x € (#; 23—‘/6>

Zadanie 30 0-2 pkt

Uzasadnij, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n liczba 41 — 3"+2 - 4" — 3" jest podzielna przez 5.

Odpowiedz: Wykazano wylaczajac

Aby udowodni¢, ze ta liczba jest podzielna przez 5, musimy caty zapis do postaci w ktorej bedziemy mie¢ 5 pomnozone przez jakas liczbe catkowitg. W tym
celu trzeba przeksztatci¢ zapis wytaczajgc wspdlne czynniki przed nawias np. w taki oto sposéb:

gt o3t 3= =4 (414 1) 3" (3% + 1) =, =4"-5-3".10=, =5-(4"-3"-2)

Wiedzac, ze n jest liczba naturalng mozemy by¢ pewni, ze zapis 4" — 3" - 2 jest liczba catkowita. To oznacza, ze podana liczba dzieli sie przez 5, a wynikiem tego
dzielenia bedzie to, co znalazto sie w nawiasie, czyli 4" — 3™ - 2.

Zadanie 31 0-2 pkt

Suma szesciu poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego wynosi 72, a szdsty wyraz tego ciggu jest rowny 22. Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu.

Odpowiedz: a; = 2

W tym zadaniu musimy skorzysta¢ wzoru na sume n-poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego S, = % - n. Podstawiajgc do tego wzoru n = 6,
otrzymamy:
22 22
Sg = ‘“;aﬁ -6, 72:%-6, 12:%, U=a,+22,a,=2
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Zadanie 32 0-2 pkt

Oblicz miary katéw rownolegtoboku o bokach dtugosci 5 i 12 oraz o polu réwnym 30.

30°

Odpowiedz: \(30°, 30°, 150°, 15

Krok 1. Obliczenie wartosci sina.
W tym zadaniu pomoze nam wzér na pole rownolegtoboku z sinusem, czyli:

P=a-b-sina

Podstawiajac do niego dane z tresci zadania, otrzymamy:

30:5~12-sina,30:60~sina,sina:%

Krok 2. Wyznaczenie miar katow réwnolegtoboku.
Z tablic trygonometrycznych (mozemy skorzystac¢ nawet z tak zwanej matej tabelki) odczytujemy, ze sinus przyjmuje wartos¢ % dla kata o mierze 30°.

Suma katéw przy jednym ramieniu réwnolegtoboku jest zawsze réwna 180°. Skoro wiec ostry kat tej figury ma miare 30°, to rozwarty kat bedzie mie¢ miare:

180° —30° =150°

150° 30
230’ 150°

To oznacza, ze nasz réwnolegtobok ma katy o mierze 30°,30°,150°,150°.
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Zadanie 33 0-2 pkt

Przekatna AC rombu ABCD o wierzchotkach A(—7,2), B(5, —3) ma dtugos¢ 24. Oblicz dtugo$¢ przekatnej BD tego rombu.

D C
12

> 15

A 15 B

Odpowiedz: |[BD| = 10

Krok 1. Obliczenie dtugosci boku AB.
Znamy wspdtrzedne wierzchotkdéw punktow A oraz B, zatem korzystajac ze wzoru na dtugosé odcinka mozemy zapisad, ze:

AB| = /(25— 242 + (s — 94, |AB| = /(5 — (-7))2 + (-3 202, |AB| = /12’ + (-5)°, |AB| = VI#d 1 35, |AB| = V169, |AB| = 13

Krok 2. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Przekatne rombu przecinaja sie w potowie swojej dtugosci i w dodatku pod katem prostym. Bedziemy wiec zatem taka oto sytuacje:

12

2 15

A 15 5

Krok 3. Obliczenie dtugosci przekatnej BD.
Na rysunku pomocniczym powstat nam trojkat prostokatny, zatem z pomoca przyjdzie nam Twierdzenie Pitagorasa:

|AS|2+ |BS|* = |ABJ?, 12+ |BS|* =132, 144 + |BS|* =169, |BS|*=25, |[BS|=5 Vv |BS|=-5

Ujemny wynik oczywiécie odrzucamy, zatem zostaje nam | BS| = 5, co oznacza, ze poszukiwany odcinek BD ma dtugo$¢ dwa razy wieksza, czyli
|[BD| =2-5=10.
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Zadanie 34 0-3 pkt

Krawedzie prostopadtoscianu wychodzace z jednego wierzchotka maja dtugosci bedace kolejnymi liczbami nieparzystymi. Suma dtugosci wszystkich krawedzi
tego prostopadtoscianu wynosi 60. Oblicz objetosc i pole powierzchni tej bryty.

Odpowiedz: V' = 105 oraz \(P_{

Krok 1. Obliczenie dtugosci krawedzi prostopadtoscianu.
Trzy kolejne liczby nieparzyste mozemy zapisac jako:

| krawedz: 2n + 1

Il krawedz: 2n + 3

Il krawedz: 2n + 5

W prostopadtoscianie kazda z krawedzi wystepuje czterokrotnie, a skoro suma dtugosci tych krawedzi jest réwna 60, to:

4-2n+1+2n+3+2n+5)=60,4-(6n+9) =60, 24n+36=60,24n =24, n=1

Otrzymany wynik postuzy nam teraz do wyznaczenia konkretnych dtugosci krawedzi prostopadtoscianu. Podstawiajac n = 1 do zapisanych wczesniej wyrazen,
otrzymamy:

To oznacza, ze:

I krawedz2-14+1=24+1=3

Ilkrawedz2-1+3=243=5

IlkrawedZz:2-1+5=2+5=7

Krok 2. Obliczenie objetosci prostopadtoscianu.
Znajac dtugosci krawedzi mozemy bez problemu obliczy¢ objetosc tej bryty:

V=abc,V=3-5-7T,V=105

Krok 3. Obliczenie pola powierzchni prostopadtoscianu.
Musimy jeszcze obliczy¢ pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu, zatem korzystajac ze wzoru na to pole mozemy zapisac, ze:

P.=2.(ab+ac+bc), ,=2-(3-5+3-7+5-7), P,=2-(15+21+35), P.=2.71, P, = 142

matematix.pl - Matura probna z matematyki (poziom podstawowy) - Operon 2021 21/23



Zadanie 35 0-4 pkt

Funkgja kwadratowa f(z) = az? + bz + ¢ ma dwa miejsca zerowe x; = 72% i 5 = 1. Wykres funkgji f przechodzi przez punkt A(—3, 8). Wyznacz
najmniejsza wartos¢ funkdji f.

N

/’ V\/:(P;q)
TW b@dZie nojmniejsz.o
WartoSE +unkceji

Odpowiedz: ¢ = —121

Krok 1. Zapisanie wzoru funkgcji w postaci iloczynowe;.
Znamy dwa miejsca zerowe, wiec mozemy przystapic¢ do zapisania funkcji w postaci iloczynowej. Dla przypomnienia, postac iloczynowa wyglada nastepujaco:

y=a(z —z1)(z — 22)

Podstawiajac teraz podane miejsca zerowe otrzymamy:

y:a(w—s—Qé)(m—l),8:a~<—3+2%)(—3—1),8:a-<—%>~(—4),8:2a,a:4

To oznacza, ze nasza funkcja wyraza sie wzorem:

y:4<w+2%>(w—l)

Krok 2. Zapisanie wzoru funkgji w postaci ogélnej.
Chcemy teraz zapisa¢ wzor funkgji w postaci ogélnej (umozliwi nam to potem poznanie najmniejszej wartosci funkgji). W tym celu musimy wymnozy¢ przez
siebie nawiasy i uporzadkowac zapis:

1
y:4(m+25)(x—1),y:(4a:+10)(w—1),y:4x2—4m+10z—10,y:4m2+6w—10
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Krok 3. Wyznaczenie najmniejszej wartosci funkgji f.

Wykres naszej funkgji jest parabola, ktéra ma ramiona skierowane do géry (bo wspdtczynnik a = 4). Skoro tak, to swoja najmniejsza wartos¢ ta funkcja bedzie
przyjmowac w wierzchotku:

N

/’ V\/:(P;q)
TW b@dZI€ nojmniejsz.o
WartoSE +unkei

Nas interesuje poznanie najmniejszej wartosci, czyli szukamy wartosci wspotrzednej g. Korzystajac zatem ze wzoru na ta wspdtrzedng mozemy zapisac, ze:

A b? — dac 62—4-4.(-10 36 + 160 196 1
o Bode) (@ -44(10) o (364160) 4= 12l

1= 734> 4a 4.4 6 1T 16 2

Tak na marginesie, mozna tez bytoby obliczy¢ wartos¢ wspotrzednej p (ja sie wylicza nieco szybciej), a nastepnie mozna bytoby sprawdzi¢ jaka wartos¢
przyjmuje funkgja dla tego argumentu. Wspdtrzedna p obliczylibySmy w nastepujacy sposéb:

- 6 6 3
P=g P9 P P="7
| teraz podstawiajac warto$¢ & = f% do wzoru y = 4x2 4 6z — 10, otrzymalibyémy:

=4 3 2+6 3 10 =4 9+6 3 10 *9+ 18 10 _9 10 = 121
q= 1 1 y 4= 16 1 ’q_Z vy y 4= n y 4= 1
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