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Klucz odpowiedzi i rozwigzania — Matura probna z matematyki (poziom podstawowy) - Operon
2020

Opracowanie Matematix.pl na podstawie rozwigzan zadan w serwisie — nie jest to oficjalny dokument CKE ani wydawnictwa. Zadania i rozwigzania online: matematix.pl. Wygenerowano
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Odpowiedzi do zadan zamknietych

Zadanie Odpowiedz Pkt
1 A(3) 1
2 B (2) 1
3 D (b=1,5a) 1
4 c(2 !
5 A (v/5) 1
6 Cla+b) 1
7 D (9cm) !
8 B ((10 + 2v/5)em) 1
9 D (29°) 1
10 B (20) 1
11 D (f(z) = 2" +1) 1
12 Ba<0ib>0) 1
13 C(2,5) 1
14 A (243 1
15 C(-33) 1
16 B (an =8 — 3n) 1
17 D (4) 1
18 A ((—6,5)\{—1}) 1
19 Cim=1) 1
20 D (f(z) = —(z +2)(z — 4)) 1
21 c®) !
22 B (4v/2¢m) 1
23 D (szesciokat) 1
24 C (2w cm) !
25 B (8) 1

Rozwiazania krok po kroku

g

1\-1
=) —5

Liczba odwrotng do liczby 272 jest:
) -

_ (2
3
Odpowiedz: A (%)

Na poczatku musimy obliczy¢ warto$¢ naszej liczby. Korzystajac z dziatan na potegach mozemy zapisac, ze:

(3) -5 2-5 _ -3 _ =3 _-3
2

2

Musimy jeszcze podac liczbe odwrotna do liczby %, a wiec poszukiwana liczbg bedzie 3.

Przedziat liczbowy (2, 7) jest iloczynem zbioru A = (m; 00) i zbioru B = (—3,7) dla m réwnego:

Odpowiedz: B (2)

lloczyn zbioréw to zbior, ktory zawiera elementy znajdujace sie jednocze$nie w jednym i drugim zbiorze. Skoro iloczynem zbioréw jest przedziat (2, 7), to mozemy
wywnioskowag, ze ten przedziat musi znalez¢ sie zaréwno w zbiorze A jak i B. Aby tak sie stato, to m musi by¢ réwne 2.
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Liczba dodatnia a jest zapisana w postaci utamka zwyktego. Licznik tego utamka zwiekszono

0 20%, a jego mianownik zmniejszono o 20%. Otrzymano w ten sposéb liczbe b, taka, ze:

Odpowiedz: D (b = 1, 5a)

Liczbe a mozemy zapisac jako a = % Skoro licznik mamy zwiekszy¢ o 20%, a mianownik zmniejszy¢ o 20%, to w liczniku bedziemy mie¢ 1, 2z, a w mianowniku

0, 8y. To oznacza, ze:

1,2 1,2

b

z
0,8y 0,8 y

1

W rozwinieciu dziesietnym utamka % na setnym miejscu po przecinku stoi cyfra:
Odpowiedz: C (2)
Aby poznac rozwiniecie dziesietne utamka % wystarczy na kalkulatorze podzieli¢ 5 przez 7, dzieki czemu otrzymamy:

; =0,714285714285... = 0, (714285)

Kluczem do sukcesu jest tutaj dostrzezenie, ze pojawia nam sie tak zwany okres utamka, czyli 714285. Kazde kolejne sze$¢ cyfr po przecinku bedzie wygladac tak
samo. Jak wiec bedzie wygladac ta setna cyfra? Mozemy to przeanalizowac krok po kroku np. w taki oto sposob:

Szbsta cyfrato 5

Dwunasta cyfra to 5

Szedcdziesiata cyfra to 5

Dziewiecdziesigta szésta cyfra to 5
Dziewiecdziesigta siodma cyfra to 7
Dziewiecdziesigta 6sma cyfra to 1
Dziewiecdziesigta dziewiata cyfra to 4
Setna cyfra to 2

o1 pi

Warto$¢ wyrazenia |8 — 44/5] — (3v/5 — 8) jest réwna:
Odpowiedz: A (\/5)

Krok 1. Ustalenie w jaki sposéb opusci¢ wartos¢ bezwzgledna.
Kluczowym problemem w tym zadaniu jest opuszczenie wartosci bezwzglednej. Aby to zrobi¢, musimy ustali¢ czy pod wartoscig bezwzgledna mamy liczbe dodatnia,
czy ujemna. Wiemy, ze /5 & 2,24, wiec 4v/5 ~ 8,96. W zwiazku z tym mozemy by¢ pewni, ze 8 — 44/5 daje wynik ujemny.

Ujemny wynik oznacza, ze opuszczajac wartos¢ bezwzgledna, musimy zmieni¢ wszystkie znaki na przeciwne.

Krok 2. Obliczenie warto$ci wyrazenia.
Po przeanalizowaniu wartosci bezwzglednej mozemy zapisac, ze:

|8 —4v5| — (3v5—8) = —(8 —4v5) — (3V5—8) = -8+ 4v5-3V5+8=+5

o1

Jezeli logh = a ilog3 = b, to loglh jest réwny:
Odpowiedz: C (a + b)

Na poczatku rozwiejmy wszelkie watpliwosci - skoro logarytmy nie maja podanej podstawy, to znaczy ze ta podstawa jest réwna 10. Dla nas w tym momencie
najwazniejsze jest to, ze zaréwno liczba a jak i b maja w takim razie ta sama podstawe, co pozwoli nam za chwile wykorzysta¢ dziatania na logarytmach.

Korzystajac ze wzoru na sume logarytméw log,(z - y) = log,x + log,y powinnismy zauwazy¢, ze:

logl5 = log(5 - 3) = logb + log3

To oznacza, Ze pasujaca odpowiedzig bedzie a + b.
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Stosunek pol dwéch tréjkatow rownobocznych wynosi 5, a dtugosc boku wiekszego trojkata jest rowna 12cm. Mniejszy trojkat ma bok dtugosci:

Odpowiedz: D (9cm)

Krok 1. Obliczenie skali podobienstwa.
Z whasnoéci figur podobnych wiemy, ze jesli dwie figury sa podobne wzgledem siebie w skali k, to stosunek pdl powierzchni jest réwny k2. Z treéci zadania wynika,
ze stosunek pdl jest rowny 1—96, zatem:

9 3 3
2 = — = ——
K=1g k=7 V k=—7

Skala podobienstwa musi by¢ dodatnia, wiec zostaje nam k = %

Krok 2. Obliczenie dtugosci boku mniejszego tréjkata.
Dtugos¢ boku wiekszego trojkata jest rowna 12¢cm, zatem dhugosé boku mniejszego tréjkata bedzie réwna k - 12¢m, czyli % -12e¢m = 9cem.
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Punkt S jest $rodkiem boku kwadratu ABCD, a dtugo$¢ odcinka AS wynosi 5em. Obwod trojkata ADS jest rowny:

D C

A B

Odpowiedz: B ((10 + 2v/5)cm)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Zaktadajac, ze odcinek SB ma dtugos¢ z, to nasz bok AD bedzie mie¢ dtugos$é¢ 2z. Dodatkowo warto zauwazy¢, ze tréjkat AD.S jest rbwnoramienny, ktorego dwa
ramiona maja dtugos¢ po 5em.

2X S

Do obliczenia obwodu brakuje nam dtugosci dtugosci podstawy trojkata, czyli dtugosci boku AD.
Krok 2. Obliczenie dtugosci podstawy trojkata ADS.

Wysokos¢ dzieli nam podstawe tréjkata na dwie réwne czesci i whasnie to pozwoli nam obliczy¢ brakujaca dtugo$¢ odcinka AD. Korzystajac z Twierdzenia Pitagorasa
mozemy zapisac¢, ze:

w2+(2z)2:52,w2+4ac2:25,5352:25,3&2:5,96:\/3 v z=-V5

Ujemna dtugo$¢ oczywiscie odrzucamy, zatem zostaje nam z = /5.
Podstawa AD ma dtugoé¢ 2z, zatem bedzie ona mie¢ dtugos¢ |AD| = 2v/5¢em.

Krok 3. Obliczenie dtugosci obwodu.
Na koniec zostata juz tylko formalnos¢, czyli obliczenie obwodu. Dodajac do siebie dtugosci wszystkich bokéw tréjkata ADS otrzymamy:

5em + 5em + 2v/5em = (10 + 2v/5)em
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Prosta AB jest styczna w punkcie B do okregu o $rodku O (patrz rysunek).

Miara kata ACB jest réwna:
Odpowiedz: D (29°)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Kluczem do sukcesu bedzie dorysowanie promienia OB, ktory zgodnie z whasno$ciami stycznych do okregu, bedzie tworzyt ze styczna kat prosty:

Krok 2. Obliczenie miary kata AOB.
Spojrzmy na tréjkat ABO. Znamy tutaj miary dwoch katow, zatem trzeci brakujacy kat bedzie miat miare:

|<AOB| = 180" — 90" — 32" = 58"

Krok 3. Obliczenie miary kata BOC.
Kat AOB oraz kat BOC to katy przylegte, zatem taczna ich miara jest rowna 180°. Skoro tak, to:

|<BOC| = 180" — 58° = 122°

Krok 4. Obliczenie miary kata AC'B.
Spéjrzmy na tréjkat BCO. Jest to trojkat rébwnoramienny, poniewaz ramiona BO oraz C'O maja dtugos$¢ promienia. Z wiasnosci takich tréjkatéw wiemy, ze katy
przy podstawie maja jednakowa miare. Skoro wiec kat miedzy ramionami ma miare 122°, to na dwa katy przy podstawie zostanie nam:

180° —122° =58~

Katy przy podstawie maja mie¢ réwna miare, zatem kat BCO (czyli AC'B), ma miare:
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|<ACB| =58°:2=29°

Zadanie 10 0-1 pkt

Punkty A = (1,2) i B = (—3,5) sa dwoma wierzchotkami kwadratu ABCD. Obwdd tego kwadratu jest réwny:
Odpowiedz: B (20)

Krok 1. Obliczenie dtugosci boku AB.
Korzystajac ze wzoru na dtugos¢ odcinka w uktadzie wspotrzednych, mozemy bez problemu obliczy¢ dtugosé odcinka AB.

AB| = /(25— 24 + (ys — ya)?, [AB| = /(-3 — 1)+ (5 - 2)2, |AB| = /(~4) + 8, |AB| = VI6 9, |AB| = V25, |AB| =5

Krok 2. Obliczenie obwodu kwadratu.
Co prawda nie jest zbyt dobrze sprecyzowane, czy wierzchotki A oraz B tworza jeden bok kwadratu, czy tez moze przekatna, ale po nazewnictwie figury mozemy
wywnioskowag, ze wierzchotki A oraz B sg obok siebie, wiec stanowig one bok kwadratu. Skoro tak, to obwdd kwadratu bedzie rowny:

Obw=4-5, Obw = 20

Zadanie 11 0-1 pkt

Wartosci ujemnych nie przyjmuje funkgja f okreslona wzorem:
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Odpowiedz: D (f(z) = 2® + 1)

Powinnismy kojarzy¢, ze funkgja f(x) = x? przyjmuje tylko wartosci dodatnie lub réwne zero. Wynika to oczywiscie z tego, ze kazda liczba rzeczywista podniesiona

do kwadratu przyjmuje wartos$¢ dodatnig lub réwng zero.

Jezeli przyjrzymy sie podanym funkgiom, to zauwazymy, ze kazda z nich jest pewnym przeksztatceniem funkgji f(z) = z2 Funkgja, ktdra nie przyjmie wartosci
ujemnych bedzie wiec na pewno f(z) = % + 1, bowiem jest to nasza standardowa funkgja f(z) = @2, ktdra jest jeszcze podniesiona o jedna jednostke do géry. Ta

funkcja bedzie wiec na pewno przyjmowac jedynie wartosci dodatnie.
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Zadanie 12 0-1 pkt

Prosta bedaca wykresem funkdi f(z) = ax + b przechodzi tylko przez I, I1 i IV éwiartke uktadu wspétrzednych. Wynika stad, ze:

A

Odpowiedz: B (a < 0ib > 0)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Narysujmy dowolna funkcje liniowa, ktéra przechodzitaby przez wskazane ¢wiartki:
A

o

Krok 2. Ustalenie wartosci wspotczynnikow a oraz b.
Z rysunku wynika, Ze nasza prosta musi by¢ malejaca, czyli jej wspotczynnik kierunkowy a musi by¢ ujemny. Dodatkowo widzimy, ze prosta przecina o$ OY dla
dodatnich wartosci, wiec tym samym wspétczynnik b bedzie dodatni.

To oznacza, zea < 0ib > 0.
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Zadanie 13 0-1 pkt

Wspdlnym pierwiastkiem réwnania 3z(z + %)(2;1: —5) = 0 oraz réwnania gz;g = 0 jest liczba:

Odpowiedz: C (2, 5)
Krok 1. Rozwigzanie pierwszego réwnania.

Na poczatek rozwigzmy pierwsze réwnanie. Traktujemy je tak samo jak réwnanie w postaci iloczynowej, czyli przyréwnujemy odpowiednie wartosci do zera:

2 2 2
3xr=0 V z+§:0 vV 2¢—-5=0,z=0 V z:—g V 2x=5,xz=0 V a::—g vV x=2,5

Krok 2. Rozwigzanie drugiego réwnania.
Jest to przyktad réwnania wymiernego w ktérym niewiadoma x pojawia sie w mianowniku utamka, zatem zanim zaczniemy liczy¢, musimy zapisac zatozenia. Z racji
tego, iz na matematyce nie istnieje dzielenie przez zero, to mianownik musi by¢ rézny od zera, wiec:

2
31‘-&-27&0,3337&—2,9:76—5

Dopiero teraz mozemy przystapi¢ do obliczen, a zaczniemy standardowo od wymnozenia obydwu stron przez wartos$¢ z mianownika:

2z —5
3x+2

=0 /~(3m+2),2z—5:0,2w:5,m:2,5

Otrzymane rozwigzanie nie wyklucza sie z zatozeniami, wiec mozemy uznad, ze rozwigzaniem tego réwnania jest x = 2, 5.

Krok 3. Ustalenie wspdlnych rozwigzan.
Wspolny pierwiastek to tak naprawde wspdlne rozwigzanie jednego i drugiego réwnania. Widzimy, ze takim rozwigzaniem jest jedynie x = 2,5 i to bedzie
poszukiwana przez nas odpowiedz.

Zadanie 14 0-1 pkt

Jezeli sinus kata ostrego a wynosi 25£ to wartos¢ tangensa kata ostrego « jest réwna:

Odpowiedz: A (2‘1—;@)

Krok 1. Obliczenie wartosci cosinusa.
Korzystajac z jedynki trygonometrycznej mozemy zapisac, ze:

2v/3 1
T cosa =4l — V cosa= —\| ==

2
20 =1 4_3 20 =1 E 20 =1 2, — 2
+cos‘a=1, +cos‘a=1, 5+cosa7 yeosTa = oo 55 %5

sin*a + cos’a = 1 R ( )

Wartos$¢ ujemna odrzucamy, bo cosinus dla katéw ostrych przyjmuje wartosci dodatnie, zatem zostaje nam cosa = 4/ % co mozemy jeszcze zapisac jako
cosa = @ .
Krok 2. Obliczenie wartosci tangensa.

. . __ sina
Wiedzac, ze tga = o

mozemy zapisac, ze:

2/3 23 VI3 23 5 2V3 23 V13 2v/39
tgo = ,tgo = —— 1 — J tga = —— - —— , tga = —— , tga = — , tga =
@ 5 5 5 /13 V13 V13-/13 13
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Zadanie 15 0-1 pkt

Trzecim wyrazem ciggu geometrycznego jest liczba 3, a szostym jest liczba —24. Suma czterech poczatkowych wyrazéw tego ciggu wynosi:

Odpowiedz: C (—33)

Krok 1. Obliczenie ilorazu ciagu geometrycznego.
Do zadania mozna podejs¢ na kilka sposoboéw, ale najprosciej bedzie skorzystac z wtasnosci ciggdéw geometrycznych. Powinnismy dostrzec, ze a3 - q - q - ¢ = ag, czyli
ze a3 - ¢° = ag. Podstawiajac teraz informacje z treci zadania, otrzymamy:

a3 ¢ =ag,3-¢"=-24,¢*=-8, ¢g= -2

Krok 2. Obliczenie wartosci pierwszego wyrazu.
Znajac warto$¢ trzeciego wyrazu oraz iloraz ciggu mozemy obliczy¢ wartos¢ pierwszego wyrazu.

‘132111'(1273:‘11'(*2)273:%'4,&1:%

Krok 3. Obliczenie sumy czterech pierwszych wyrazéw.
Kiedy znamy juz warto$¢ pierwszego wyrazu i ilorazu ciggu, mozemy bez problemu obliczy¢ sume czterech pierwszych wyrazéw ciggu, korzystajac z nastepujacego
wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw:

-15
g Sa=

1-16

3 7S4:

. (_5) ) Sy

N9V
|
Il
Il
|
w
|

Zadanie 16 0-1 pkt

Jesli nieskonczony ciag (ax) jest ciagiem arytmetycznym, w ktérym aq = 5 i réznica r = —3, to:

Odpowiedz: B (a, = 8 — 3n)

Nasze zadanie polega tak naprawde na zapisanie wzoru tego ciaggu arytmetycznego. W tym celu wystarczy skorzystac skorzystac ze wzoru na m-ty wyraz ciggu
arytmetycznego i podstawi¢ do niego a; = 5 orazr = —3:

an=a1+n—-1)r,a,=5+Mn—-1)-(-3),a,=5-3n+3,a,=8—-3n

Zadanie 17 0-1 pkt

Najwieksza liczba naturalna, ktéra nie spetnia nieréwnosci 320 — 248 . 2 4 8 . 423 < (644)2,jest liczba:
Odpowiedz: D (4)

Powinniémy zauwazy¢, ze wszystkie liczby z tej nierdwnosci maja co$ wspdlnego z dwdjka, bowiem 32 = 25, 8 = 23, 42 oraz 64 = 2. Korzystajac teraz z dziatan na
potegach, cata nierébwnosé mozemy zapisac jako:

3210_248,$+8.423§(644)27 (25)10_248,$+23.(22)23§((26)4)2,250_248.$+23'246§248’ 250 _ 948 4 4 949 < 48 /:248’22_$+21§1

Zwrdé uwage, ze w ostatnim przeksztatceniu musielismy zmieni¢ znak nieréwnosci na przeciwny (a to dlatego, ze dzielilismy przez liczbe ujemna —1).

Otrzymaliémy informacje, ze * > 5. To oznacza, ze najwieksza liczba naturalna, ktéra nie spetnia tej nieréwnosci bedzie 4.
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Zadanie 18 0-1 pkt

Na rysunku przedstawiono wykres funkdji f.

Dziedzing funkgji f jest:
Odpowiedz: A ((—6,5)\{—1})

Dziedzine funkgji odczytujemy z osi OX. Na pierwszy rzut oka wida¢, ze funkgja przyjmuje wartosci dla argumentéw od —6 (wkacznie z —6, bo kropka jest
zamalowana) do 5 (ale bez 5, bo kropka jest niezamalowana). Musimy jednak jeszcze wzig¢ pod uwageg, ze dla argumentu & = —1 ta funkdja nie przyjmuje zadnych
wartosci. Z tego tez wzgledu dziedzing funkgji bedzie (—6, 5)\{—1}.

Zadanie 19 0-1 pkt

Proste o réwnaniach y = (2m + 1)z — 4 iy = (6 — 3m)x + 4 sa réwnolegte wtedy, gdy:
Odpowiedz: C (m = 1)

Aby dwie proste byty wzgledem siebie rownolegte, to musza mie¢ jednakowy wspétczynnik kierunkowy. Skoro tak, to musimy rozwigzac nastepujace réwnanie:

2m+1=6—-3m,5m=5, m=1

To oznacza, ze te dwie proste beda wzgledem siebie réwnolegte tylko wtedy, gdy m = 1.

o1

Funkgja kwadratowa, ktdrej miejscami zerowymi sa liczby —2 i 4 oraz do ktérej nalezy punkt o wspétrzednych (0, 8), jest okreslona wzorem:
Odpowiedz: D (f(z) = —(z + 2)(z — 4))

Postac iloczynowa opisujemy wzorem f(z) = a(z — @;)(x — x»), gdzie z; oraz x5 to miejsca zerowe funkgji. Podstawmy zatem do tej postaci te dwa miejsca, ktore
sg podane w tresci zadania:

f@) =a(z = (=2))(z - 4), f(z) = a(z +2)(z —4)

Musimy jeszcze poznac brakujacy wspotczynnik a. W tym celu do wyznaczonej postaci musimy podstawi¢ wspdtrzedne punktu, ktéry do tej funkdji nalezy, czyli
punktu (0, 8). Otrzymamy zatem:

8=a(0+2)(0—-4),8=0a-2-(—4),8=—-8a,a=-1

To oznacza, ze poszukiwanym wzorem funkdji kwadratowej bedzie f(z) = —1- (z + 2)(z — 4), czyli f(z) = —(z + 2)(z — 4)
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Zadanie 21 0-1 pkt

W turnieju bilardowym, w ktérym zawodnicy grali kazdy z kazdym, rozegrano 28 partii. Liczba zawodnikéw biorgcych udziat w tym turnieju wynosi:

Odpowiedz: C (8)

Krok 1. Przeanalizowanie sytuadji.

Kluczem do sukcesu jest dobre przeanalizowanie tej sytuagji. Zatézmy, ze mamy 5 zawodnikéw. W takiej sytuadji pierwszym graczem meczu moze by¢ wiasnie jedna
z tych pieciu 0séb, a drugim graczem bedzie jedna z czterech pozostatych. GdybySmy wiec zastosowali tutaj regute mnozenia, to wysztoby nam, ze mamy

5 - 4 = 20 partii. Musimy jeszcze wzig¢ poprawke na to, ze liczac w ten sposob, kazda partie policzymy dwukrotnie, bo policzymy osobno zdarzenie np. (2;5) jak i
(5;2), a to bedzie przeciez ta sama partia, z tymi samymi zawodnikami. Z tego tez wzgledu ostateczna liczba partii jest dwa razy mniejsza, niz to co wyjdzie nam w
regule mnozenia.

Krok 2. Zapisanie réwnania.
To teraz analogicznie, sprobujmy podejs¢ do rozwigzania zadania. Mamy n zawodnikéw, a kazdy z nich moze zagra¢ mecz zn — 1 przeciwnikéw (bo nie zagra sam
ze soba, tylko ze wszystkimi pozostatymi). Chcemy, by partie byly unikalne, wiec mozemy zapisac, ze:

n-(n—1)

5 =28, n-(n—1)=56,n —n=56,n —n—-56=0

Krok 3. Rozwigzanie powstatego réwnania kwadratowego.
Wspdtezynnikia = 1, b = —1, ¢ = —56

A= —dac=(-1)>—4-1-(-56)=1—(—224) =225, VA=+225=15

g o hEVA (115 1415 16
™ - - TThmE Ty T T 21 T T2 T2 T

Ujemny wynik odrzucamy, wiec zostaje nam n = 8. To oznacza, ze w turnieju zagrato 8 zawodnikéw.

Zadanie 22 0-1 pkt

W tréjkacie ABC o polu rownym 10em? dtugosé boku AB wynosi 5em, a kat przy wierzchotku A ma miare 45°. Dtugos¢ boku AC jest rowna:
Odpowiedz: B (4\/§cm)

W tym zadaniu mozemy skorzystac ze wzoru na "pole tréjkata z sinusem®, czyli P = %ab - sina, gdzie a = 5ecm, natomiast b to dtugo$é poszukiwanego boku AC

. Wiedzac, ze sindb” = 4 otrzymamy:

2 — -2 2
,20:5b~§,40:5b~\/2,8:b~\/§,b:%,b:i,b:£,b:4v
2

oI

1 1 1
PZEab-sina, 10:5-a~b-sin45“,1025-5-12-

Zadanie 23 0-1 pkt

Liczba wierzchotkéw pewnego ostrostupa jest o 5 mniejsza od liczby krawedzi. Podstawa tego ostrostupa jest:

Odpowiedz: D (szesciokat)
Ostrostup, ktéry ma w podstawie n-kat bedzie miat n 4 1 wierzchotkdw i 2n krawedzi. Z tresci zadania wynika, ze wierzchotkéw jest o 5 mniej niz krawedzi, zatem:

n+1+5=2n,n+6=2n,n==6

To oznacza, ze w podstawie tego ostrostupa jest szesciokat.
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Zadanie 24 0-1 pkt

Przekatna przekroju osiowego walca ma dtugosci 4cm i jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°. Obwdd podstawy tego walca jest rowny:

/""-——-(

Odpowiedz: C (27 cm)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Sytuadja z tresci zadania wygladac bedzie nastepujaco:

Widzimy wyraznie, ze Srednica podstawy, wysoko$¢ walca oraz przekatna przekroju osiowego beda tworzy¢ trojkat prostokatny i to whasnie z niego obliczymy
potrzebne dane.

Krok 2. Obliczenie promienia podstawy.
Najpierw obliczymy $rednice, korzystajac z zaznaczonego tréjkata prostokatnego i z funkgji trygonometrycznych. Znamy dtugosé¢ przeciwprostokatnej, szukamy
dtugosci przyprostokatnej lezacej przy kacie 60°, zatem z pomoca przyjdzie nam cosinus:

d

., d 1
cos60 =1 Efz,d72[cm}
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Obliczylismy dtugosc srednicy podstawy, a do obliczenia obwodu potrzebujemy oczywiscie dtugos¢ promienia. Z ragji tego, iz Srednica jest dwa razy dtuzsza od
promienia, to:

r=2cm:2,r=1em

Krok 3. Obliczenie obwodu podstawy walca.
W podstawie mamy koto o promieniu 1c¢m, zatem korzystajac ze wzoru na obwod kota mozemy zapisad, ze:

Obw = 27r , Obw = 27 - lem , Obw = 2w cm

Zadanie 25 0-1 pkt

Ze zbioru liczb 1, 8, 2, 8,4, 8, 6 usunieto jedna liczbe w ten sposdb, ze mediana otrzymanego zbioru liczb zmniejszyta sie o 1. Wynika stad, ze usunieto liczbe:
Odpowiedz: B (8)
Krok 1. Uporzadkowanie zestawu liczb.

Aby rozpoczac jakiekolwiek obliczenia zwigzane z mediana, musimy uporzadkowac ten zbidr i ustawic liczby w porzadku niemalejacym (czyli od najmniejszej do
najwiekszej). W zwiazku z tym nasz zbiér bedzie wygladat nastepujaco:

1,2,4,6,8,8,8

Krok 2. Obliczenie biezacej mediany.
Nasz zestaw liczby 7 liczb, wiec mediang bedzie po prostu srodkowy wyraz. W tym przypadku $rodkowym wyrazem jest 6, zatem mediana jest réwna 6.

Krok 3. Ustalenie, ktéra liczbe usunieto.
Wiemy, Ze z naszego zestawu usunieto jedng liczbe, zatem nowy zestaw ma juz tylko 6 liczb. To oznacza, ze nowg mediana bedzie $rednia arytmetyczna dwdch
$rodkowych wyrazéw. Z tresci zadania wynika, ze po usunieciu tej liczby mediana zmniejszyta sie o 1, czyli wynosi 5.

To prowadzi nas do wniosku, ze srodkowymi wyrazami musza by¢ 4 oraz 6, bo wtedy m = % = 12—0 = 5. Aby 4 oraz 6 byly srodkowymi liczbami, to z zestawu

musimy usunac jedng z ésemek i taka tez bedzie nasza odpowiedz.

Zadanie 26 0-2 pkt

Oblicz warto$¢ parametru m, dla ktorego miejscem zerowym funkgi f(z) = %m + 2 jest liczba 4.

Odpowiedz: m = 3

Miejsce zerowe funkgji to argument z, dla ktérego funkgja przyjmuje wartos$¢ rowna 0. Krétko mowiac, wystarczy do wzoru funkgji podstawi¢ = 4 i sprawdzi¢
kiedy ta funkcja przyjmie warto$¢ rowna 0. Otrzymamy zatem réwnanie:

5-2
Osz-4+2,0:(572m)-2+2,0:1074m+2,4m:12,m:3
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Zadanie 27

Punkty A = (2,5), B=(0,7), C = (—4,5) sa trzema kolejnymi wierzchotkami réwnolegtoboku ABC D. Oblicz wspétrzedne wierzchotka D tego

rownolegtoboku.

Ay
104

]
T

[

b

! -
[¥¥)

]

[

[

—

[ o%
T
a4

Odpowiedz: D = (—2;3)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Zaznaczmy punkty w uktadzie wspoétrzednych:
y

10

g —

15

2

Przekatne rownolegtoboku przecinaja sie w potowie swojej dtugosci i to bedzie punkt wyjscia do obliczenia brakujacego punktu D.

Krok 2. Obliczenie wspétrzednych punktu S.
Korzystajac ze wzoru na $rodek odcinka mozemy zapisac, ze:

g_ (mAw;mc;yAeryC) 5= (2+(74).5+5) s= (;22) . S=(-1;5)

Krok 3. Obliczenie wspétrzednych punktu D.

0
S:EB;””D,A: T 9 0tap, zp=-2
YB+ YD 7+ yp
Ys = b} , 5= 2 710:7+yDayD:3

To oznacza, ze D = (—2;3).
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o2k
tg30° - tg60° — 45in?60°

Wartos¢ wyrazenia = -
c0s%40° + cos?50

sprowadz do najprostszej postaci.
Odpowiedz: —2
Krok 1. Wypisanie kluczowych wartosci z tablic trygonometrycznych.

Zanim zaczniemy obliczenia, to przyjrzyjmy sie catemu przyktadowi i oméwmy sobie strategie rozwigzywania.

Spdjrzmy na licznik naszego wyrazenia. Wszystkie wartosci mozemy odczytaé z tak zwanej "matej tabelki" trygonometrycznej, co pozwoli nam za chwile wykonywac
doktadne i precyzyjne obliczenia. Wypiszmy sobie zatem potrzebne dane:

3 3
tg30° = % , tg60° = /3, 5in60° = %

Teraz spdjrzmy na mianownik. Korzystajgc ze wzoréw redukcyjnych mozemy zauwazy¢, ze:

c0s40° = sin(90° — 50°) = sin50°

Skoro tak, to analogicznie cos?40° bedzie réwne sin?50°. To oznacza, ze w mianowniku pojawi nam sie dziatanie sin?50° + cos250°, czyli tzw. "jedynka
trygonometryczna".

Krok 2. Obliczenie wartosci wyrazenia.
Korzystajac z danych zapisanych w pierwszym kroku mozemy zapisac, ze:

Vi a4 (3)
£930° - £960° — 4sin?60° 5ovi-4 (T) B.3o4.3 3

= = = = =2 _3-1-3="-2
c0s240° + cos250° ’ 5in250° + cos250° ’ ’

Zadanie 29 0-2 pkt

Liczba naturalna a przy dzieleniu przez 7 daje reszte 2. Wykaz, ze reszta z dzielenia liczby 2a® przez 7 jest réwna 1.

Odpowiedz: Udowodniono przedsta
Wiemy, ze liczba a przy dzieleniu przez 7 daje reszte 2, zatem mozemy jg zapisa¢ w postaci a = 7n -+ 2. Podstawiajac te postac do liczby 2a? otrzymamy:

20® =2 (Tn+2)? = 2- (49n® + 28n + 4) = 98n + 561 + 8

Jak teraz udowodni¢, ze ta otrzymana przed chwil liczba dzieli sie przez przez 7, dajac reszte 1? Mogliby$my wytaczy¢ siédemke przed nawias (98 : 7 to 14, a
56 : 7 = 8), ale przeszkadza nam w tym 8, ktora nie dzieli sie przez 7. Rozbijmy sobie zatem 8 na sume 7 + 1 i zapiszmy, ze:

98n% +56n+7+1="7-(14n*+8n+1) +1

Otrzymany wynik méwi nam, ze dzielac cate wyrazenie przez 7 otrzymamy jakas liczbe naturalna (opisana jako 14n% + 8n + 1) i jeszcze zostanie nam 1 reszty, co
nalezato wtasnie udowodnic.

Zadanie 30 0-2 pkt

Ustal, czy w ciagu (a,,) o wyrazie ogélnym a,, = n? — 3n — 10 sa wyrazy réwne 0.

Odpowiedz: Tak, ta wartosc jest
Wspdtezynnikia = 1, b = —3, ¢ = —10

A=b —4dac=(-3)>—4-1-(-10) =9 — (—40) =9 +40 =49, VA =429 =7

—b—vVA —(-3)-7 3-7 —4 ) “b+vVA  —(=3)+7 3+7 10 5
ny = = = = — = — Ny = = = = — =
! 2a 2-1 2 2 . 2a 2-1) 2 2
W ciagach n musi by¢ liczba naturalng, zatem wynik n = —2 nas nie interesuje. Pasuje nam za to wynik n = 5 i oznacza on, ze w tym ciagu jest jeden wyraz majacy

wartos¢ réwng 0 i jest to wyraz piaty.
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Zadanie 31 0-2 pkt

Pole wycinka kota jest réwne 3—S’rcmZ, a kat wycinka tego kota ma miare 24°. Oblicz dtugo$¢ tuku tego wycinka kota.

Odpowiedz: \(Obw_{w}=\frac{2}{5

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Sytuadja z tresci zadania wyglada nastepujgco:

Krok 2. Obliczenie pola powierzchni kota.

Wycinek stanowi % = 1—15 catego kota. Skoro ten wycinek ma pole powierzchni réwne 3T’rcmz, to pole catego kota bedzie 15 razy wigksze, czyli bedzie rowne:

3
P:15~—7rcm27 P =971 cm®

5

Krok 3. Obliczenie dtugosci promienia kota.
Korzystajac ze wzoru na pole kota mozemy zapisa¢, ze:

P=n?,9r=7-7,77=9,r=3 VvV r=-3
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Ujemna dtugos$¢ oczywiscie odrzucamy, zatem zostaje nam r = 3cm.

Krok 4. Obliczenie dtugosci tuku wycinka kota.
Skoro promien ma dtugosé r = 3, to obwdd catego kota bedzie rowny:

Obw = 27r , Obw = 27 - 3cm , Obw = 67 cm

Nas interesuje poznanie dtugosci wycinka kota, ktory stanowi % catego kota, zatem:

Obw,, = %-ﬁwcm, Obw,, = %wcm

Zadanie 32 0-4 pkt

Grupa studentéw zaplanowata wyjazd na narty. Postanowiono podzieli¢ si¢ po réwno kosztem pobytu, ktéry dla catej grupy wynosit 384022 Okazato sie jednak, ze
z wyjazdu zrezygnowaty 4 osoby, wiec kazdy z uczestnikow musiat zaptaci¢ o 1602¢ wiecej. Oblicz, ile oséb wzieto udziat w tym wyjezdzie na narty i jakg kwote kazda
z nich zaptacita.

Odpowiedz: W wyjezdzie wzietlo u

Krok 1. Wprowadzenie oznaczen do danych tresci zadania.
Na podstawie tresci zadania mozemy zapisac, ze:

T - liczba studentoéw, ktéra pojechata na narty

z + 4 - liczba studentéw przed rezygnacjg 4 osob

% - ostateczna cena wyjazdu pojedynczego studenta
% - cena wyjazdu pojedynczego studenta, przed rezygnacja 4 oséb

Z tresci zadania wynika, ze ostateczna cena na jedng osobe byta o 16027 wyzsza, zatem powstaje nam nastepujace rownanie:

3840 3840
— 160

oz +4

Krok 2. Rozwigzanie powstatego réwnania.

3840 3840 3840z
T

160 = —— / @, 3840 — 1602 = ——— / (z+4), 3840 - (z +4) — 160z - (z + 4) = 3840z , 3840z + 15360 — (16022 + 640z) = 38

Aby dziata¢ na nieco mniejszych liczbach, mozemy (cho¢ nie musimy) podzieli¢ obie strony tego réwnania przez —160, dzieki czemu otrzymamy:

22+42-96=0

Krok 3. Rozwigzanie powstatego réwnania kwadratowego.
Otrzymalismy réownanie kwadratowe w postaci ogolnej, zatem z pomoca przyjdzie nam delta:
Wspdtczynnikia =1, b =4, ¢ = —96

A=b —dac=4"—4-1-(—96) = 16 — (—384) = 400, VA = V400 = 20

-b—VvA —4 —20 —24 -b+vVA —4 +20 16
1= = :—:—]_2’;1:2: = = —=8
2a 2.1 2 2a 2-1 2

Ujemny wynik oczywiscie odrzucamy, bo liczba studentéw nie moze by¢ ujemna. Zostaje nam zatem = = 8.

Krok 4. Obliczenie kwoty, jakg zaptacit kazdy ze studentéw.
Wyszto nam, ze z = 8, czyli ze byto 8 studentdw. Skoro zaptacili oni za wycieczke 38402/, to kazdy z nich zaptacit:

384027 : 8 = 48021
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Zadanie 33 0-4 pkt

W urnie sg 3 kule czerwone i 5 niebieskich. Z urny losujemy dwa razy bez zwracania po jednej kuli. Oblicz prawdopodobiefistwo wylosowania:
a) dwoch kul czerwonych,

b) dwoch kul réznych koloréw.

£
3

/\
AVA

Odpowiedz: a) %

cZ

Krok 1. Obliczenie prawdopodobienstwa wylosowania kuli czerwone;j.
W urnie mamy tacznie 3 + 5 = 8 kul. Poczatkowe prawdopodobienstwo wylosowania kuli czerwonej jest rowne %, a kuli niebieskiej % Jezeli w pierwszym

losowaniu bysSmy wylosowali kule czerwona, to liczba kul czerwonych spada do 2 sztuk, a facznie wszystkich kul pozostanie 7. Na podstawie tych obserwagji
mozemy zbudowac proste drzewko:
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Nas interesuje tylko ten przypadek, w ktérym losujemy dwie czerwone kule. To oznacza, ze prawdopodobienstwo wystapienia takiego zdarzenia bedzie réwne:

3 2 6 3
P=5' % % =

Krok 2. Obliczenie prawdopodobienstwa wylosowania kul roznych koloréw.

Sytuagja jest bardzo podobna do tej z poprzedniego podpunktu, tylko po prostu inne gatezie drzewka beda nas interesowac.

|V

cZ N

cCZ n ,CZ N

Pasuje nam zaréwno wylosowanie najpierw kuli czerwonej, a potem niebieskiej, jak i najpierw niebieskiej, a potem czerwonej. Stad tez prawdopodobienstwa obydwu
tych sytuagji bedziemy musieli do siebie dodac:

+5 3715+15730 15
8 7 56 56 56 28

~

Il
oo| w
| ot
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Zadanie 34 0-5 pkt

Objetos¢ prostopadtoscianu jest rowna 216, a dtugosci trzech jego krawedzi poprowadzone z jednego wierzchotka sg liczbami naturalnymi i tworza niemalejacy cigg
geometryczny, ktorego iloraz jest liczba pierwsza. Oblicz wymiary tego prostopadtoscianu oraz dtugos¢ jego przekatne;j.

| Woriont | Wariont
2 X 6 X 1€ 3 X 6 X 12

1€

.7 d
2

Odpowiedz: 2 x 6 x 18

"4

Krok 1. Obliczenie dtugosci jednej z krawedzi prostopadtoscianu.
Na razie potraktujmy to zadanie jako typowy przyktad z ciggoéw. Z tresci zadania mozemy wywnioskowac, ze liczby a, b oraz ¢ tworza ciag geometryczny, a iloczyn
tych liczb jest rowny 216. Czyli mamy taka oto sytuacje:

a-b-c=216

Z whasnosci ciggow geometrycznych wiemy, ze dla trzech kolejnych wyrazéw ciggu geometrycznego zachodzi rowno$é as® = ay - as, czyli w naszym przypadku
b? = a - c. Skoro tak, to mozemy podstawic te zaleznoé¢ do naszego zapisu:

a-b-c=216,a-c-b=216,b>-b=216, b>=216,b=6

Krok 2. Ustalenie, jakie sa wymiary pozostatych bokow.
Wiemy juz, ze jeden z bokéw ma dtugosé b = 6. Tym samym mozemy zapisa¢, ze:

a-6-¢c=216,a-c=36

Z tresci zadania wynika, ze wszystkie dtugosci krawedszi sg liczbami naturalnymi. Musimy sie wiec zastanowic jakie dwie liczby naturalne pomnozone przez siebie daja
wynik réwny 36. Beda to:

1-36=236,2-18=36,3-12=236,4-9=236, 6-6 =36

Mozemy wiec méwic o nastepujacych ciggach:
| wersja: 1,6,36 = g = 6

Il wersja 2,6,18 = q=3

Il wersja 3,6,12 = g =2

IV wersja 4,6,9 = q¢=1,5

V wersja 6,6,6 = qg=1
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I, IV oraz V wersje musimy odrzuci¢, poniewaz iloraz ciggu ma by¢ liczba pierwszg, a zaréwno 1, jak i 1, 5 jak i 6 nie sa takimi liczbami. To oznacza, ze warunki
naszego zadania spetniaja dwa prostopadtosciany: 2 x 6 x 18 oraz 3 x 6 x 12.

Krok 3. Obliczenie dtugosci przekatnej prostopadtoscianu.
Mamy dwa prostopadtosciany spetniajace warunki zadania, wiec i dwie przekatne bedziemy musieli obliczy¢. Spdjrzmy na rysunek pomocniczy:

wWoriont | Wariont
2 X 6 X 1€ 3 X 6 X 12

1€

-
2

Do wyznaczenia dtugosci przekatnej prostopadtoscianu potrzebujemy zna¢ dtugos¢ przekatnej podstawy. Obliczmy zatem te dtugos¢ w pierwszym i drugim
wariancie:

74

| wariant - 2 X 6 x 18

22462=d?,4436=d>,d®=40,d=vV40 VvV d=-Vv40

Ujemny wynik odrzucamy, zatem zostaje nam d = /40 (i poki co mozemy to zostawi¢ w takiej postaci).

Il wariant - 3 X 6 x 12

P 4+62=d?,9+36=d?>,d®=45,d=V45 Vv d=-V45

| tutaj takze ujemny wynik odrzucamy, zatem zostaje nam d = 1/45.
Teraz majac dtugosci przekatnych podstawy, mozemy obliczy¢ dtugosci przekatnych catego prostopadtoscianu:

| wariant - 2 X 6 x 18

182+ (V40)2 =52, 324 +40 = 52, s> =364, s=+/364 V s=—/364

Ujemny wynik odrzucamy, zatem zostaje nam s = 1/ 364, co mozemy jeszcze rozpisac jako s = v/4 - 91 = 24/91

Il wariant - 3 X 6 x 12

1224+ (V45)2 =2, 144+ 45 =52, s> =189, s =189 V s=—/189
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Ujemny wynik odrzucamy, zatem zostaje nam s = /189, co mozemy jeszcze rozpisac jako s = v/9 - 21 = 3+/21.
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