MATEMATIX.PL

Klucz odpowiedzi i rozwigzania — Matura probna z matematyki (poziom podstawowy) - Operon
2019

Opracowanie Matematix.pl na podstawie rozwigzan zadan w serwisie — nie jest to oficjalny dokument CKE ani wydawnictwa. Zadania i rozwigzania online: matematix.pl. Wygenerowano
26.09.2026.

Odpowiedzi do zadan zamknietych

Zadanie Odpowiedz Pkt
1 B(9-6V2) 1
2 A ((—4,4) 1
3 D (3) 1
4 C (28%) 1
5 A% 1
6 D (£(28) > 9) 1
7 Cx=-2 1
8 B (m € (—o0, —V/3) U (V3,0)) 1
9 D (125%) 1
10 A (5¢m) 1
11 A(=%i10) 1
12 D (1) 1
13 D (w kazdym z przedziatow (—o0,0) i (0, +00)) 1
14 A (0) 1
15 Claz=1) 1
16 B (4 godzin i 45 minut) 1
17 D (9¢cm) 1
18 C (4 jednostki w lewo) 1
19 B (ma doktadnie jedno rozwigzanie) 1
20 B (4B.cm) 1
21 D(@=17b=29) 1
22 A (24v/3cm®) 1
23 C (16cm?) 1
24 C (5760) 1
25 C (3,9 1

Rozwiazania krok po kroku

Wartos¢ wyrazenia (v/3 — v/6)? jest réwna:
Odpowiedz: B (9 — 6v/2)

Korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia (a — b)? = a? — 2ab + b? mozemy zapisat, ze:

(V3-VB)?=v3 —2-vV3-V6+V6 =3-2/18+6=9-2VI8

Takiej odpowiedzi niestety nie mamy, bowiem musimy jeszcze wytaczy¢ czynnik przed znak pierwiastka, rozpisujac \/1_8jako V9 - 2. Cato$¢ bedzie wygladac
nastepujaco:

9-2/18=9-2V9-2=9-2-3v/2=9—6v2
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Zbiorem rozwiazan nierdwnosci |z| < 4 jest przedziat:
Odpowiedz: A ((—4,4))
Nieréwnosci z wartoscig bezwzgledng rozwigzujemy w nastepujacy sposéb:

z]<4,z2<4 AN xz>-4

Widzimy wyraznie, ze rozwigzaniem nieréwnosci sa liczby, ktére jednoczesnie beda mniejsze lub rowne 4 i wieksze lub réwne —4. To oznacza, ze rozwigzaniem tej
nieréwnosci jest przedziat (—4, 4).

o1 pi

Liczba 3log2 + log5? jest réwna:
Odpowiedz: D (3)

Korzystajac z dziatar na logarytmach mozemy zapisac, ze:

3log2 + log5® = 3log2 + 3logs = 3 - (log2 + logs) = , =3-1log(2-5) =3-logl0 =3-1=3

g

Cene pewnego towaru obnizono dwukrotnie: najpierw o 20%, a nastepnie o 10%. Korcowa cena tego towaru jest nizsza od ceny poczatkowej o:

Odpowiedz: C (28%)

Wprowadzmy do zadania proste oznaczenia:

T - poczatkowa cena towaru

0, 8z - cena towaru po pierwszej obnizce

0,9-0,8z = 0, 72z - cena towaru po drugiej obnizce

Skoro na poczatku cena towaru wynosita x, a po dwoch obnizkach wynosi 0, 72z, to korcowa cena tego towaru jest nizsza o  — 0, 72z = 0, 28x. Musimy te
wartos¢ wyrazi¢ w procentach, zatem skoro obnizka wyniosta 0, 28z z = to procentowo bedzie ona réwna:

0,28
22 100% = 28%
xr

o1

Suma liczb 0,3(7) i 0, (7) zapisana w postaci utamka zwyktego nieskracalnego to:
Odpowiedz: A (%
Krok 1. Zapisanie liczby 0, 3(7) w postaci utamka zwyktego.

Procedura zamiany utamkéw okresowych na zwykte wyglada nastepujaco:
z=0,3(7) =0,37777... , 10x = 3,7777... , 100z = 37,7777... , 90x = 37,7777 — 3,7777 = 34

34

Skoro 90z = 34, to: x = 3—3. Jako  oznaczylismy sobie utamek okresowy 0, 3(7), zatem wiemy juz, ze 0, 3(7) = 45

Krok 2. Zapisanie liczby 0, (7) w postaci utamka zwyktego.
Analogicznie jak w poprzedniej sytuagji:
z=0,(7)=0,7777... , 102 = 7,7777... , 9z = 71,7777 — 0, 7777 =7

Skoro 9z = 7, to z = . Jako Jako z oznaczyliémy sobie utamek okresowy 0, (7), zatem wiemy juz, ze 0, (7) = .

Krok 3. Obliczenie sumy liczb.
Na sam koniec musimy doda¢ do siebie te dwie otrzymane wartosci:

34+7734+707104752
90 "9 90 90 90 45
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Funkdja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej wiekszej od 1 jej najwiekszy dzielnik bedacy liczba pierwsza. Ktory zapis jest fatszywy?
Odpowiedz: D (f(28) > 9)

Krok 1. Wypisanie najwigkszych dzielnikow (bedacych liczbami pierwszymi) liczb, ktére znalazty sie w odpowiedziach.
Patrzac sie na odpowiedzi musimy ustali¢ jakie s najwieksze dzielniki (bedace liczbami pierwszymi) liczb 21, 22, 25 oraz 28.

Najwiekszym dzielnikiem liczby 21, ktéry jest liczba pierwsza, bedzie 7.
Najwigkszym dzielnikiem liczby 22, ktéry jest liczbg pierwsza, bedzie 11.
Najwiekszym dzielnikiem liczby 25, ktéry jest liczbg pierwsza, bedzie 5.
Najwiekszym dzielnikiem liczby 28, ktéry jest liczba pierwsza, bedzie 7.

Mozemy wiec zapisa, ze:

f1) =7, f(22) =11, f(25) =5, f(28) =7

Krok 2. Weryfikacja poprawnosci odpowiedzi.
Przeanalizujmy teraz kazdg z odpowiedzi:

Odp. A. To prawda, bo f(22) = 11 oraz f(28) = 7.
Odp. B. To prawda, bo f(21) = 7 oraz f(28) = 7.
Odp. C. To prawda, bo f(25) = 5.

Odp. D. To nieprawda, bo f(28) =7

Szukalismy fatszywego zapisu, zatem poprawna jest ostatnia odpowiedz.
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Osig symetrii wykresu funkgji kwadratowej f(z) = %(;1: — 5)(z + 9) jest prosta o réwnaniu:

/I\

V

V\/::(-—Z;q)

Odpowiedz: C (x = —2)

Krok 1. Wyznaczenie miejsc zerowych funkdji.
Wyznaczenie miejsc zerowych funkgji pomoze nam wyznaczy¢ wspétrzedna p wierzchotka paraboli W = (p; q), przez ktéra bedzie przechodzi¢ poszukiwana o$
symetrii.

Funkcja kwadratowa jest zapisana w postaci iloczynowej, co bardzo utatwia nam obliczenia. Szukamy miejsc zerowych, czyli musimy tak naprawde rozwigzac
réwnanie kwadratowe:

(z—5)(z+9) =0

|~

Aby warto$¢ réwnania byta réwna 0, to ktéras z wartosci znajdujgcych sie w nawiasach musi by¢ réwna 0, zatem:

z—5=0 V zz4+9=0,z=5 V z=-9

Wyszto nam wiec, ze nasza funkcja ma dwa miejsca zerowe: * = —9 oraz ¢ = 5.

Krok 2. Wyznaczenie wspotrzednej p wierzchotka paraboli.
Wspotrzedna wierzchotka p mozemy wyliczy¢ na rozne sposoby. Teoretycznie moglibySmy nawet przeksztatci¢ wzor funkgji do postaci ogélnej i wtedy moglibysmy
skorzystac ze wzoru p = ;—;’ My skorzystamy tutaj z szybszej metody, bowiem wspotrzedna p wierzchotka paraboli jest zawsze doktadnie posrodku miedzy
miejscami zerowymi. Mozemy zatem zapisac, ze:

-9+5 —4

9 7p:T,p:_2

p=

Krok 3. Wyznaczenie rownania osi symetrii.
Os$ symetrii to prosta, ktdéra przechodzi przechodzi przez wspdtrzedna p i ktéra wyglada w ten sposob:
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V

F(—2)9)

To oznacza, ze osig symetrii bedzie prosta o réwnaniu = —2.

matematix.pl - Matura probna z matematyki (poziom podstawowy) - Operon 2019 5/23



g

Funkga liniowa f(z) = (m? — 3)z + 2 jest rosnaca wtedy, gdy:

V

—V3 V3

Odpowiedz: B (m € (—oo, 7\/5) u (\/g7 00))

Krok 1. Zapisanie nieréwnosci.
Aby funkdja liniowa byta rosnaca, to wspétczynnik kierunkowy a musi by¢ wiekszy od 0. W naszym przypadku wspdtczynnik a jest réwny m? — 3, zatem musimy
rozwigzac nierbwnos¢:

m?2—3>0

Krok 2. Rozwigzanie nieréwnosci.

Naszym zadaniem jest teraz rozwigzanie powstatej nieréwnosci kwadratowej. Tradycyjnie na poczatku musimy obliczy¢ miejsca zerowe wielomianu, przyréwnujac
wartos¢ m? — 3 do zera. Mozemy to zrobi¢ metoda delty (pamietajac, ze w tej sytuacji wspdtczynnik b = 0), ale w tym konkretnym przypadku mozemy te miejsca
zerowe wyznaczy¢ znacznie szybciej:

m2—3:0,m2:3,m:\/§ VvV m=-+3

Majac miejsca zerowe mozemy przystapi¢ do rysowania paraboli. Zaznaczamy na osi wyznaczone przed chwila miejsca zerowe (kropki beda niezamalowane, bo w
nierdwnosci wystapit znak >) i rysujemy parabole, ktéra ma ramiona skierowane do gory (bo wspétczynnik a jest dodatni).

~
—

—V3 V3

Interesuja nas wartosci wieksze od zera, czyli wszystko to, co znalazto sie nad osig ikséw. Z rysunku jasno wynika, ze rozwigzaniem naszej nieréwnosci (a tym samym
catego zadania) jest przedziat m € (—oo0, —v/3) U (v/3, 00).
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W trojkacie rownoramiennym ABC, w ktorym AC = BC poprowadzono dwusieczne katow ABC' i AC B. Dwusieczne te przeciety sie w punkcie O (patrz
rysunek).

C

Jesli |[<<BAC| = 70", to miara kata o jest rowna:
Odpowiedz: D (125°)

Krok 1. Wyznaczenie miary kata OBC.
Z tresci zadania wynika, ze nasz trojkat jest rownoramienny, a skoro tak, to katy przy jego podstawie beda miaty jednakowa miare. To z kolei oznacza, ze kat
|<ABC| = 70°. Przez ten kat ABC poprowadzono dwusieczng kata, zatem:

|<OBC| =70 : 2, |<OBC| = 35°

Krok 2. Wyznaczenie miary kata COB.
Skoro katy przy podstawie maja po 70°, to:

|<ACB| = 180° — 70° —70° = 40°

Przez ten kat poprowadzono dwusieczng kata, zatem:

|<COB| = 40° : 2, |<COB| = 20°

Krok 3. Wyznaczenie miary kata cv.
Spojrzmy na tréjkat COB. Znamy juz miary dwoch katéw w tym trojkacie, zatem:

a=180"—-35"—-20", a = 125"
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Zadanie 10 0-1 pkt

Pole trapezu, jest réwne 20cm?, a odcinek taczacy srodki ramion trapezu ma dtugo$¢ 4cm. Wysokos¢ tego trapezu jest rowna:

b

AN
N\

o
b

L1

o b

Odpowiedz: A (5cm)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Sytuadja z tresci zadania wygladac bedzie nastepujaco:

o

Wskazany odcinek o dtugosci 4cm taczy srodki ramion trapezu. Z wasnosci trapezéw wynika, ze dtugos¢ taczaca srodki trapezu jest réwna potowie dtugosci sumy
dolnej i gornej podstawy, czyli ze:

a+b

=4,a+b=38

Jezeli jednak nie pamigtamy o tej wtasnosci (a nie ukrywajmy, jest ona bardzo specyficzna i rzadko wykorzystywana), to wystarczy dorysowac sobie obok drugi
(odwrocony) trapez i wtedy dostrzezemy, zea +b=2-4 = 8.
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Krok 2. Obliczenie wysokosci trapezu.
Korzystajac ze wzoru na pole trapezu i wiedzac, ze P = 20cm? oraz ze a + b = 8 mozemy obliczy¢ wysokos¢ trapezu:
1
2

P=_(a+b)-h,20==-8-h,20=4-h, h=>5[cm]

|~

Zadanie 11 0-1 pkt

Rozwigzaniem réwnania (2 — 5)(3z + 2) = (3z + 2)(z + 5) s3 liczby:
Odpowiedz: A (7% i 10)
Nie mozemy podzieli¢ obydwu stron réwnania przez (3z + 2), bo nie mamy pewnosci, ze przypadkiem nie podzielimy tego réwnania przez 0. To réwnanie nalezy

rozwigzac w nastepujacy sposob:

(22 —5)(3z+2)=Bz+2)(z+5), 2z —5)Bz+2)— 3z +2)(z+5)=0, Bz+2)-[(2z—5)—(z+5)]=0, Bz+2)-[(2z2—5)—xz—5]=0, |

Powstato nam réwnanie kwadratowe w postaci iloczynowej. Aby to réwnanie byto réwne 0, to ktorys z nawiaséw musi nam to rownanie wyzerowac, zatem:

2
3r+2=0 V z—-10=0,3z=-2 V m:lO,mzfg vV o z=10
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Zadanie 12 0-1 pkt

W tréjkacie przedstawionym na rysunku sinus kata ostrego « jest rowny:

Odpowiedz: D ( \10 )

Krok 1. Obliczenie dtugosci przeciwprostokatnej trojkata.
Do obliczenia sinusa potrzebujemy poznac dtugos¢ przeciwprostokatnej trojkata, a poznamy ja korzystajac z Twierdzenia Pitagorasa:

24+ =c,24+62=c2,4+36=c2,2=40,c=v40 V c=—V40

Ujemny wynik oczywiscie odrzucamy, bo dtugosc¢ przeciwprostokatnej jest dodatnia. To oznacza, ze ¢ = V40, co po wytaczeniu czynnika przed znak pierwiastka
mozemy jeszcze zapisac jako:

c =40 =v4-10 = 2v/10

Krok 2. Obliczenie wartosci sinusa.
Sinus odpowiada stosunkowi dtugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata do dtugosci przeciwprostokatnej, zatem:

2 1 1
sina = ——, sina =2:2V10, sina =2- —— , sina = ——

24/10 24/10 V10

Nasz wynik jest juz poprawny, ale aby dopasowac sie do odpowiedzi musimy jeszcze usunac niewymiernoé¢ z mianownika, mnozac licznik i mianownik przez +/10:
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Zadanie 13 0-1 pkt

Funkgja, ktérej wykres przedstawiono na rysunku jest rosnaca:

y /A

\

Odpowiedz: D (w kazdym z przedziatéw (—o0,0) i (0, +00))

Na rysunku mamy przedstawiona jedna z form wykresu funkgi typu f(z) = < (tak zwana proporcjonalno$¢ odwrotna). Ten wykres nazywamy hiperbola. Na

rysunku widzimy wyraznie, ze funkcja jest rosngca zaréwno w swoim pierwszym fragmencie, jak i drugim. To oznacza, ze funkdja jest rosnaca zaréwno w przedziale
(—00,0) jak i (0, +00).

Zadanie 14 0-1 pkt

Szdsty wyraz ciggu arytmetycznego (a,,) jest réwny zero. Suma jedenastu wyrazéw tego ciggu ma wartosé:

Odpowiedz: A (0)

Krok 1. Rozpisanie wartosci pierwszego wyrazu.
Korzystajac ze wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego mozemy zapisac, ze:

a¢ = a1 + 5r, czyli:, a1 = ag — 5r

Skoro ag jest rowne 0, to wychodzi nam, ze:

ap=0-5r, a; = —57

Krok 2. Obliczenie sumy jedenastu pierwszych wyrazéw tego ciggu.
Korzystajac ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazoéw ciagu arytmetycznego mozemy zapisac, ze:
2 (=5r) + 10r —10r + 107

2 -1 2 11-1 0
_2at(n-Ur _ 2t ( )T.11,511: A1, Sy = —— 11, Sy =5 11, Sy =0

Sn 2 ’ 2 2 2
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Zadanie 15 0-1 pkt

W ciggu geometrycznym, ktéry ma szes¢ wyrazéw, dane sg ag = % iag = %. Zatem:
Odpowiedz: C (a2 = 1)

Krok 1. Obliczenie ilorazu ciagu geometrycznego.
Ze wzoru na n-ty wyraz ciggu geometrycznego wiemy, ze:

ag = as-q

Podstawiajac do powyzszego wzoru dane z tresci zadania otrzymamy:

Krok 2. Obliczenie wartosci drugiego wyrazu ciggu geometrycznego.
Patrzac sie na odpowiedzi widzimy, ze szukamy wartosci drugiego wyrazu. Ze wzoru na n-ty wyraz ciggu geometrycznego wiemy, ze:

as=as-q

Skoro az = % orazq = %, to:

Zadanie 16 0-1 pkt

Szesciu robotnikéw wykonato pewna prace w ciggu 6 godzin i 20 minut. O$miu robotnikéw pracujacych z taka sama wydajnoscig wykona te sama prace w ciggu:

Odpowiedz: B (4 godzin i 45 minut)

Whbrew pozorom nie mozna tego zadania rozwigzac tak jak rozwiazujemy standardowe proporcje. W tym zadaniu mamy do czynienia z wielko$ciami odwrotnie
proporcjonalnymi. Jak wiec to powinnismy rozwigza¢? Wiemy, ze 6 robotnikéw wykonuje prace w ciggu 6 godzin i 20 minut, czyli w ciggu 380 minut. To oznacza, ze
taczny czas pracy wszystkich pracownikéw jest réwny:

6 - 380 minut = 2280 minut

Otrzymalismy informacje, ze gdybysmy mieli zatrudnionego tylko jednego robotnika, to wykonatby on prace w 2280 minut. Skoro mamy mie¢ o$miu robotnikéw (a
czas pracy roztozy sie rowno na kazda z tych oséb), to praca zostanie wykonana osiem razy szybciej czyli w:

2280 minut : 8 = 285 minut

Musimy jeszcze zamieni¢ minuty na godziny. 285 minut to 4 godziny i 45 minut i taka tez jest poszukiwana przez nas odpowiedz.

Zadanie 17 0-1 pkt

Stosunek obwodéw dwdch szesciokatéw foremnych wynosi % a dtugos¢ boku wiekszego z nich jest réwna 12cm. Mniejszy szesciokat foremny ma bok dtugosci:
Odpowiedz: D (9cm)
Z tresci zadania wynika, ze skala podobienstwa dwéch figur jest réwna k = %. Skoro wiec bok wiekszego szesciokata foremnego ma dtugos¢ 12¢m, to bok

mniejszego szesciokata (oznaczmy go sobie jako a) bedzie mie¢ dtugosc:

a:k-12cm,a:%~12cm,a:90m

Zadanie 18 0-1 pkt

Funkgie f(z) przesunigto wzdtuz osi uktadu wspétrzednych, otrzymujac funkgje o wzorze g(x) = f(x + 4). Wobec tego funkde f(x) przesunieto o:
Odpowiedz: C (4 jednostki w lewo)

Z dziatu dotyczacego przeksztatcen wykreséw funkgji wiemy, ze zwiekszajac warto$¢ argumentu x o jakas wartos¢, otrzymamy przesuniecie funkgji w lewo (to jest
ten mniej intuicyjny przypadek przesunie¢ w lewo/prawo). Zapis typu f(z + 4) oznacza wiec przesuniecie funkgji f(z) o 4 jednostki w lewo.
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Zadanie 19 0-1 pkt

-9 _ 0:

Réwnanie =
z—3

Odpowiedz: B (ma doktadnie jedno rozwiazanie)

Krok 1. Wprowadzenie zatozen do zadania.
Z radji tego, iz na matematyce nie istnieje dzielenie przez 0, to warto$¢ w mianowniku musi by¢ rézna od 0. To oznacza, ze:

z—3#0,z+#3

Krok 2. Rozwigzanie réwnania.
Teraz bez przeszkéd mozemy przejs¢ do obliczen, a catos¢ najprosciej bedzie po prostu wymnozy¢ przez x — 3, otrzymujac:

z2 -9 2 5
2_3 =0 (z-3),2°-9=0,2"=9,2=3 V z=-3

Krok 3. Weryfikacja otrzymanego wyniku.
Musimy jeszcze sprawdzi¢, czy nasze rozwigzanie jest zgodne z zatozeniami. Okazuje sie, ze jedno z rozwigzan, a konkretnie x = 3, musimy odrzuci¢ wtasnie ze
wzgledu na zatozenia. To oznacza, ze to rownanie ma tylko jedno rozwiazanie i jest nim z = —3.
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Zadanie 20 0-1 pkt

Bok trojkata rownobocznego ma dtugoéc 8cm. Odlegtosc srodka ciezkosci tego trojkata od jego bokdw jest rowna:

Odpowiedz: B (4‘:—;§cm)

Krok 1. Obliczenie wysokosci tréjkata rownobocznego.
Tréjkat rownoboczny o boku 8cm ma wysokos¢ o dtugosci:

av/3 _ 8V3em

2 5 s h = 4v3cm

Krok 2. Obliczenie odlegtosci srodka ciezkosci od boku tréjkata.

Srodek ciezkosci to tak naprawde miejsce przeciecia sie wszystkich wysokosci trojkata réwnobocznego. Z whasnosdi trojkatow rownobocznych wiemy, ze odlegtosé
od takiego punktu do boku tréjkata jest réowna %h, zatem:

1

1
z:§h,z:§~4\/§cm,z:

cm

43
3
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Zadanie 21 0-1 pkt

Mediana uporzadkowanego zestawu danych: 4, 6, a, b, 8,9 wynosi 7, 5. Brakujgcymi wartosciami a i b moga by¢:
Odpowiedz: D (@ = 7,b = 8)

Wiemy, ze nasz zestaw danych jest uporzgdkowany. Zestaw ma parzysta ilos¢ wyrazéw, zatem mediang bedzie Srednia arytmetyczna dwéch srodkowych wyrazéw.
W tym przypadku $rodkowymi wyrazami sa wtasnie a oraz b. Wiemy, ze mediana musi by¢ réwna 7, 5, zatem:

a+b
2

=7,5,a+b=15

To oznacza, ze szukamy takich liczb a oraz b, ktorych suma daje wynik réwny 15 (biorgc oczywiécie pod uwage fakt, ze jedna i druga liczba musi by¢ wieksza lub
réwna 6 i mniejsza lub réwna 8). Pasujacg para liczb bedzie w takim razie ta z ostatniej odpowiedzi, czylia = 7,b = 8 bo tylko tutaj suma liczb jest réwna 15.

Zadanie 22 0-1 pkt

Przekatna szescianu ma dtugos¢ 6¢cm. Objetosc tego szescianu jest rowna:
Odpowiedz: A (24v/3cm3)

Krok 1. Obliczenie dtugosci krawedzi szescianu.
Szeécian o krawedzi a ma przekatna o dtugosci s = a+/3. Wiemy, ze przekatna naszego szescianu ma drugosé 6¢m, zatem:

6 63 63
a\/§:6,azﬁ,a:m,a:T,aZZﬁ[cm]

Krok 2. Obliczenie objetosci szesScianu.
Wiedzac, ze a = 2v/3cm mozemy bez przeszkéd obliczy¢ objetosé tego szescianu:

V=, V=2V3?, V=2.V3,V=8-3v3, V = 24v3[cm’]
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Zadanie 23 0-1 pkt

Kat rozwarcia stozka jest rowny 30°, a tworzaca tego stozka ma dtugos¢ 8cm. Pole przekroju osiowego tego stozka wynosi:

Odpowiedz: C (16cm?)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Nanoszac na rysunek dane z tresci zadania otrzymamy nastepujaca sytuacje:

Krok 2. Obliczenie pola przekroju osiowego.
Na rysunku widzimy, ze w przekroju osiowym mamy tréjkat rbwnoramienny w ktorym ramiona maja dtugos¢ 8. Kat miedzy tymi ramionami ma miare 30°. Cheac
wiec obliczy¢ pole tego tréjkata mozemy skorzystac ze sprytnego wzoru na pole trojkata:

1 1 1 1

—_ — . . . 3 = —- . . l ° = — . .- —_ = 2
P—2absma,P 2883m30,P 2882,P 16[cm?
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Zadanie 24 0-1 pkt

Trzycyfrowy kod aktywacyjny bramy wejsciowej ma nastepujaca postac: litera, cyfra, litera. Litera jest wybierana sposrod 24 liter alfabetu i moze sie w kodzie
powtarza¢, a cyfra jest dowolna. lle réznych kodéw mozna w ten sposéb utworzy¢?

Odpowiedz: C (5760)

Ustalmy na ile réznych sposobdéw mozemy uzupetni¢ kazda z cyfr kodu aktywacyjnego.

* Na pierwszym miejscu moze znalez¢ sie jedna z 24 liter. Mamy wiec 24 mozliwosci uzupetnienia pierwszej cyfry kodu.

+ Na drugim miejscu moze znalez¢ sie jedna z 10 cyfr (od 0 do 9). Mamy wiec 10 mozliwosci uzupetnienia drugiej cyfry kodu.
« Na trzecim miejscu moze znalez¢ sie jedna z 24 liter. Mamy wiec 24 mozliwosci uzupetnienia trzeciej cyfry kodu.

To oznacza, ze zgodnie z regutg mnozenia wszystkich mozliwych kodéw bedziemy mie¢:

|A| = 241024 = 5760

Zadanie 25 0-1 pkt

Rzucono 10 razy standardowa szeécienng kostka do gry. Srednia arytmetyczna liczb oczek uzyskanych w pierwszych 6 rzutach byta réwna 3, 5, a érednia
arytmetyczna liczb oczek uzyskanych w kolejnych 4 rzutach to 4, 5. Srednia arytmetyczna liczb oczek w 10 rzutach wynosi:

Odpowiedz: C (3,9)

Krok 1. Obliczenie sumy oczek w pierwszych szesciu rzutach.
Skoro $rednia arytmetyczna pierwszych szesciu rzutoéw jest réwna 3, 5, to suma wszystkich oczek jakie wypadty w tych rzutach bedzie réwna:

6-3,5=21

Krok 2. Obliczenie sumy oczek w ostatnich czterech rzutach.
Skoro $rednia arytmetyczna ostatnich czterech rzutéw jest réwna 4, 5, to suma wszystkich oczek jakie wypadty w tych rzutach bedzie réwna:

4-4,5=18

Krok 3. Obliczenie $redniej arytmetycznej wszystkich rzutéw.
Z informadji obliczonych w pierwszym i drugim kroku wynika, ze w dziesieciu rzutach wyrzucilismy 21 4 18 = 39 oczek. To oznacza, ze Srednia arytmetyczna liczby
oczek jest rowna:

s’r:ﬁ,s'r:&g

Zadanie 26 0-2 pkt

Rozwiaz nieréwnoé¢ 213 - z — 3 - 46 < 84(3z — 5).
Odpowiedz: = € (2;+00)
Korzystajac z dziatar na potegach mozemy zapisa, ze:

218
o1

2.5 3.4 <843z —5),28.2-3- (22" < (2)" 32 —5), 2% 2 —3-22 < 212. (35 — 5) /:212, —3<3z-5,20-3<3z-5,

Pamietaj, ze mnozac lub dzielac nieréwnos¢ przez liczbe ujemng nalezy zmieni¢ znak nieréwnosci na przeciwny, tak jak przy tym ostatnim przeksztatceniu.

To oznacza, ze rozwigzaniem nieréwnosci jest > 2, co mozemy jeszcze zapisac jako z € (2; +00).
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Zadanie 27 0-2 pkt

Na tréjkacie o bokach dtugosci v/5, /15, +/10 opisano okrag. Oblicz dtugo$¢ promienia tego okregu.
Odpowiedz: \(r=\frac{\sqrt{15}}
Krok 1. Dostrzezenie tego, iz jest to tréjkat prostokatny.

Powinnismy dostrzec, ze tréjkat o wskazanych bokach jest trojkgtem prostokatnym. Przeciwprostokatng takiego trojkata jest najdtuzszy bok, czyli w tym przypadku
V15.To, ze jest to trojkat prostokatny mozemy udowodni¢ z Twierdzenia Pitagorasa.

2 —2 —2
V5 +vV10 =v15 ,54+10=15,15=15, L=P

Skoro lewa strona jest rowna prawej, to mozemy byc¢ pewni, ze ten trdjkat jest jak najbardziej prostokatny.

Krok 2. Obliczenie dtugosci promienia okregu.

Okrag opisany na tréjkacie prostokatnym ma pewnga specyficzng wtasnos¢. Dtugos¢ srednicy takiego okregu jest zawsze réwna dtugosci przeciwprostokatnej
tréjkata. My wiemy, ze nasza przeciwprostokatna ma diugo$c¢ +/15, zatem érednica okregu bedzie réwna d = +/15. Nas interesuje poznanie dtugoséci promienia, a
skoro promien jest zawsze dwa razy krétszy od Srednicy, to:

o2
Sprawdz, czy punkty A = (—2,3), B = (2,5), C = (2v/2,4 + v/2) sa wspotliniowe.
Odpowiedz: Punkty sa wspétlinio

Krok 1. Wyznaczenie réwnania prostej AB.

Znajac wspotrzedne punktéw A oraz B mozemy bez probleméw wyznaczy¢ réwnanie prostej, ktdra przez te punkty przechodzi. Mozemy w tym celu skorzystac z
dtugiego wzoru dostepnego w tablicach maturalnych lub tez mozemy zbudowa¢ odpowiedni uktad réwnan. Podstawiajac do postaci y = az + b wspotrzedne
punktéw A oraz B otrzymamy:

3=—-2a+b ,
5=2a+0b
Odejmujac te réwnania stronami otrzymamy:
1
92— _4 ——
a,a=g

Znamy juz wartos$¢ wspétczynnika a. Wartos¢ wspdtczynnika b obliczymy podstawiajac do dowolnego réwnania (np. drugiego) wyznaczona przed chwilg warto$¢
a= % Otrzymamy zatem:

1
5:2a+b,5:2-5+b,5:1+b,b:4

Mamy juz obliczone wartosci obydwu wspdtczynnikéw, zatem mozemy zapisaé, ze rbwnaniem prostej przechodzacej przez punkty A oraz B bedzie y = %m + 4.
Krok 2. Sprawdzenie, czy punkt C' lezy na prostej AB.
Musimy teraz sprawdzi¢, czy punkt C' lezy na prostej AB. Jezeli tak, to rzeczywiscie wszystkie wskazane punkty sg wspotliniowe. Podstawmy zatem do réwnania

prostej AB wspétrzedne punktu C, czyli z = 2vV2orazy = 4+ V2

1 1 -
y:§z+4,4+\/§:5~2\/2+4,4+\/§:\/§+4,L:P

Lewa strona jest rowna stronie prawej, a to oznacza, ze punkt C' lezy na prostej AB. Wniosek z tego ptynie taki, ze wszystkie trzy punkty sg wspdtliniowe i leza na
prostej y = %x + 4.
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Zadanie 29 0-2 pkt

Uzasadnij, ze réwnanie 22 + (@ — 1)z — a = 0 dla dowolnej liczby rzeczywistej a ma przynajmniej jedno rozwiazanie.

Odpowiedz: Udowodniono obliczaj

Krok 1. Obliczenie delty.

Liczba rozwigzan rownania kwadratowego jest zalezna od wartosci delty. Sprébujmy zatem jag policzy¢, tak jak robimy to przy rozwiazywaniu standardowego

réownania kwadratowego:
Wspotczynnikia =1, b=a—1, c= —a

A=0—dac=(a—1)*—4-1-(—a)=a®*—2a+1+4da=a*+2a+1

Krok 2. Interpretacja otrzymanej delty.
Delta wyszta nam réwna a? 4 2a + 1. Powinniémy dostrzec, ze te postac da sie "zwinac" przy uzyciu wzoréw skréconego mnozenia do postaci (a 4 1)2.

Z ragji tego, iz kazda liczba rzeczywista podniesiona do kwadratu daje wynik dodatni lub réwny zero, to mozemy by¢ pewni, ze (a + 1)? jest na pewno wieksze lub
rowne zero. Z naszej analizy wynika wiec, ze delta jest zawsze wigksza lub rowna zero, a skoro tak, to rownanie kwadratowe zawsze bedzie mie¢ dwa lub jedno
rozwigzanie. W ten sposéb udowodniliémy, ze to réwnanie ma zawsze przynajmniej jedno rozwiazanie.

o2

Suma dtugosci boku kwadratu i jego przekatnej jest rowna 1. Oblicz dtugo$¢ przekatnej tego kwadratu. Wynik zapisz w postaci a + by/c.
Odpowiedz: d = 2 — /2
Krok 1. Utozenie réwnania.

Z whasnosci kwadratow wiemy, ze kwadrat o boku @ ma przekatna o dtugosci aV/2. Skoro suma dtugosci boku i przekatnej jest rowna 1, to mozemy utozy¢
nastepujace réwnanie:

at+av2=1

Krok 2. Obliczenie dtugosci boku kwadratu.
Rozwigzywanie naszego réwnania zaczynamy od wytaczenia wspolnego czynnika przed nawias:
1

a+av2=1,a-(1+v2)=1,a=
1+V2

Teraz musimy pozbyc¢ sie niewymiernoéci z mianownika. Aby pozby¢ sie tej niewymiernosci to musimy licznik oraz mianownik pomnozy¢ przez 1 — /2, dzieki czemu
w mianowniku skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia (a 4 b)(a — b) = a® — b% Catoé¢ bedzie wygladac nastepujaco:

1-(1-+v?2) o Lov2 o 1-v2 12

= = = s —

(1+\/§).(1_\/§), 12_\/52, T3 ,a:71+\/2,a:\/§fl

Krok 3. Obliczenie dtugosci przekatnej kwadratu.
Wiemy juz, ze nasz kwadrat ma bok o dtugosci a = V2 — 1, zatem przekatna tego kwadratu bedzie miata dtugos¢:

d=av2,d=(V2-1)-V2,d=2-v2
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Zadanie 31 0-2 pkt

Rzucamy dwa razy symetryczng szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze liczba oczek w drugim rzucie jest o dwa
wieksza od liczby oczek w pierwszym rzucie.

Odpowiedz: P(4) = +

Krok 1. Obliczenie liczby wszystkich zdarzen elementarnych.
Kazdy rzut koscia to mozliwos¢ otrzymania jednego z szesciu wynikéw. Takich rzutéw wykonujemy dwa. To oznacza, ze zgodnie z reguta mnozenia liczba zdarzen
elementarnych bedzie rowna:

12/ =6-6=36

Krok 2. Obliczenie liczby zdarzen sprzyjajacych.
Zdarzeniem sprzyjajagcym sa sytuacje w ktoérych liczba oczek w drugim rzucie jest o dwa wigksza od liczby oczek w pierwszym rzucie. Wypiszmy zatem te mozliwosci,
bo nie jest ich wiele:

(153), (2;4), (3;5), (4;6)

Widzimy, ze s3 tylko cztery interesujace nas przypadki. W zwigzku z tym zdarzen sprzyjajacych mamy |A| = 4.

Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.

Al 4 1
P4 =2 =
(4) |2 36 9

Zadanie 32 0-4 pkt

Trzy liczby tworza ciag arytmetyczny o réznicy » = —4. Jesli pierwsza i druga liczbe powiekszymy o 3, a trzecig powiekszymy o 4, to otrzymamy trzy kolejne wyrazy
ciggu geometrycznego. Oblicz liczby tworzace cigg arytmetyczny i ciagg geometryczny.

Odpowiedz: Ciag arytmetyczny: \

Krok 1. Zapisanie wyrazéw ciggu arytmetycznego.

Z tresci zadania wynika, ze réznica ciagu arytmetycznego jest rbwna r = —4. Skoro tak, to mozemy zapisac, ze:
Pierwszy wyraz ciagu arytm.: a;

Drugi wyraz ciggu arytm.: a; — 4

Trzeci wyraz ciggu arytm..a; —2-4 =a; — 8

Krok 2. Zapisanie wyrazéw ciggu geometrycznego.
Zgodnie z trescig zadania mozemy zapisac, ze:
Pierwszy wyraz ciagu geom.: a; + 3

Drugi wyraz ciggu geom..a; —4+3 =a; — 1
Trzeci wyraz ciggu geom..a; — 8 +4 =a; — 4

Krok 3. Obliczenie wartosci pierwszego wyrazu.
W ciaggu geometrycznym dla trzech kolejnych wyrazéw zachodzi nastepujgca rownosc:

a22 =ai-a3

Podstawiajgc zapisane przed chwilg wyrazy ciagu geometrycznego otrzymamy:

(ay—1)2=(a;+3) (a1 —4), a>—2a; +1 =0a,> —4a; +3a; - 12, —2a;+1=—a; 12, —a; =13, a; =13

Krok 4. Obliczenie wartosci wyrazéw ciggu arytmetycznego oraz geometrycznego.
Korzystajac z oznaczen, ktore zapisalismy sobie w pierwszym i drugim kroku otrzymamy:
Pierwszy wyraz ciagu arytm.: 13

Drugi wyraz ciggu arytm.: 13 —4 =9

Trzeci wyraz ciggu arytm.: 13 — 8 = 5

Pierwszy wyraz ciagu geom.: 13 + 3 = 16
Drugi wyraz ciggu geom.: 13 — 1 = 12

Trzeci wyraz ciggu geom.: 13 —4 =9

Mozemy wiec powiedzie¢, ze ciag arytmetyczny tworzg liczby 13,9, 5, a ciag geometryczny tworza liczby 16,12, 9.
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Zadanie 33 0-5 pkt

Podstawg ostrostupa ABCDE jest kwadrat, a spodek F' wysokosci EF' ostrostupa jest srodkiem krawedzi AD (patrz rysunek). Ponadto wiadomo, ze kazda z
dwéch dhuzszych krawedzi bocznych tego ostrostupa ma diugoéé 12+/5cm i jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°. Oblicz objetos¢ tego
ostrostupa.

A B

Odpowiedz: \(V=288\sqrt{15}cm~3

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Nanoszac na rysunek dane z tresci zadania otrzymamy nastepujaca sytuacje:

A B

Tutaj kluczowy staje sie trojkat EF B, ktéry jest trojkatem prostokatnym, a doktadniej rzecz ujmujac jest to trojkat prostokatny o katach 30°,60°,90°.

Krok 2. Obliczenie dtugosci odcinkéw F'B oraz E'F.

Spéjrzmy na nasz trojkat EF' B. Przeciwprostokatna tego trojkata ma dtugosc 12v/5. Za pomocg funkgji trygonometrycznych lub tez wtasnosci trojkatow o katach
30°,60°,90° jesteSmy w stanie wyznaczy¢ pozostate boki tego trojkata. Sprobujmy moze skorzystac z wtasnosci takich trojkatow i zacznijmy od wyznaczenia
dtugosci odcinka F'B.
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Zgodnie z wtasno$ciami trojkatow o katach 30°,60°,90°, odcinek F'B jest dwukrotnie krotszy od przeciwprostokatnej, zatem:

FB=12V5:2, FB=6v5

Teraz wyznaczmy dtugos¢ odcinka E'F (ktéra jest jednoczesnie wysokoscig naszego ostrostupa). Ja moglibysmy wyznaczy¢ nawet z Twierdzenia Pitagorasa, ale
trzymajac sie wtasnosci trojkatow o katach 307,607, 90° wiemy, ze ten odcinek bedzie V3 razy wiekszy od przyprostokatnej F'B. W zwigzku z tym:

EF=6V5-V3, EF =6V15

Skoro odcinek EF jest wysokoécia ostrostupa, to mozemy od razu zapisaé, ze H = 6+/15.
Krok 3. Obliczenie dtugosci krawedzi podstawy.
Spdjrzmy na tréjkat ABF. Na pewno jest to trojkat prostokatny, bo kat F'AB jest katem kwadratu znajdujacego sie w podstawie.

Znamy dtugos¢ przeciwprostokatnej tego trojkata, czyli B = 64/5. Jezeli odcinek AB oznaczymy jako a, to odcinek AF' bedziemy mogli zapisa¢ jako %aA W
zwigzku z tym zgodnie z Twierdzeniem Pitagorasa otrzymamy:

1 )2 1 5
a2+(§a) :(6\/5)27a2+za2:36~5,Za2:180,a2:144,a:12 Vo oa=-12

Ujemna dtugos¢ oczywiscie odrzucamy, zatem zostaje nam a = 12.

Krok 4. Obliczenie objetosci ostrostupa.
Wiemy juz, ze w podstawie ostrostupa jest kwadrat o boku @ = 12, a wysokos¢ ostrostupa to H = 6+/15. Znajac te dane mozemy przystapic do liczenia objetosci:

V:%PP-H, V:%az-H, V:%-122-6\/ﬁ, V:%-144-6«/E,V:48-6\/15, V = 288v/15[cm?]
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Zadanie 34 0-4 pkt

W gospodarstwie ogrodniczym zapakowano 480 ré6z do pewnej liczby kartonéw. Gdyby jednak do kazdego kartonu wtozono o 3 réze mniej, to do zapakowania tej
samej ilosci roz nalezatoby uzy¢ o 8 kartondow wiecej. Do ilu kartonéw zapakowano pierwotnie roze i ile réz byto w kazdym kartonie?

Odpowiedz: R6ze zapakowano do \

Krok 1. Wprowadzenie oznaczen do tresci zadania.
Wprowadzmy sobie do zadania proste oznaczenia:
T - liczba réz w pojedynczym kartonie

y - liczba kartonow

Wiemy, ze zapakowano 480 réz, zatem mozemy zapisac, ze:

z-y =480

Dodatkowo wiemy, ze gdyby do kartonu wtozono o 3 réze mniej, to trzeba bytoby uzy¢ 8 kartonow wiecej, czyli:

(z —3)(y+8) =480

Krok 2. Zapisanie i rozwigzanie uktadu réwnan
Z dwoch zapisanych réwnan w poprzednim kroku mozemy zbudowac nastepujacy uktad réwnan.

{z~y:480 ,
(z —3)(y+8) =480

Ten uktad réwnan najszybciej rozwigzemy metoda podstawiania, wyznaczajac np. wartos¢  z pierwszego rownania:

z =48
{(z—é)(y+8) — 480

Podstawiajac teraz pierwsze réwnanie do drugiego otrzymamy:

480 3840 3840
(——3>(y+8):480,}86+——3y—24:336, —3y—24+ 2 =0 /~y, — 3y? — 24y + 3840 = 0 /;(—3),y2+8y—1280:
Yy Yy Yy

Ostatnie dzielenie przez —3 nie byto konieczne, ale dzieki temu za chwile bedziemy dziata¢ na nieco mniejszych liczbach.

Krok 3. Rozwigzanie powstatego réwnania kwadratowego.
Powstato nam réwnanie kwadratowe, ktére klasycznie obliczymy za pomoca delty:
Wspotczynniki:a = 1, b= 8, ¢ = —1280

A=0b"—dac=8"—4-1-(—1280) = 64 — (—5120) = 5184, v/A = /5184 = 72

—b—vVA —8-72 —80 —b+VA —8+72 64
Yy = = =——=—-40, yp = = = — =32
2a 2.1 2 2a 2.1 2

Krok 4. Okreslenie liczby kartondw oraz r6z w pojedynczym kartonie.

Zacznijmy od liczby kartonéw. Z réwnania kwadratowego wyszto nam, ze y = —40 oraz y = 32. Oczywiscie ujemne rozwigzanie musimy odrzuci¢, bo liczba
kartonéw nie moze by¢ ujemna. W zwiagzku z tym juz wiemy, ze y = 32, czyli ze pierwotnie byty 32 kartony. Musimy jeszcze obliczy¢ ilos¢ réz, zatem korzystajac z
dowolnego réownania z uktadu réwnan (np. z pierwszego) wyjdzie nam, ze:

z-y=480, v-32=480, z =15

To oznacza, ze w pojedynczym kartonie znalazto sie 15 r6z, a samych kartonéw byto pierwotnie 32.
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