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Rozwiazania krok po kroku

Wynikiem dziatania 4976 : 7715 jest:
Odpowiedz: B (7%)

Zamieniajac liczbe 49 na 72 oraz korzystajac z dziatanh na potegach mozemy zapisac, ze:

Odpowiedz

B (7%

B (0)
B(—v6-3)

B (1,95%)

D (nalezy do przedziatu (0;1))
Al > 1)

c©@

D ((=3;0))

B (53)

A ((—00;25))

D (g(z) = -39
C (1008)
c@l(3) -1
A(ld)

€ (90°)

D (0,8)
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A (K -2%7)
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C (16¢cm)
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Wyrazenie logs(log30 — log3) jest réwne:
Odpowiedz: B (0)

Aby rozwiagzac ten logarytm skorzystamy ze wzoru na réznice logarytmow:
b
log,b — log,c = log, | —
c
Korzystajac z tego wzoru mozemy rozpisac logarytmy znajdujace sie w nawiasie, otrzymujac w ten sposob:

30
logs(log30 — log3) = logs (log?) = logs(log10)

Teraz musimy pamietac o tym, ze jesli logarytm nie ma zapisanej podstawy, to domysinie podstawa jest réwna 10, czyli log10 to tak naprawde logi010. A ile jest
rowny log10107? Taki logarytm jest réwny 1, bo 10" = 10. W zwiazku z tym:

logs(log10) = logsl = 0

Wartoé¢ tego logarytmu jest réwna 0, bo 3° = 1.

o1p

Liczba odwrotna do liczby ‘/63’3 jest:

Odpowiedz: B (—/6 — 3)

Aby otrzymac liczbe odwrotna wystarczy zamieni¢ miejscami licznik z mianownikiem. W ten sposob otrzymamy liczbe ﬁ To jednak nie koniec zadania, bo

dodatkowo bedziemy musieli wykonac jeszcze usuniecie niewymiernosci z mianownika. Cato$¢ bedzie wygladac w nastepujacy sposoéb:

3 3-(vV6+3) _3¢6+9)_3\/6+9):7\/-73

V6-3 (V6-3)-(v6+3 = (6-9 -3

g

Urzad skarbowy zostat zobowiagzany do zwrotu podatku w wysokosci 235, 402t Kwote te zaokraglono do petnych dziesigtek ztotych. Btad wzgledny tego
zaokraglenia wyrazony w procentach wyniést okoto:

Odpowiedz: B (1,95%)

Krok 1. Zapisanie danych z tredci zadania.

Btad wzgledny obliczymy korzystajac ze wzoru § = @, gdzie:
§ - btad wzgledny

x - doktadna wartos¢

p - wartos¢ przyblizona

W naszym przypadku:
z = 235,40
p = 240, bo 240 jest przyblizeniem do petnych dziesigtek liczby 235, 40

Krok 2. Obliczenie btedu wzglednego.
Korzystajac z powyzszych informadji btad wzgledny obliczymy w nastepujacy sposoéb:

235,40 — 240| | —4,60] 4,60

= ~ 0,0195 ~ 1,95
235,40 235,40 235,40 ’ ,95%

o1pi

Liczba 2 — 2(v/3 — 1)%
Odpowiedz: D (nalezy do przedziatu (0;1))

Korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia (a — b)? = a? — 2ab + b% mozemy zapisa, ze:

2-2(vV3-12=2-2-3-2V3+1)=2-2-(4—2V3) =, =2-8+4V3=—6+4V3~ —6-+6,92~0,92

To oznacza, ze ta liczba nalezy do przedziatu (0;1).
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Nieréwnos¢ + — 1

T~ 7L < % jest rbwnowazna nieréwnosci:

Odpowiedz: A (z > )

Najprosciej bedzie rozpocza¢ rozwigzywanie naszej nieréwnosci od pomnozenia obydwu stron przez 6, pozbedziemy sie wtedy wszystkich utamkoéw. Trzeba tutaj
pamietac, ze po lewej stronie mamy odejmowanie, zatem musimy przez 6 wymnozy¢ kazdy jednomian:

N =

x<% /-6,2—3.7c<17 -3z < -1 /:(—3),x>%

w|

Pamietaj, ze dzielac lub mnozac nieréwnos¢ przez liczbe ujemna trzeba zmieni¢ znak na przeciwny, tak jak przy tym ostatnim przeksztatceniu.

o1p

3z(z°-9)

Liczba réznych rozwiazan réwnania = —— = 0 wynosi:

Odpowiedz: C (2)

Krok 1. Zapisanie zatozen do réwnania.
Z racji tego, iz nie istnieje w matematyce dzielenie przez 0, to warto$¢ w mianowniku musi by¢ rézna od 0. W zwiazku z tym:

r—3#0,z+#3

Krok 2. Rozwigzanie réwnania.
Po zapisaniu zatozen mozemy przejs¢ do rozwigzywania réwnania, zaczynajac od wymnozenia obu stron przez wartos¢, ktéra znajduje sie w mianowniku, czyli przez
z—3:

3z(z® - 9)

—5— =0 /~(x73),3x(x279):0

Aby to réwnanie byto réwne 0, to albo 3z albo 2? — 9 musi by¢ réwne 0, zatem:

32=0 V 2*—9=0,2=0 V z*=9,2=0 V z=3 V z=-3

Krok 3. Zapisanie rozwigzan réwnania.
Musimy teraz zweryfikowaé nasze rozwigzania i sprawdzi¢ czy jakies rozwigzanie nie wyklucza sie z naszymi zatozeniami z kroku pierwszego. Okazuije sie, ze jedno
rozwigzanie (x = 3) musimy wykluczy¢ ze wzgledu wtasnie na zatozenia, dlatego réwnanie ma tylko dwa rozwigzania: ¢ = 0 oraz z = —3.

o1pi

Na rysunku przedstawiono wykres pewnej funkgji f. Maksymalny przedziat, w ktérym funkgja f jest rosnaca, to:

Odpowiedz: D ((—3;0))

Przedziat argumentéw dla ktérych funkgja jest rosngca odczytujemy z osi ikséw. Widzimy wyraznie, ze funkcja roénie od argumentu & = —3 az do argumentu
z = 0, zatem przedziatem w ktérym ta funkda rosnie bedzie (—3;0).
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Wykres funkdji liniowej f(z) = 8532 przecina osie uktadu wspétrzednych w punktach A i B. Pole tréjkata ABO, w ktorym punkt O jest poczatkiem uktadu

2
wspotrzednych, wynosi:

Odpowiedz: B (5%)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Aby wiedziec¢ co bedziemy liczy¢, to zrébmy sobie prosty rysunek pomocniczy:
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f(x)= %'f’x

Z rysunku wynika, ze jak poznamy wspdtrzedne punktéW A oraz B to tak naprawde poznamy dtugosci bokéw naszego trojkata, a stad bedzie juz prosta droga do
obliczenia pola figury.

Krok 2. Wyznaczenie wspétrzednych punktu A.
Punkt A bedzie miejscem przeciecia sie funkgji z osia igrekow. Funkda przecina sie z osig igrekéw dla argumentu = = 0, zatem juz wiemy, ze A = (0;y).
Podstawiajac & = 0 otrzymamy wspdtrzedng igrekowa punktu A, czyli:

8-3-0 80

f(O) 2 ,f(O):—,f(O): ,f(()):4

To oznacza, ze funkdja przecina o$ igrekéw w punkcie A = (0;4).

Krok 3. Wyznaczenie wspdtrzednych punktu B.
Punkt B bedzie miejscem przeciecia sie funkgji z osia ikséw. Funkgja przecina sie z osia ikséw dla wartosci y = 0, zatem juz wiemy, ze B = (x; 0). Podstawiajac
y = 0 otrzymamy wspdtrzedna iksowa punktu B, czyli:

8 — 3z
2

0=

,0:873x,31:8,x:§

To oznacza, ze funkdja przecina o$ ikséw w punkcie B = (%, 0)4

Krok 4. Obliczenie pola powierzchni trjkata.
Po wyznaczeniu wspdtrzednych punktéw A oraz B i po spojrzeniu na nasz szkicowych rysunek jasno wynika, ze podstawa tréjkata ma dtugosé a = %, natomiast

wysokos¢ trojkata to h = 4. Pole tego trdjkata bedzie wiec réwne:

I
|
~
I
(2
|

1 18
P=_ah,P=2-2-4,P

matematix.pl - Matura probna z matematyki (poziom podstawowy) - Operon 2018 5/30



Zadanie 10 0-1 pkt

Zbiorem wartosci funkgji f(z) = —(z + 7)(z — 3) jest:

Odpowiedz: A ((—00;25))

Wykresem naszej funkgji kwadratowej bedzie parabola o ramionach skierowanych do dotu, bo wspdtczynnik kierunkowy a jest ujemny (mamy minus przed postacia
iloczynowa). To oznacza, ze nasza funkcja bedzie mie¢ mniej wiecej taki oto wyglad:

Mozemy wiec juz wywnioskowad, ze zbiorem wartosci bedzie przedziat od —oo az do wartosci w wierzchotku paraboli.

Wspbdtrzedne wierzchotka mozemy zapisa¢ jako W = (p; q). Szukamy wartosci przyjmowanej w tym wierzchotku, czyli szukamy wspdtrzednej g (gdyby$my szukali
odpowiedzi na pytanie dla jakiego argumentu ta warto$¢ jest przyjmowana, to wtedy szukalibySmy wspétrzednej p). | teraz mozemy dojs¢ do tej wspotrzednej g na
dwa sposoby:

| sposob - wyznaczajac wartos$¢ wspotrzednej p i podstawiajac ja do wzoru funkgji:
Z postaci iloczynowej mozemy odczytac, ze miejscami zerowymi naszej funkcji s —7 oraz 3. Wspdtrzedna p wierzchotka paraboli bedzie doktadnie pomiedzy tymi
dwoma miejscami zerowymi (to wynika z wtasnosci wierzchotka), zatem mogliby$my zapisa¢, ze:

_ T3 4
p= 9 717—2711—
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Teraz znajac wartos¢ p = —2 mozemy podstawi¢ * = —2 do wzoru funkgji, dzieki czemu otrzymamy wartos¢ funkgji przyjmowana w wierzchotku. Zatem:

f(=2) = =(=2+7)(-2-3), f(=2) = =(5)(-5), f(-2) =25

To oznacza, ze wartos¢ przyjmowana w wierzchotku paraboli jest réwna 25, czyli zbiorem wartosci funkgi bedzie (—o0; 25).

Il sposéb - obliczajac warto$¢ g ze wzoru z tablic:
W tej metodzie skorzystamy ze wzoru:

Aby jednak moc skorzystac z tego wzoru musimy najpierw doprowadzi¢ rownanie do postaci ogdinej, a nastepnie musimy policzy¢ tak zwana delte.
Krok 1. Zapisanie réwnania w postaci ogdlne;.
Aby méc obliczy¢ warto$¢ ¢ musimy najpierw doprowadzi¢ réwnanie do postaci ogélnej, zatem:

—(z+T(x—3)=—(22 -3z +Tx—21)=, = (2> +4z —21) = —2® — 4z + 21

Krok 2. Obliczenie delty.
Majac postac ogdlng mozemy juz policzy¢ delte, ktéra znalazta sie w liczniku wzoru na g, zatem:
Wspotczynniki:a = —1, b= —4, ¢ =21

A= —4dac=(—4)>—4-(-1)-21 =16 — (—84) = 16 + 84 = 100

Krok 3. Wyznaczenie wartosci wspétrzednej g.
Znajac delte mozemy zapisac, ze:

~A 100  —100

"Iy E

To oznacza, ze zbiorem wartosci tej funkgji bedzie przedziat (—oo; 25).

Zadanie 11 0-1 pkt

Wykres funkdji f(z) = —3® przesunieto réwnolegle wzdtuz osi OX o dwie jednostki w prawo i otrzymano wykres funkdi y = g(z). Wowczas:
Odpowiedz: D (g(z) = —3%2)

Chcac zapisa¢ wzér funkdji przesunietej w prawo/lewo musimy zmieni¢ warto$c¢ stojacg przy iksie. Przesuniecie o dwie jednostki w prawo oznacza, ze wartos¢ iksa
nalezy pomniejszy¢ o 2 (gdybysmy przesuwali w lewo, to wartos¢ iksa nalezatoby powiekszy¢ o 2). Skoro wiec iks znajduje sie w potedze, to musimy pomniejszy¢
wyktadnik tej potegi o 2, zatem g(z) = —3%2

Zadanie 12 0-1 pkt

Dodatnich wyrazéw ciggu okreslonego wzorem a,, = —2n + 2018 dlan > 1 jest:

Odpowiedz: C (1008)

Krok 1. Zapisanie i rozwigzanie nieréwnosci.
Aby sprawdzi¢ ile dodatnich wyrazéw ma ten cigg wystarczy rozwigzac prosta nieréwnosc:

—2n +2018 >0, —2n > —2018, n < 1009

Uwaga na zmianeg znaku - kiedy mnozymy lub dzielimy nieréwnos¢ przez liczbe ujemna, to musimy zmienic¢ znak na przeciwny.
Krok 2. Interpretacja otrzymanego wyniku.

Wiemy, ze w ciggach n jest liczba naturalng. Musimy wiec ustalic ile jest liczb naturalnych mniejszych od 1009 (bo n wyszto nam mniejsze od 1009). Takich liczb
bedzie oczywiscie 1008 (od 1 do 1008), zatem tyle tez bedziemy mieli dodatnich wyrazéw naszego ciagu.
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Zadanie 13 0-1 pkt

Sume n poczatkowych wyrazéw ciagu (4, 6,9, . .. ) mozna obliczy¢ ze wzoru:

Odpowiedz: C (8 [($)" — 1])

Krok 1. Ustalenie jaki jest to ciag.

Musimy na poczatku ustalic jaki jest to cigg i jakie sa jego kluczowe parametry. Na pewno nie jest to ciag arytmetyczny, bo drugi wyraz jest o 2 wiekszy od

pierwszego, a trzeci wyraz jest o 3 wiekszy od drugiego. Powinnismy dostrzec, ze nasz ciag jest geometryczny, bo kazdy wyraz jest 1, 5 razy wiekszy od
poprzedniego. lloraz ciggu mozemy nawet obliczy¢ w nastepujacy sposob:

_ay 6 3
Q*a17(I*4:Q*2

Mozemy wiec powiedzie¢, ze nasz cigg jest geometryczny, a kluczowymi liczbami dla tego ciggu beda ¢ = % oraza; = 4.

Krok 2. Obliczenie sumy n poczatkowych wyrazdw.
Korzystajac ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw i podstawiajac dane, ktore przed chwilg sobie wyznaczylismy otrzymamy:

ot e e (o (2)) (), (- ) s (- (2))

Musimy sie jeszcze dopasowa¢ do proponowanych odpowiedzi i aby lepiej zrozumie to przeksztatcenie to mozemy zamieni¢ —8 na 8 - (—1), otrzymujac:
3\" 3\" 3\"
Spn=8-(-1)-(1—-(—= , Sh=8-(-1 - , Sn=28- -] -1
(- (5) ) e (0 (5) ) s ((3) )

Zadanie 14 0-1 pkt

W pewnym ciggu arytmetycznym suma dwoéch pierwszych wyrazéw jest rowna 5%, a suma trzech pierwszych wyrazéw jest rowna 12. Pierwszy wyraz tego ciagu jest
rowny:

Odpowiedz: A (15)

Krok 1. Rozpisanie sumy dwdch i trzech pierwszych wyrazéw.

Suma dwoch pierwszych wyrazéw to tak naprawde ai + ag. Suma trzech pierwszych wyrazéw to a1 + a2 + as. Korzystajac ze wzoru na n-ty wyraz ciggu
arytmetycznego mozemy napisa¢, ze as = a1 + r oraz ag = a1 + 2r. Jezeli tak rozpiszemy sobie te sytuacje to otrzymamy:

1 1 1
a1+a2:55,a1+a1+r:55,2a1+r:55,oraz,a1+a2+a3:12,a1+a1+7'+a1+27':12,3a1+3T:12

Krok 2. Obliczenie wartosci pierwszego wyrazu arytmetycznego.
Z naszych réownan otrzymanych w pierwszym kroku mozemy utozy¢ teraz uktad réwnan:

2a1+r:5% s
3a; + 3r =12

Ten uktad réwnan najlepiej jest rozwigza¢ metoda podstawiania, wyznaczajac wartos$¢ r z pierwszego réwnania:

r:5%72a1 s
3a; +3r =12

Podstawiajac teraz pierwsze réwnanie do drugiego otrzymamy:

1 1 1 1
3a1+3-(5572a1) =12, 31 + 165 —6a1 =12, —3m =45, a1 =15

Dla pewnego kata wypuktego a mamy tg% = ‘/T§ Kat a ma miare:
Odpowiedz: C (90°)

Tangens przyjmuje warto$¢ é dla kata 30°. W zwigzku z tym:
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Zadanie 16 0-1 pkt

Wysokos¢ rombu jest réwna 12, a jego pole jest réwne 180. Sinus kata ostrego rombu wynosi:

AWS

Odpowiedz: D (0, 8)

Krok 1. Obliczenie dtugosci boku rombu.
Pole rombu mozemy obliczy¢ ze wzoru P = ah. Skoro P = 180 oraz h = 12, to:

180=a-12,a=15

Krok 2. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Aby dobrze wiedzie¢ co tak naprawde musimy policzy¢ to zrébmy sobie prosty rysunek szkicowy:

NS

Krok 3. Obliczenie sinusa kata ostrego rombu.

Sinus kata ostrego bedzie réwny stosunkowi dtugosci przyprostokatnej naprzeciwko kata o wzgledem dtugosci przeciwprostokatnej, zatem:

4
sina = TR sina:g , sina = 0,8
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Zadanie 17 0-1 pkt

Punkty A, B, C'i D naleza do okregu o $rodku w punkcie O (patrz rys.). Suma o + 3 wynosi:

Odpowiedz: C (100°)

Krok 1. Obliczenie miary kata DEA.
Katy DEA oraz AEC sa katami przylegtymi. Z wtasnosci katow przylegtych wynika, ze suma ich miar jest réwna 180°, zatem:

|<DEA| = 180° — 100" = 80°

Krok 2. Obliczenie sumy miar katow o + .
Spojrzmy na tréjkat ADE. Wiemy juz, ze miara kata DE A jest réwna 80°. Skoro wiec suma miar katow w trojkacie musi by¢ rowna 1807, to:

o+ B+ |<DEA| =180, a + B +80° = 180", ar+ B8 = 100°

Zadanie 18 0-1 pkt

Obserwowana w laboratorium populagja bakterii podwaja swoja liczebno$¢ co 20 minut. Poczatkowa liczba bakterii wynosita K sztuk. Oznacza to, ze po uptywie n
godzin liczebnos¢ populacji wyniesie:
Odpowiedz: A (K - 2%7)

Najlepiej bedzie rozpisac sobie poszczegdlne fazy rozrostu populagji bakterii:

+ Na poczatku mamy K bakterii.

* Po uptywie 1 okresu (czyli po 20 minutach) mamy K - 2 bakterii.

« Po uptywie 2 okresow (czyli po 40 minutach) mamy K - 2 - 2 = K - 2% bakterii.

« Po uptywie 3 okresow (czyli po 60 minutach) mamy K - 2 -2 - 2 = K - 2% bakterii.

Rozpisujac to w ten sposéb powinnismy dostrzec, ze:
« Po jednej godzinie mamy K - 23 bakterii.

« Po dwoch godzinach mielibysmy K - 26 bakterii.

« Po trzech godzinach mielibyémy K - 2 bakterii.

« Po czterech godzinach mielibyémy K - 212 bakterii.

I tu juz powinniémy zauwazy<, ze po n godzinach mielibyémy K - 2%" bakterii.
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Zadanie 19 0-1 pkt

Przeciwlegte wierzchotki kwadratu majg wspétrzedne A = (1, —3) i C' = (—5, 3). Bok kwadratu ma dtugos¢:
Odpowiedz: D (6)

Krok 1. Obliczenie dtugosci odcinka AC.
Znajac wspdtrzedne punktéw A oraz C mozemy obliczy¢ dtugosé odcinka AC' korzystajac z nastepujacego wzoru:

|AC| = y/(@e — 2a)? + (e — ua)?» |AC] = /(=5 — 1)+ (3 — (=3))?, |AC| = /(~6) + (3 + 3)?, |AC| = ,/(~6)* + 62, |AC| = v/36 1 36, |AC]|

Krok 2. Obliczenie dtugosci boku kwadratu.
Odcinek AC jest przekatna kwadratu. Z wtasnosci kwadratéw wynika, ze kwadrat o boku a ma przekatna o dtugosci av2. W zwigzku z tym:

aV2=6V2,a=6

Zadanie 20 0-1 pkt

llo$¢ wszystkich liczb czterocyfrowych, w ktdrych cyfry sie nie powtarzaja, wynosi:

Odpowiedz: A (9-9-8-7)

Zastanowmy sie na ile roznych sposobdw mozemy wpisac kazda z cyfr naszej liczby czterocyfrowej (rzad tysiecy, setek, dziesiatek, jednosci):

* w rzedzie tysiecy moze znalez¢ sie kazda cyfra oprocz 0, bo nie ma takiej liczby jak 0328. To oznacza, ze mamy 9 mozliwosci uzupetnienia rzedu tysiecy.

* w rzedzie setek moze znalez¢ sie kazda z dziesieciu cyfr od 0 do 9, oprocz tej ktéra byta w rzedzie tysiecy (bo cyfry maja sie nie powtarzad). To oznacza, ze mamy
10 — 1 = 9 mozliwosci uzupetnienia rzedu setek.

* w rzedzie dziesigtek moze znalez¢ sie kazda z dziesieciu cyfr od 0 do 9, oprocz tych dwoch ktére byty w rzedzie tysiecy oraz setek. To oznacza, ze mamy

10 — 2 = 8 mozliwosci uzupetnienia rzedu setek.

* w rzedzie jedno$ci moze znalez¢ sie kazda z dziesieciu cyfr od 0 do 9, oprécz tych trzech ktére byty w rzedzie tysiecy, setek oraz dziesigtek. To oznacza, ze mamy
10 — 3 = 7 mozliwosci uzupetnienia rzedu setek.

Teraz zgodnie z reguta mnozenia mozemy zapisac, ze liczba wszystkich interesujacych nas liczb czterocyfrowych bedzie réwna:

9-9-8-7

Zadanie 21 0-1 pkt

Rzucono trzy razy monetg symetryczna. Prawdopodobienstwo uzyskania jednej reszki wynosi:

Odpouwiedz: B (£)

Krok 1. Ustalenie liczby wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych.
Na kazdej monecie moze nam wypas¢ orzet lub reszka. Skoro rzucamy nasza moneta trzykrotnie to wszystkich mozliwych kombinagji zgodnie z reguta mnozenia
bedziemy mie¢:

|2/ =2.2.2=38

Krok 2. Ustalenie liczby zdarzen sprzyjajacych.
Interesuje nas sytuacja w ktorej raz wypadnie reszka, czyli sprzyjajacymi zdarzeniami beda:

(ROO), (ORO), (OOR)

Sa to trzy zdarzenia, zatem |A| = 3.

Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.
Prawdopodobienstwo obliczymy korzystajac ze wzoru:
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Zadanie 22 0-1 pkt

Srednia arytmetyczna zestawu liczb 5, 8,1, 3, z, 8 wynosi 6. Mediana tego zestawu jest réwna:
Odpowiedz: B (6)

Krok 1. Obliczenie wartosci niewiadomej z.
Mamy szes$¢ cyfr i ich Srednia arytmetyczna jest rowna 6. Korzystajac ze wzoru na $rednig arytmetyczng mozemy zapisac, ze:

5+8+1+3+2+8 . 25+w
6 6

=6,254+2=36,x=11

Krok 2. Uporzadkowanie wszystkich liczb.
Aby obliczy¢ mediane musimy na poczatku uporzadkowac liczby w porzadku niemalejacym, czyli w kolejnosci od najmniejszej do najwigkszej, zatem:

1,3,5,8,8,11

Krok 3. Wyznaczenie mediany.
Mamy szes¢ liczb, czyli jest to parzysta ilos¢ wyrazéw. To oznacza, ze mediang jest Srednia arytmetyczna dwoch srodkowych wyrazéw, zatem:

5+8 13
m:_;“ Jm=—,m=65
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Zadanie 23 0-1 pkt

Na rysunku przedstawiono graniastostup prawidtowy czworokatny o krawedzi podstawy rownej 4. Graniastostup ten przecieto ptaszczyzng przechodzaca przez

przekatna BD podstawy i wierzchotek C’. Otrzymany przekrdj jest trdjkatem, ktérego wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka C” jest réwna 12. Wysoko$¢
graniastostupa jest réwna:

D’ C’

A 4 B

Odpowiedz: C (21/34)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Zaznaczajac na rysunku kluczowy tréjkat prostokatny otrzymamy nastepujaca sytuacje:

matematix.pl - Matura probna z matematyki (poziom podstawowy) - Operon 2018 13/30



N~
=N

A B

Krok 2. Obliczenie dtugosci przekatnej podstawy.
Graniastostup jest prawidtowy, czyli w podstawie ma figure foremna. W tym przypadku bedzie to kwadrat. Wiemy, ze kwadrat o boku @ ma przekatng o dtugosci
a+/2, zatem skoro bok kwadratu ma dtugos¢ 4, to przekatna bedzie mie¢ dtugos¢ d = 4+/2.

Krok 3. Obliczenie dtugosci potowy przekatnej podstawy.
Jak spojrzymy na nasz tréjkat prostokatny zaznaczony na rysunku szkicowym, to zauwazymy ze do obliczenia dtugosci wysokosci bryty potrzebujemy potowy
przekatnej podstawy. Skoro tak, to piszemy, ze:

PC=4v2:2, PC=2V2

Krok 4. Obliczenie dtugosci wysokosci graniastostupa.
Patrzac sie na zaznaczony niebieski tréjkat prostokatny i korzystajgc z Twierdzenia Pitagorasa mozemy zapisa¢, ze:

(2v2)2+ H>=12%,4-24+ H2 =144, 8+ H? =144, H2=136, H=+136 Vv H=—136

Wysokos¢ nie moze by¢ ujemna, zatem zostaje nam jedynie H = v/136. Aby dopasowac sie do odpowiedzi, to musimy jeszcze wytaczy¢ czynnik przed znak
pierwiastka, czyli:

H=v136=H=+4-31=2V34
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Zadanie 24 0-1 pkt

Kula o promieniu 6em i walec o wysokosci réwnej 4, 5em maja réwne objetosci. Srednica podstawy walca ma dtugoéé:

Odpowiedz: C (16¢cm)

Krok 1. Obliczenie dtugosci promienia podstawy walca.
Wz6r na objetos¢ kulito V = %ﬂ' - 73, Wzér na objetoéé walca to V = 72 - H. Te objetosci maja by¢ sobie réwne, zatem powstaje nam do rozwigzania nastepujace

rownanie:

—m-r’=mr*-H

Podstawiajac teraz do objetosci kuli warto$¢ r = 6¢m oraz do objetosci walca wartos¢ H = 4, 5em otrzymamy:
4 4 4 4
—7-62=7r?-4,5 i, —-63=r2-4,5, —-216 =1r%-4,5 14,5, —-48=72 64=7>,r=8 V r=-8
3 3 3 3

Dtugos¢ promienia nie moze by¢ ujemna, zatem zostaje nam jedynie r» = 8, czyli promiert ma dtugos¢ 8cm.

Krok 2. Obliczenie dtugosci Srednicy podstawy walca.

Obliczylidmy, ze promien walca ma dtugoé¢ 8cm, ale nas w zadaniu prosza o podanie dtugosci érednicy. Srednica jest dwukrotnie dtuzsza od promienia, zatem jej
dtugos¢ bedzie réowna 2 - 8cm = 16¢cm.
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Zadanie 25 0-2 pkt

Rozwiaz nieréwno$¢ (2z — 5)(3 — z) > —66.

V

— il
E 2

Odpowiedz: \(x\in\left(-3;8\fra

Krok 1. Doprowadzenie nieréwnosci do postaci ogdinej.
Zanim zaczniemy liczy¢ delte, to musimy przenie$¢ wszystkie wyrazy na lewa strone, doprowadzajgc nieréwno$¢ do postaci ogélnej, zatem:

(22 —5)(3 —z) > —66, 6z — 22> — 15+ 52 > —66 , 6z — 22> — 15+ 5z +66 >0, —22°+ 11z +51 >0

Krok 2. Wyznaczenie miejsc zerowych.

Teraz zgodnie z zasadami rozwigzywania nieréwnosci szukamy miejsc zerowych, czyli przyréwnujemy wartoéé¢ —2x% + 11z + 51 do zera. Mamy wiec do rozwiazania
réwnanie kwadratowe w postaci ogélnej —2x2 + 11z 4 51 = 0, ktdre rozwigzemy klasycznie obliczajac delte:

Wspotczynniki: a = —2, b =11, ¢ =51

A= —dac=112—4.(-2)-51 = 121 — (—408) = 121 + 408 = 529 , v/A = /529 = 23

_cb—vA _-1-23 -3 1 b+VA -11423 12
=T T2 (2) -4 20 ™T T2 T 2 (2 4

-3

Krok 3. Szkicowanie wykresu paraboli.

Parabola bedzie mie¢ ramiona skierowane do dotu, bo wspotczynnik kierunkowy a jest ujemny. Rysujemy o$, zaznaczamy wyznaczone miejsce zerowe i szkicujemy
parabole:

-3 %3

Krok 4. Odczytanie rozwiazania.
Interesuja nas wartosci wieksze od zera, zatem patrzymy sie na to co jest nad osia. To oznacza, ze rozwigzaniem nierébwnosci jest przedziat.

1
x e (*3,85)
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o2
W trapezie ABCD przekatne przecinaja sie w punkcie P. Punkt P dzieli przekatne na odcinki dtugosci: |AP| = 8, |PC| = 3 i|BP| = 12. Dtugosci podstaw AB i
CD trapezu réznig sie o 15. Oblicz dtugo$¢ odcinka D P oraz dtugosci podstaw AB i C'D trapezu.

D C

Y

A B

Odpowiedz: | DP| = 4, 5; \(|CD|

Krok 1. Dostrzezenie tréjkatow podobnych.
W naszym trapezie trojkaty ABP oraz DCP sa trojkatami podobnymi, bo maja one identyczne miary katéw (cecha kat-kat-kat). Ogdlnie warto pamietac o tej
wiasnosci trapezéw, a wynika ona wprost z wtasnosci katow naprzemianlegtych i wierzchotkowych:

D C

X
¢

Aby tatwiej byto dostrzec poszczegdlne zaleznosci w tréjkatach podobnych, to narysujmy sobie te dwa trojkaty obok siebie, zaznaczajac przy okazji wymiary z tresci

p

X
g 12 3 X

zadania:

C v D

A X5 B

Krok 2. Wyznaczenie dtugosci odcinka D P.

Skoro trojkaty ABP oraz DCP sa podobne to mozemy utozy¢ nastepujacg proporge:
|BP| _ |AP| 12 |8
|DP|  [CP|’ |[DP| 3|

Mnozac teraz na krzyz otrzymamy:

12.3=|DP|-8, 8DP| =36, [DP| = 4,5

Krok 3. Obliczenie dtugosci podstawy C'D.
Ponownie korzystajac z trojkatéw podobnych i z informadji o tym, ze podstawy AB oraz C'D rdznia sie o 15 mozemy zapisa¢, ze:
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|AB| |AP| z+15 8

|CD|]  |CP]’ = 3

Mnozac na krzyz otrzymamy:

(x+15)-3|=x-8,3x+45=8z,45=5z,2=9

To oznacza, ze [CD| = 9.

Krok 4. Obliczenie dtugosci podstawy AB.
Podstawa AB jest o 15 dtuzsza od podstawy CD, zatem:

|AB| = |CD| + 15, |AB| =9+ 15, |AB| = 24

Uwaga: To zadanie ma zaszyty w sobie pewien ciekawy btad, bowiem taki trapez nie istnigje. Skad to wiemy? Jak spojrzymy na trojkat ABP to zauwazymy, ze jego
boki maja dtugosc¢ 24, 12, 8. Taki tréjkat nie moze istniec, bo jedna z wtasnosci trojkatow jest to, ze suma dwoch krétszych bokow tréjkata musi by¢ wieksza niz
dtugos¢ najdtuzszego boku trjkata. W naszym przypadku suma dwéch najkrétszych bokéw jest réwna 8 + 12 = 20, czyli jest mniejsza od 24. To jest dowod na to,
Ze trapez o wymiarach bokéw z tresci zadania tak naprawde nie istnieje.

Zadanie 27 0-2 pkt

Wykaz, ze jezeli liczby a i b sg kolejnymi liczbami naturalnymi, to liczba (a + %b)2 - (a - %b)Zjest podzielna przez 4.

Odpowiedz: Udowodniono rozpisuj

Krok 1. Rozpisanie liczby z wykorzystaniem wzoréw skréconego mnozenia.
Korzystajac z wzoréw skroconego mnozenia otrzymamy:

1\? 1\? 1 1 1 1
2z -~ _ _ (2 L2\ [ 2 12\ _ 2 12 2 12
<a+2b) (a 2b) s (a +ab+4b> (a ab+4b) s a+ab+4b a”+ ab 4b 2ab

Krok 2. Zakonczenie dowodzenia.
Jezeli liczby a oraz b sa kolejnymi liczbami naturalnymi, to jedna z nich jest liczbg parzysta. Pomnozenie liczby parzystej przez 2 (a pomnozymy ja przez 2, bo mamy
zapis 2ab) sprawi, Ze ta liczba na pewno bedzie podzielna przez 4. W ten sposéb dowodzenie mozna uznac za zakonczone.

Zadanie 28 0-2 pkt

Wiedzac, ze kat o jest rozwarty oraz sin’a = 2%, oblicz tgo.

Odpowiedz: tga = 7%

Krok 1. Obliczenie wartosci sinusa.

Wiedzac, ze sin’o = % mozemy bez przeszkdd obliczy¢ wartos¢ samego sinusa:

.y 9 . 3 )
sin‘a=—, stna=— \V sina= —
25 5

5
Krok 2. Obliczenie wartosci cosinusa.
Korzystajac z jedynki trygonometrycznej oraz informagji o tym, ze sin’a = % otrzymamy:
%o+ cos’a =1, — + cosla= 1, coslar = 0 Y !
sin“a + cos“a = — +cos‘a=1, cos’a = —, cosa = — cosa = ——
25 ’ 25’ 5 5

Z tresci zadania wynika, ze kat « jest rozwarty, a dla katow rozwartych cosinus przyjmuje ujemne wartosci. Zatem dodatnie rozwiazanie musimy odrzucic i zostaje

nam cosa = —%.

Krok 3. Obliczenie wartosci tangensa.
Znajac warto$¢ sinusa oraz cosinusa mozemy juz bez przeszkod obliczy¢ wartosé tangensa:

. sina 3 . 3 4y 5) 3
o = ytgao=—"— ,tga=—:|——=),tga=—-|—— |, tga=——
99 = cosa ' 7 L 99=5 5) 9735 )" 1
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Zadanie 29 0-2 pkt

Dana jest funkgja f(z) = —3z% + bz + c dla x € R. Prosta o réwnaniu = = 2 jest osia symetrii paraboli bedacej jej wykresem, a zbiorem wartosci funkgji f jest
przedziat (—o0; 21). Wyznacz wspotczynniki b i c.
Odpowiedz: b = 12, ¢ =9

Krok 1. Odczytanie wspdtrzednych wierzchotka paraboli.

Cho¢ nie jest to zapisane wprost, to z tresci zadania mozemy wyczyta¢ wspétrzedne wierzchotka paraboli W = (p; g). O$ symetrii paraboli wskazuje nam pierwsza
wspdtrzedna, czyli wspodtrzedna p, bowiem o$ symetrii przechodzi wtasnie przez wierzchotek. Skoro osig symetrii jest prosta = 2, to pierwsza wspotrzedna
wierzchotka paraboli bedzie réwna wtasnie p = 2.

Druga wspdtrzedna wskazuje nam zbidr wartosci funkgji. Funkcja zawsze ma najmniejsza lub najwieksza wartos¢ w swoim wierzchotku. Skoro maksymalna wartoscia
przyjmowana przez nasza funkcje jest 21, to taka tez bedzie druga wspotrzedna wierzchotka paraboli, czyli ¢ = 21.

Mozemy wiec stwierdzi¢, ze W = (2; 21).

Krok 2. Zapisanie wzoru funkgji w postaci kanonicznej.
Znajac wspodtrzedne wierzchotka paraboli mozemy zapisa¢ wzér funkgji w postaci kanonicznej:

flz) =a(z —p)*+4q

Wiemy, ze a = —3, bo wynika to z zapisu funkdji w postaci ogdlnej f(z) = —3x% + bx + c. Wiemy tez jakie sa wspdtrzedne wierzchotka, czyli p = 2 oraz ¢ = 21,
zatem:

flz) = —3(z —2)*+ 21

Krok 3. Zapisanie wzoru funkgji w postaci ogdinej i odczytanie wspotczynnikéw b oraz c.
Teraz znajac juz wzér funkgji w postaci kanonicznej mozemy przeksztatci¢ go do postaci ogéinej z ktérej to potem odczytamy potrzebne wspoétczynniki.

f(z) =—3(x—2)2+21, f(z) = —3(z -4z +4) + 21, f(z) = —32®+ 122 — 12+ 21, f(z) = —32> + 12z +9

To oznacza, ze wspdtczynnik b = 12 oraz ¢ = 9.
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Zadanie 30 0-2 pkt

Do okregu o $rodku w punkcie O poprowadzono z trzech punktéw A, B i C' lezacych na okregu styczne, ktore przecigty sie w punktach D, E i F' (zobacz rysunek).
Wykaz, ze jezeli |AF| = , to obwdd trojkata DEF jest réwny 2.

Odpowiedz: Udowodniono korzysta

Krok 1. Dostrzezenie odcinkéw o jednakowej dtugosci.
Z wiasnosci stycznych do okregu powinnismy zauwazy¢ trzy pary bokéw o identycznych miarach:

|DC| = |AD|, |CE| = |BE|, |AF| = |BF|

Krok 2. Rozpisanie dtugosci obwodu tréjkata.
Patrzac sie na rysunek mozemy zapisa¢, ze obwdd tréjkata bedzie rowny:

Obw = |EF| + |DF| + |DC| + |CE|

W pierwszym kroku zapisaliSmy sobie, ze odcinek DC' ma taka sama miare jak odcinek A.D oraz ze odcinek CE ma takg sama miare jak odcinek BE. Podmieniajac
te dwa odcinki w naszym powyzszym zapisie otrzymamy:

Obw = |EF| + |DF| + |AD| + |BE)|

Teraz spojrzmy na nasze dziatanie. Z tresci zadania wynika, ze odcinek AF' ma dtugo$¢ z, a na odcinek AF sktada sie suma |AD| + |DF|. Podobnie jest z
odcinkiem BF' na ktorego sktada sie suma |BE| + |EF|. To by oznaczato, ze:

Obw = |AF| + |BF|, Obw =z +x , Obw = 2z

Otrzymalismy oczekiwang wartos¢, zatem dowodzenie mozna uznac za zakonczone.
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Zadanie 31 0-2 pkt

Sposrod wszystkich wierzchotkéw szesciokata foremnego o krawedzi 1 losujemy dowolne dwa. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wylosowane wierzchotki
utworza odcinek, ktérego dtugosc jest liczba niewymierna.

<D
DA,

Odpowiedz: P(A) =

o

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Zastanowmy sie jakie odcinki moga nam wyjs¢ kiedy wylosujemy dwa wierzchotki szesciokata. Mozemy spotkac sie z jedna z trzech sytuagji:

1 1 1

* w pierwszej sytuagji kiedy wylosowane punkty sa sgsiadujacymi wierzchotkami to otrzymamy odcinek o dtugosci 1.

 w drugiej sytuacji wylosowane punkty moga utworzy¢ dtuzsza przekatna szesciokata. Jej dtugosc jest rowna 1 + 1 = 2, co widac wyraznie na naszym rysunku
(dtuzsze przekatne podzielity nam szesciokat na szesc¢ trojkatéw rownobocznych).

* w trzeciej sytuagji wylosowane punkty moga utworzy¢ krétszg przekatng szesciokata. Jej dtugosé jest zgodnie z wtasno$ciami tréjkatéw o katach 30°,60°,90°
réwna v/3.

Krok 2. Ustalenie liczby wszystkich mozliwych zdarzer elementarnych.

Analizujgc nasz szesciokat mozemy dostrzec, ze losujac dwa dowolne wierzchotki mozemy otrzymac:
* 6 bokéw o dtugosci 1 (to beda boki szesciokata)

+ 3 dtuzsze przekatne o dtugosci 2

« 6 krotszych przekatnych o dtugosci /3 (utworza one taka gwiazdke)
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tacznie jest to 6 + 3 + 6 = 15 roznych odcinkdw. Mozemy wiec zapisaé, ze [2| = 15.

Krok 3. Ustalenie liczby zdarzen sprzyjajacych.

Zdarzeniami sprzyjajacymi bedzie wylosowanie odcinka o diugosci niewymiernej, czyli w tym przypadku o dtugosci V3. Mamy takich 6 odcinkéw, zatem |A| = 6.

Krok 4. Obliczenie prawdopodobienstwa.
Prawdopodobienstwo obliczymy korzystajac ze wzoru:
_|Al 6 2

P(4)

T2 15 5

UWAGA: Zadanie jest do$¢ mylace, bowiem tak prawde méwiagc nigdzie nie jest powiedziane, ze nie mozna bytoby wylosowaé dwoch tych samych wierzchotkéw i
tym samym dtugosc¢ takiego odcinka bytaby réwna 0. Powiekszytaby nam sie w ten sposéb o 6 liczba mozliwych zdarzen elementarnych. Moim zdaniem jezeli kto$
na prawdziwej maturze obliczytby to zadanie w taki sposdb, otrzymujac prawdopodobienstwo réwne 2—61 = % to zadanie tez bytoby uznane.
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Zadanie 32 0-3 pkt

Dany jest skoficzony, pieciowyrazowy ciag (4a — 5; a; b; b+ 2; 9). Trzy pierwsze wyrazy tego ciagu sa trzema kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego, a trzy
ostatnie sa trzema kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego. Oblicz a i b.

Odpowiedz: a = 2,b = 1 lub \(a

Krok 1. Zapisanie rownan wynikajacych z wtasnosci ciagdw.
Dla trzech nastepujacych po sobie wyrazéw ciggu arytmetycznego zachodzi nastepujaca zaleznosc:

a; +as

Qa9 — 2

Skoro trzy pierwsze wyrazy, czyli 4a — 5; a; b, sa trzema kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego, to korzystajac z powyzszej wtasnosci otrzymamy réwnanie:

o= 4a—5+0b
N 2

Dla trzech nastepujacych po sobie wyrazéw ciagu geometrycznego zachodzi nastepujaca zaleznosé:

0/22 =ai-as

Skoro trzy ostatnie wyrazy, czyli b; b+ 2; 9, sa trzema kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego, to korzystajac z powyzszej wkasnosci otrzymamy réwnanie:

(b+2)2=b-9,0>+4b+4=9b,b*—5b+4=0

Krok 2. Obliczenie wartosci b.

Z zaleznoéci wynikajacej z whasnosci ciagdw geometrycznych otrzymalismy réwnanie kwadratowe b% — 5b + 4 = 0. Rozwiazaniem tego réwnania bedzie nasza
niewiadoma b. Skoro tak, to rozwigzmy to réwnanie, wykorzystujac niezawodna delte:

Wspdtezynnikia =1, b= -5, ¢ =4

A= —dac=(-5)2—-4-1-4=25-16=9, VA=9=3

Wyszto nam wiec, ze sa dwie mozliwosci b = 1 oraz b = 4 i zadnej z nich nie mozemy wykluczy¢. Obydwie otrzymane odpowiedzi sa jak najbardziej prawidtowe.

Krok 3. Obliczenie wartosci a.
W pierwszym kroku korzystajac z whasnosci ciagoéw arytmetycznych otrzymalismy réwnanie a = %. Skoro znamy juz warto$¢ b, to mozemy teraz obliczy¢

wartos¢ a. Z racji tego, ze otrzymalismy dwa warianty naszej liczby b, to musimy to uwzgledni¢ przy wyznaczaniu wartosci a:

Jezelib =1, to:
da—5+b da—5+1 4a —4
a= a4 + , 4= 4 + ,a= a ,20=4a—-4, —2a=—-4,a=2
2 2 2
Jezeli b = 4, to:
o 4a—5+b’a: 4a—5+4’a: 4a—172a:4a_1, _2(1:_1,0:1
2 2 2 2

| tu ponownie, zadnego rozwigzania nie mozemy wykluczy¢. To z kolei oznacza, ze to zadanie ma dwa rozwigzania: a = 2,b = 1 lub teza = %, b=4.
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Zadanie 33

0-4 pkt

Dany jest trojkat ABC, w ktérym A = (—9, 8). Bok BC tego trojkata zawiera sie w prostej o réwnaniu y = —2z + 38. Prosta zawierajaca wysokos¢ tego trojkata
poprowadzona z wierzchotka B ma réwnanie 3z + 2y — 61 = 0. Wyznacz wspdtrzedne wierzchotkéw B i C' oraz napisz rownanie prostej zawierajacej wysokosé

trojkata poprowadzong z wierzchotka C.

5X+2\{-—64:O

——2X+3%
\ y

36_
\

304

25

20+
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Odpowiedz: B = (15, 8), \(C=(9

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Narysujmy sobie szkic catej sytuacji, tak aby miec lepszy podglad na to co trzeba zrobic¢:
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SX+2y—61=0 35—
\
30~

25—
20~

Liniami przerywanymi zostaty narysowane wysokosci opuszczone z wierzchotka B oraz C.

Krok 2. Wyznaczenie wspotrzednych punktu B.

Z tresci zadania (i tym samym z rysunku) wynika, ze proste o réwnaniu y = —2x + 38 oraz 3z + 2y — 61 = 0 przecinaja sie¢ w punkcie B. Zgodnie z tak zwana
geometryczng interpretacja uktadu réwnan wiemy, ze rozwigzaniem ukfadu réwnan zbudowanego z dwoch prostych bedzie miejsce ich przeciecia. W ten sposéb
bedziemy mogli wyznaczy¢ wspdtrzedne punktu B, zatem:

y=—2x+38 ,
3z +2y—61=0

Podstawiajac pierwsze réwnanie do drugiego otrzymamy:

3z+2-(—22+38)—61=0,3z—42+76—-61=0, —z+15=0,z=15

Znajac wartosc iksa mozemy teraz obliczy¢ warto$c igreka, podstawiajac do dowolnego z réwnan (np. pierwszego) wartos$¢ x = 15:

y=—-2x+38,y=—-2-15+38,y=-30+38,y=38

To oznacza, ze B = (15, 8).

Krok 3. Zapisanie rownania prostej BD w postaci kierunkowej.
Prosta BD bedaca wysokoscig poprowadzona z wierzchotka B jest zapisana w postaci ogdlnej, a my za chwile bedziemy potrzebowac postaci kierunkowej (do
wyznaczenia prostej prostopadtej). W zwiazku z tym juz teraz przeksztatémy ten zapis do wspomnianej postaci kierunkowej:

3 1
3¢+2y—61=0,2 =3z +61,y=—po+305

Krok 4. Wyznaczenie rownania prostej AC.
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Wiemy, ze prosta AC jest prostopadta do prostej BD. Z wtasnosci prostych prostopadtych wynika, ze aby dwie proste byly wzgledem prostopadte, to iloczyn ich

wspotczynnikow kierunkowych musi by¢ rowny —1. Prosta BD ma wspotczynnik kierunkowy réwny a = 7%, zatem prosta AC, czyli prosta prostopadta, bedzie
mie¢ ten wspotczynnik réwny a = % bo 7% . % = —1. To oznacza, ze prosta AC wyraza sie rbwnaniem y = %x + b. Brakuje nam jeszcze warto$ci wspotczynnika
b, a poznamy go podstawiajac do tego réwnania wspdtrzedne punktu A, czyliz = —9 orazy = 8:

2 2
y=go+b,8=2(-9)+b,8=—6+b,b=14

Skoro wspétczynnik b = 14 to prosta AC' wyraza sie rbwnaniem y = %z + 14.
Krok 5. Wyznaczenie wspdtrzednej punktu C'.

Zastosujemy identyczny zabieg co przy wyznaczaniu wspotrzednych punktu B. Punkt C jest miejscem przeciecia sie prostych y = —2x + 38 oraz y = %z + 14,
zatem jego wspdtrzedne obliczymy rozwiazujac nastepujacy uktad réownan:

y=—2x+38 ,
y:%x+l4

Podstawiajac pierwsze réwnanie do drugiego otrzymamy:

2
—21+38:§z+14 /~3, —6bx+114=2x+42, —8x=-T7T2,z=9

Znajac wartos¢ iksa mozemy teraz obliczy¢ warto$¢ igreka, podstawiajac do dowolnego z réwnan (np. pierwszego) warto$¢ @ = 9:

y=-22+38,y=-2-9+38, y=—18+38, y=20

To oznacza, ze C' = (9, 20).
Krok 6. Wyznaczenie réwnania prostej CE.
Poszukiwana przez nas prosta C'E (czyli wysoko$¢ opuszczona z wierzchotka C) jest prostopadta do prostej A B. Teoretycznie powinnismy najpierw obliczy¢ jakie

jest réwnanie prostej AB, a potem obliczy¢ rownanie prostej C'E, ale da sie pozna¢ wzor tej prostej znacznie szybciej.

Powinni$my zauwazy¢, ze punkty A i B maja jednakowa wspotrzedna igrekowa, czyli leza "na tej samej linii". Bez zadnych wiec obliczen mozemy zapisa¢, ze prosta
AB wyraza sie rownaniem y = 8. Prostymi prostopadtymi do tej prostej bytyby wiec np. = 1, = 3 czy tez x = 7. Nas interesuje taka prosta prostopadta, ktora
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przejdzie przez punkt C' = (9, 20), czyli przejdzie przez wspdtrzedna iksowa réwna 9. Z tego tez wzgledu interesujaca nas prosta C'E wyrazi sie wzorem = = 9.

| | | I I I I ’
5 10 15 2025 30 35 X

matematix.pl - Matura probna z matematyki (poziom podstawowy) - Operon 2018 28/30



Zadanie 34 0-5 pkt

W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym krawedz boczna jest trzy razy dtuzsza od wysokosci ostrostupa. Krawedz podstawy ma dtugos¢ 12. Oblicz objetos¢ i pole
powierzchni bocznej tego ostrostupa.

Cl:/;z E

Odpowiedz: V = 36\/5 ora

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Aby przystapi¢ do obliczer sporzadzmy prosty rysunek pomocniczy, zaznaczajac na nim dane z tresci zadania:

Krok 2. Obliczenie wysokosci tréjkata znajdujacego sie w podstawie.

Ostrostup jest prawidtowy, zatem w podstawie musi znalez¢ sie trojkat rownoboczny. Wiemy, ze bok tego tréjkata ma dtugosc a = 12, zatem wysokos¢ podstawy
bedzie rowna:

3 1213
h,,:—a;/_,hp:—;/_,h,,:(i\/g
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Krok 3. Obliczenie dtugosci dolnej przyprostokatnej niebieskiego tréjkata prostokatnego.

Zgodnie z naszym rysunkiem (i zgodnie z wtasno$ciami tréjkatow réwnobocznych), dolna przyprostokatna niebieskiego tréjkata prostokatnego stanowi %

wysokosci trojkata rownobocznego, ktory znalazt sie w podstawie. W zwigzku z tym:

2 2 - _
:ghp,PC:—~6\/3,PC:4\/3

PC 3

Krok 4. Obliczenie wysokosci ostrostupa.
Ponownie spogladamy na niebieski tréjkat prostokatny. Korzystajgc z Twierdzenia Pitagorasa mozemy teraz zapisac, ze:

|PC]>+ |PD|>= |CD)?, (4v3)? + 2> = (3x)%, 16 -3+ a* = 92%, 82> =48, 22 =6, 2=v6 V

Ujemna warto$¢ oczywiscie odrzucamy, bo wysoko$¢ nie moze by¢ ujemna, czyli juz wiemy, ze wysokos$¢ naszego ostrostupa to H =

Krok 5. Obliczenie dtugosci dolnej przyprostokatnej zielonego trojkata prostokatnego.

Zgodnie z naszym rysunkiem dolna przyprostokatna zielonego tréjkata prostokatnego ma dtugos¢ % wysokosci trojkata rownobocznego, ktory znalazt sie w

podstawie, zatem:

1 1
EPzghp,EP:§~6\/3,EP:2\/§

Krok 6. Obliczenie wysokosci Sciany bocznej.

Do obliczenia pola powierzchni bocznej musimy zna¢ wysokos¢ sciany bocznej. W tym celu spogladamy na nasz zielony tréjkat prostokatny i korzystajac z

Twierdzenia Pitagorasa otrzymamy:

|EP|>+ |PD> = |ED*, (2V3)*+ (V6)? = |ED|*, 4-3+6 = |ED|*, 12+ 6 = |ED|*, |[ED|*=18, |ED| =Vv18 Vv |ED|=—-18

z=-V6

V6.

Dtugoéé odcinka nie moze by¢ ujemna, zatem zostaje nam |ED| = /18, co mozemy jeszcze rozpisac jako |[ED| = /9 -2 = 3v/2. To oznacza, ze wysokos¢ $ciany

bocznej jest réwna hy = 3v/2.

Krok 7. Obliczenie objetosci ostrostupa.

Mamy juz komplet informadji na temat naszego ostrostupa. Wiemy, ze w podstawie jest tréjkat rownoboczny o boku a = 12, wiemy tez ze H = /6, zatem:

1 1 a®V3
V=_P -H,V=_- . l
377 3 4 3 4 3 4 3

Krok 8. Obliczenie pola powierzchni boczne;.

Na pole powierzchni bocznej sktadaja sie 3 $ciany, kazda z nich ma podstawe o dtugosci a = 12 oraz wysokos¢ hy, = 3v/2. W zwiazku z tym:

1 1 -
P,,:?,.Eah,Pb:?,E.m.s\/z,Pb:1s-3\/§,Pb:54«/§
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