MATEMATIX.PL

Klucz odpowiedzi i rozwigzania — Matura probna z matematyki (poziom podstawowy) - Operon
2017

Opracowanie Matematix.pl na podstawie rozwigzan zadan w serwisie — nie jest to oficjalny dokument CKE ani wydawnictwa. Zadania i rozwigzania online: matematix.pl. Wygenerowano
26.09.2026.

Odpowiedzi do zadan zamknietych

Zadanie Odpowiedz Pkt
1 A(=3) 1
2 B ((—13,—-12)) 1
3 B (4) 1
4 B (3 1
5 A=3 1
6 C (24V/3) 1
7 B(A=(-%,2) 1
8 D (0) 1
9 D (20°) 1
10 B (16V/5) 1
1 c ({Z:g%) 1
12 C(f(z)=—-2*+4) 1
13 C(z € R\{2}) 1
14 D(2V3+2) 1
15 C (zbior R\{-3}) 1
16 D ((0,5)) 1
17 D (cosa = —7%) 1
18 B (%) 1
19 B (367(1 + V2)) 1
20 B (31) 1
21 D (21) 1
22 B (+a*V3) 1
23 D (a®+ % =34) 1

Rozwiazania krok po kroku

o1 pi

Liczba logzﬁ jest réwna:
Odpowiedz: A (7%)

Wykonujac dziatania na potegach, pierwiastkach i logarytmach mozemy zapisac, ze:

1 : 3 3 3
logs— = logz(\/§)71 = 1092(8%)71 = loggS’% =, = logz(23)’% = logQQ’% =3 logs2 = 5 1= -5

V8
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14v2
V2-3

Odpowiedz: B ((—13, —12))

Liczba a =

nalezy do przedziatu:

Idea tego zadania jest tak naprawde usuniecie niewymiernosci z mianownika. Za chwile sobie ten sposob omoéwimy, ale mozna to zadanie rozwigzac takze na
kalkulatorze. Stosujac przyblizenie v/2 ~ 1,41 mozemy zapisac, ze:

14v2 141,41 19,74
a = ,a= ,a =
Vi—3 1,41 -3 —1,59

,ax~ —12,42

Chcac rozwiazac to zadanie bardziej matematycznie mozemy zapisa¢, ze:

1442 e (14v2) - (V2 +3) a:14~2+42\/§ a:28+42\/§

= =—4-—6Vv2 ~—-4—6-1,41 ~ —12,46
Vi3 T V2o3) (V2+9) 2-9 = V2, eETs

W obydwu metodach wyszto nam, ze liczba a nalezy do przedziatu (—13, —12).

o1pi

Reszta z dzielenia liczby naturalnej z przez 9 jest rowna 7. Reszta z dzielenia kwadratu tej liczby przez 9 jest réwna:

Odpowiedz: B (4)

Krok 1. Zapisanie liczby & w postaci wyrazenia algebraicznego.
Zastanowmy sie co to znaczy, ze po podzieleniu liczby & przez 9 mamy reszte rowna 7. Przyktadowo takimi liczbami moga by¢ 16, 25 lub tez 34. MielibysSmy wtedy
taka sytuacje:

16=9-14+7,25=9-247,34=9-3+7

To oznacza, ze taka liczbe x mozemy zapisac jako:

z=9-k+7 (keN)

Krok 2. Obliczenie wartosci liczby .
Teraz naszym zadaniem jest odpowiedzenie na pytanie jaka reszte otrzymamy kiedy to podzielimy z? przez 9. Obliczmy zatem najpierw ile jest réwne to nasze z?, a
z pomoca przyjda nam tutaj wzory skréconego mnozenia.

2 = (9% +7)?, 2 = 81K + 126k + 49

Krok 3. Obliczenie reszty z dzielenia x2 przez 9.

Wiemy juz ile jest rowne nasze z? i teraz musimy odpowiedziec na pytanie jaka jest reszta z dzielenia 81k 4+ 126k + 49 przez 9. Musimy wiec zapisa¢ te nasza
liczbe w taki sposdb, by przed nawias wytaczy¢ dziewiatke, a za nawiasem by miec jakas konkretna liczbe naturalng (ktéra bedzie reszta z takiego dzielenia). 81 oraz
126 sa podzielne przez 9, natomiast 49 podzielne przez 9 nie jest. Z tego tez wzgledu bedziemy musieli rozbi¢ to 49 na np. 45 + 4. Catos¢ wygladac bedzie
nastepujaco:

x? = 81k% + 126k + 49 , x> = 81k% + 126k + 45 + 4, 2> = 9. (9k* + 14k + 5) + 4

To oznacza, ze liczba x2 podzielona przez 9 daje wynik 9k2 4 14k + 5 i reszte rowna 4.
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Prosta [ przechodzi przez punkty A = (6, —7), B = (—10, 3). Prosta k jest symetralna odcinka AB. Wsp&tczynnik kierunkowy prostej k jest rowny:
Odpowiedz: B (£)
Krok 1. Obliczenie wspétczynnika kierunkowego prostej I.

JesteSmy w stanie wyznaczy¢ petny wzér prostej I (bo znamy wspoétrzedne dwdch punktdw przez ktdre ona przechodzi, wiec mozemy skorzystaé np. z metody
uktadu réwnan), ale nam do tego zadania wystarczy poznanie wspdtczynnika kierunkowego tej prostej, a wyznaczy¢ go mozemy z nastepujacego wzoru:

; @ ; &= y &= ——
TR —TA —-10—-6 —16 —16

YB—Ya 3—(=7) 347 10 5
= = ’a:——

8

Krok 2. Obliczenie wspétczynnika kierunkowego prostej k.
Prosta k jest symetralng do odcinka AB. My wiemy, ze symetralna do odcinka jest zawsze prostg prostopadta. Wniosek dla nas z tego ptynie taki, ze prosta k jest
prostopadta do prostej I. Aby dwie proste byly wzgledem siebie prostopadte, to iloczyn ich wspotczynnikdw kierunkowych musi by¢é réowny —1. Skoro wiec prosta I

ma wspdtczynnik a = 7%, to prosta k bedzie miata ten wspotczynnik rowny a = %, bo 7% . % = -1

o1 pi

Dany jest ciag (an) 0 wyrazie ogélnym a, = 2;?31 . Liczby ag, a5 sa wyrazami tego ciaguy, a liczby (as, z, as) tworza ciag arytmetyczny. Liczba x jest réwna:

Odpowiedz: A (z = %)

Krok 1. Obliczenie wartosci as.
Podstawiajac do wzoru n = 3 otrzymamy:

2:-3+1 6-+1 7
as = as = a3 = —
PT343 BT e P76
Krok 2. Obliczenie wartosci as.
Podstawiajgc do wzoru n = 5 otrzymamy:
2-5+1 10+1 11
as = y G5 = y G5 = ——
5+3 8 8

Krok 3. Obliczenie wartosci .
Wiemy, ze a3, z, as sg trzema sasiednimi wyrazami ciggu arytmetycznego. Z wtasnosci ciggdéw arytmetycznych wynika, ze w takiej sytuacji wartos¢ srodkowego z
tych trzech wyrazéw jest rowna $redniej arytmetycznej dwoch wyrazéw skrajnych, czyli w naszym przypadku:
_aztas 7 11 56 66 122 61
-

20 = QW= b Yp =y 9= f =
A=A, =t e W Gt g T g T T g
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Dana jest funkdja okreslona wzorem y = x2 — 44/3z + 12. Trzecia potega jedynego miejsca zerowego tej funkdii to liczba:
Odpowiedz: C (24v/3)

Krok 1. Wyznaczenie miejsca zerowego funkdji.
Musimy znalez¢ miejsce zerowe tej funkdji (przy okazji mozemy wyczyta¢, ze bedzie tylko jedno takie miejsce), zatem musimy rozwigza¢ réwnanie:

22— 4V3z +12=0

zerowe, to delta na pewno wyjdzie réwna 0 (wiemy to bez liczenia). Mozemy wiec od razu przejs¢ do obliczenia miejsca zerowego ze wzoru © = ;—f Jezeli jednak
tego nie dostrzegliémy, to mozemy to zadanie rozwiazac jak kazde inne:
Wspétezynniki:a = 1, b= —44/3, ¢ = 12

A=b—dac=(—4V3)2—4-1-12=16-3-48 =48 —48 =0

Otrzymaliémy delte réwna 0 zatem mamy tylko jedno rozwigzanie réwnania kwadratowego:

b —(—4v3) 43
7 P I AL

Krok 2. Podniesienie wyniku do potegi trzeciej.
Zgodnie z trescig zadania to jeszcze nie jest koniec rozwigzania, bo prosza nas o podanie trzeciej potegi obliczonej przed chwilg liczby, zatem:

(2v3)* =2v3-2v3.2v/3 =8-3V3 = 24V3

Do wykresu funkgji wyktadniczej f(z) = (%)z nalezy punkt:
Odpowiedz: B (A = (f%, 2))

Naszym zadaniem jest podstawienie do wzoru kazdego z tych czterech proponowanych punktow. | faktycznie mozemy podstawiaé po kolei wartosci wspotrzednych
tych punktéw, sprawdzajac kiedy lewa strona réwnania bedzie rowna prawej, ale jak sie przyjrzymy odpowiedziom to okaze sig, ze wystarczy podstawi¢ do tego
wzoru & = 7% oraz z = 2 (bo tylko takie mamy wspotrzedne iksowe w odpowiedziach) i sprawdzi¢ jakie otrzymamy wyniki.

_ _ 1.
Dlaz = —5:

Dlaz = 2:

To oznacza, ze do funkdji nalezy punkt A = (7%, 2), bo podstawiajac x = 7% otrzymalismy rzeczywiscie wartos¢ rowna 2.
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Dany jest ciagg geometryczny o wyrazach réznych od 0. Suma si6dmego i 6smego wyrazu tego ciggu jest rowna 0. Oznacza to, ze suma tysigca poczatkowych
wyrazow tego ciggu jest rowna:

Odpowiedz: D (0)

Krok 1. Ustalenie ilorazu ciagu geometrycznego.
Z tresci zadania wynika, ze:

ar+ag=0, ag= —ay

Teraz musimy sie zastanowic co z tego wynika. Skoro 6smy wyraz ma by¢ rowny —ay to znaczy, ze dsmy wyraz powstat po pomnozeniu a7 przez —1. Czyli z tego
wniosek jest taki, ze w tym ciggu ¢ = —1.

Krok 2. Obliczenie sumy tysigca poczatkowych wyrazéw.
Korzystajac ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego mozemy zapisac, ze:
1—qg" 1_(_1)1000 1-1

q
, Si000 = a1 ————~—  Sio00 = a1 - ——
1_q 1000 al 1_(_1) 1000 ai 1+1

N o

Sp=ai- , S1000 = a1+ — , S100=a1-0, Sip00 =0

o1

Punkty A, B, C, D naleza do okregu o $rodku O. Jesli kat ABC ma miare 70°, to kat DAC ma miare:

Odpowiedz: D (20°)

Krok 1. Obliczenie miary kata OAB.
Musimy zauwazy¢, ze trdjkat ABO jest trdjkatem rownoramiennym - jego ramionami sg dtugosci promienia poprowadzone z punktu O. Z whasnosci trojkatow
rownoramiennych wynika, ze katy przy podstawie majg jednakowa miare, zatem:

|<OAB| = 70°

Krok 2. Obliczenie miary kata BAC.
Teraz spojrzmy na trojkat ABC. Jest to trojkat w ktorym jeden z bokdw pokrywa sie ze Srednicg okregu. Skoro tak, to musi to by¢ trojkat prostokatny, zatem:

|<BAC| = 90°

Krok 3. Obliczenie miary kata DAC.
Kat DAC jest tak naprawde réznica miedzy katem prostym BAC oraz katem OAB, zatem:

|<DAC| = |<BAC| — |<OAB| , |<DAC| = 90° — 70", |<DAC| = 20°
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Zadanie 10 0-1 pkt

Trojkaty ABC' i DEF sg podobne. Obwod trojkata ABC jest rowny 16, a jego pole 12. Pole tréjkata DEF' jest rowne 60. Zatem obwod trojkata DEF jest
rowny:

Odpowiedz: B (161/5)

Krok 1. Obliczenie skali podobienstwa.

Jezeli jeden trojkat jest podobny do drugiego w skali k, to powierzchnia tego drugiego tréjkata bedzie k? razy wieksza od tego pierwszego. W naszym przypadku
bedziemy wiec mogli utozy¢ nastepujace réwnanie:

_ Ppgr K= 60

K= =
Papc’ 12

LK =5,k=15

Krok 2. Obliczenie obwodu tréjkata DEF'.
Z naszych obliczen wynika, ze skala podobienstwa jest rowna k = /5, czyli tréjkat DEF ma /5 razy dtuzsze boki od tréjkata ABC. Skoro wiec tréjkat ABC ma
obwdd réwny 16, to trojkat DEF ma obwdd rowny 16+/5. Chcac zapisac to bardziej matematycznie to otrzymamy:

Ob — Ob
k= —WDEFE /5 ZPUDEE [ 46 Obwpgpr = 16V5
ObwABC 16
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0-1 pkt
Wykres funkdgi f(z) = (4m — 2)z + k — 3 przechodszi tylko przez I i IV ¢wiartke uktadu wspdtrzednych. Oznacza to, ze:
AY
g
74
6

g1

g
o .
Ly

6

[ R\,

1
m < 5
2)

od iedz: C
powiedz ({k:S

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Jezeli wykres naszej funkcji przechodzi przez I1 i IV ¢wiartke, to musi wygladac on w ten sposéb:

A
ol
i
oL
L
4 ==
3__
P

- N

Krok 2. Ustalenie wartosci parametru m.
Z rysunku wynika, ze nasza prosta jest malejaca, a skoro tak, to wspotczynnik kierunkowy a musi by¢ ujemny. W naszym przypadku wspotczynnik kierunkowy jest
rowny 4m — 2, czyli powstanie nam nastepujgca nierownosc:

1
a<0,4m72<0,4m<2,m<5
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To oznacza, ze odpowiedzi A i D mozemy od razu odrzucic.

Krok 3. Ustalenie wartosci parametru k.

Z rysunku mozemy jeszcze wywnioskowa¢, ze prosta przechodzi przez poczatek uktadu wspétrzednych (nie ma innej mozliwosci, skoro przechodzi tylko przez te
dwie ¢wiartki). Majac réwnanie prostej w postaci y = ax + b wspdtczynnik b méwi nam o tym w ktorym miejscu prosta przecina o$ igrekdw. W naszym przypadku
prosta przecina o$ igrekow dla y = 0, zatem wspdtczynnik b = 0. Wspdtczynnikiem b w naszej funkdji jest wyrazenie k — 3, zatem:

b=0,k-3=0,k=3

To oznacza, ze prawidtowa odpowiedzia jest odpowiedz C.

Zadanie 12 0-1 pkt

Wzér funkji, ktérej wykres powstaje przez symetrie osiowa wzgledem osi OX wykresu funkdji f(z) = 2 — 4, to:

Odpowiedz: C (f(z) = —z* + 4)

Jezeli funkgje f(z) przeksztatcimy symetralnie wzgledem osi iksow, to powstanie nam funkcja — f(2). Nasza funkdja wyraza sie wzorem 2 — 4, zatem funkdja
powstata w wyniku symetrii wzgledem osi igrekow bedzie mie¢ wzér —(z* — 4), czyli —2? + 4.

Zadanie 13 0-1 pkt

Wyrazenie wymierne W = #jﬂ jest okreslone dla:
Odpowiedz: C (x € R\{2})

W zwiazku z tym, ze w matematyce nie istnieje dzielenie przez zero, to mianownik naszego utamka musi by¢ rézny od zera. To oznacza, ze musimy sprawdzi¢ kiedy
x? — 4z + 4 = 0. Z raqji tego iz jest to réwnanie kwadratowe, to najprosciej bedzie je policzy¢ tradycyjng metoda delty:
Wspotczynnikia =1, b= —4, c =4

A=0—4dac=(—4)>-4-1-4=16—-16=0

Delta réwna zero oznacza, ze réwnanie ma jedno rozwigzanie:

Otrzymaliémy informacje, ze mianownik jest rowny 0 dla z = 2, dlatego musimy odrzuci¢ dwojke z dziedziny funkgji. To oznacza, ze dziedzing funkdiji jest:
z € R\{2}.
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Zadanie 14 0-1 pkt

W trojkacie prostokatnym ABC przyprostokatne réznia sie o 4, a jeden z katéw ma miare 30°. Krétsza przyprostokatna tego tréjkata ma dtugosé:

20

X+4

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Odpowiedz: D (2v/3 + 2)

Sprébujmy narysowac wskazany trojkat prostokatny, zaznaczajac na nim informacje z tresci zadania. Kluczowe jest tutaj umiejscowienie kata 30°. Jest to na pewno
najmniejszy kat w tym tréjkacie, czyli musi leze¢ przy dtuzszej przyprostokatnej:

20

X+4

Krok 2. Zapisanie i rozwigzanie rownania.
Korzystajac z funkgji trygonometrycznych (a konkretniej z tangensa) mozemy zapisac, ze:
T V3 T

tg30° = — % -
g 214’ 3 z14

Mnozac na krzyz otrzymamy:

3z=V3(x+4),3z=V3z+4V3,3z-V3z=4v3, (3—V3)z =4V3, = 43 T = (4v3)- (34 V3) —12\/§+12 —12\/§+

3-v3' T B-v3)-B+v3  9-8 T 6
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Zadanie 15 0-1 pkt

Rozwiazaniem nieréwnosci (3z + 9)2 > 0 jest:

N/

\./ /

Krok 1. Obliczenie miejsc zerowych wielomianu.

Odpowiedz: C (zbiér R\{—3})

Jak to w standardowej nieréwnosci kwadratowej bywa - na poczatku musimy obliczy¢ miejsca zerowe. Nie musimy tutaj potegowac tego wyrazenia w nawiasie.
Wyrazenie (3z + 9)2 bedzie réwne 0 tylko i wytacznie wtedy, kiedy wartoé¢ w nawiasie bedzie réwna 0. Zatem:

3c+9=0,3z2=—-9,xz=-3

Krok 2. Szkicowanie wykresu paraboli.
Gdybyémy wykonali potegowanie, to przed z2 nie stataby zadna wartoé¢ ujemna, zatem wspétczynnik kierunkowy a jest dodatni, a co za tym idzie, parabola bedzie
mie¢ ramiona skierowane do géry. Zaznaczamy na osi miejsce zerowe (kropka niezamalowana, bo w nieréwnosci wystapit znak >) i szkicujemy parabole:

N/

A ——
—5
Interesuja nas wartosci wigksze od zera, czyli wszystko to, co znalazto sie nad osig ikséw. Widzimy wyraznie, ze w takim razie nieréwnos¢ spetnia praktycznie kazda
liczba, oprocz —3 (bo dla z = —3 mamy wartos¢ réwng 0). Dlatego tez rozwigzaniem tej nieréwnosci jest zbior liczb rzeczywistych bez —3.

Krok 3. Odczytanie rozwigzania.
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Zadanie 16 0-1 pkt

Jesli A = (—o0,0) i B = (0,5) to réznica przedziatéw B i A jest rowna:

A o

. °
O S

Najlepiej jest narysowac sobie te sytuacje:

A B
@ —

O S

Interesuje nas réznica przedziatéw B i A, czyli innymi stowy: patrzymy co miesci sie w przedziale B i usuwamy z tego przedziatu B wszystkie wartosci, ktore sa w A.
W naszym przypadku przedziaty A oraz B w ogdle nie maja ze soba punktéw wspdlnych, zatem niczego z przedziatu B nie usuniemy. Stad tez réznica przedziatow
Bi A jest rowna (0, 5).

V

Odpowiedz: D ({0, 5))
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Zadanie 17 0-1 pkt

Dany jest trojkat ABC' o bokach dtugosci 4 i 6. Pole tego trojkata jest rowne 3v/15. Oznacza to, ze jesli kat miedzy bokami o dtugosciach 4 i 6 ma miare a > 90°,
to:

Odpowiedz: D (cosa = —4)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Krok 2. Wyznaczenie wartosci sinca.
W tym zadaniu skorzystamy z tak zwanego wzoru na pole trdjkata z sinusem i to z niego bedziemy prébowaé wyznaczy¢ informacje na temat kata c:

1 1 3v15 V15
P=—.a-b-sina, 3V15=—-4-6-sina, 3V15 = 12sina, sina = \/— , sina = ——

2 2 12 4
Krok 3. Wyznaczenie wartosci cosa.
Znajac warto$¢ sinusa mozemy obliczy¢ warto$¢ cosinusa, a zrobimy to wykorzystujgc tak zwang jedynke trygonometryczna.

2
; V15 15 1 1 1
sin’a + cos’a =1 s (T) +cosPa=1 s 1_6 +cosPa=1 s cos’a = E , COSQu = 7 V.  cosa = _Z

W zwigzku z tym, ze nasz kat « jest katem rozwartym (bo tak wynika z zadania) to musimy odrzuci¢ dodatnie rozwigzanie cosinusa, bo dla katéw rozwartych

cosinus przyjmuje jedynie ujemne wyniki. Z tego tez wzgledu zostaje nam jedynie cos o = 7%.

matematix.pl - Matura probna z matematyki (poziom podstawowy) - Operon 2017 12/32



Zadanie 18 0-1 pkt

Rzucono cztery razy moneta. Prawdopodobienistwo tego, ze wypadnie co najwyzej 1 orzet, jest rowne:

Odpowiedz: B (%)

Krok 1. Ustalenie liczby wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych.

W kazdym rzucie moze wypas¢ jeden z dwoch wynikéw - orzet lub reszka. Skoro rzucamy monetg czterokrotnie, to zgodnie z reguta mnozenia
[2]=2-2-2-2=16.

Krok 2. Ustalenie liczby zdarzen sprzyjajacych.

Sprzyjajagcymi zdarzeniami sa wszystkie te sytuacje w ktérych wypadnie co najwyzej jeden orzet. Co najwyzej, czyli wypadnie raz lub nie wypadnie ani razu. Wypiszmy
te zdarzenia:

(ORRR), (RORR), (RROR), (RRRO), (RRRR)

To oznacza, ze tylko 5 przypadkow spetnia warunki zadania, stad tez mozemy napisac, ze |A| = 5.

Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.
Prawdopodobienstwo obliczymy korzystajac ze wzoru:

Al 5
P(A) = 2L = 2
@ =19~ 16
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Zadanie 19 0-1 pkt

Przekréj osiowy stozka jest tréjkatem prostokatnym o przeciwprostokatnej dtugosci 12. Pole powierzchni catkowitej stozka jest rowne:

N

Odpowiedz: B (367(1 + \/2

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Sprébujmy narysowac te sytuacje, zaznaczajac poprawnie wszystkie informacje z tresci zadania:

<

Krok 2. Obliczenie dtugosci promienia podstawy.
Przeciwprostokatna tréjkata jest jednoczesnie Srednica naszego okregu znajdujacego sie w podstawie, zatem promien tego okregu bedzie rowny:

r=12:2=6

Krok 3. Obliczenie dtugosci tworzacej stozka.
Skoro jest tutaj trojkat prostokatny, to mozemy skorzystac z Twierdzenia Pitagorasa:

Pri2=122,22=144,2=72,1=v72 VvV 1=-VT72

Ujemna dtugos$¢ oczywiscie odrzucamy, zatem zostaje nam I = 1/ 72 i mozemy jeszcze ten zapis nieco uprosci¢ wytaczajac czynnik przed znak pierwiastka:

1=v72=136-2=6V2

Krok 4. Obliczenie pola powierzchni catkowitej.
Mamy juz wszystkie potrzebne dane, zatem mozemy przej$¢ do obliczenia pola powierzchni catkowitej:

P,=P,+PB,, P,=nr+arl, B,=mr>+mrl, P,=7-6°+7-6-6v2, P,= 367 +36v2, P, = 36n(1+v?2)
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Zadanie 20 0-1 pkt

Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego wyraza sie wzorem S,, = 3n? + 4n. Pigty wyraz tego ciagu jest rowny:

Odpowiedz: B (31)

Zastanéwmy sie jak podejs¢ do tego zadania. Gdybysmy podstawili n = 5 do wzoru z tresci zadania to uzyskamy odpowiedz na pytanie jaka jest suma pieciu
wyrazéw tego ciagu, czyli dowiemy sie ile jest rowne a; + ay + a3 + a4 + as. My chcemy sie dowiedzie¢ ile jest rowny konkretnie ten piaty wyraz. Gdybysmy
podstawili n = 4, to dowiemy sig ile jest rowna suma czterech wyrazéw tego ciagu, czyli ile jest rowne a; + as + a3 + a4. Jak wida¢, réznica miedzy suma pieciu
wyrazow i suma czterech wyrazéw jest rowna wiasnie wartosci pigtego wyrazu i to bedzie klucz do rozwigzania tego zadania.

Krok 1. Obliczenie sumy pieciu poczatkowych wyrazéw.
Podstawiajac do wzoru S,, = 3n? + 4n warto$¢ n = 5 otrzymamy:

S;=3-52+4.5, S5=3-25+20, S;="75+20, Sy=95

Krok 2. Obliczenie sumy czterech poczatkowych wyrazéw.
Podstawiajac teraz n = 4 otrzymamy:

Sy=3-42+4-4,8,=3-16+16, Sy =48+ 16, Sy = 64

Krok 3. Obliczenie wartosci pigtego wyrazu.
Zgodnie z planem dziatania, warto$¢ piatego wyrazu bedzie réwna réznicy miedzy Ss i Sy, zatem:

a5 =S5 — S84, a5 =95—64, a5 = 31
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Zadanie 21 0-1 pkt

Funkga f(z) = (m + 3)z% + 16z + 5 osiaga warto$¢ najwieksza dla = 2. Oznacza to, ze najwigksza wartos¢ tej funkgi jest réwna:

N

W=(

Odpowiedz: D (21)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Zastanowmy sie jak musi wyglada¢ wykres naszej funkgji. Skoro funkcja kwadratowa przyjmuje jakas najwieksza konkretng wartos¢, to catos¢ musi wygladac¢ mniej
wiecej w ten sposob:
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W=(p,q)

Skad wiadomo, ze ramiona tej paraboli beda skierowane do dotu? Gdyby skierowane byty do géry, to ramiona siegatyby nieskonczonosci, czyli funkcja miataby
wtedy nieskonczenie wielka najwieksza wartos¢ dla nieskorczenie wielkiego argumentu z. Taka sytuacja nam nie odpowiada, bo wiemy ze najwieksza wartos¢
osiggana jest dla x = 2. Nie ma wiec innego wyjscia, funkcja musi mie¢ ramiona skierowane do dotu, wtedy swojg najwieksza wartos¢ osiggnie w wierzchotku
paraboli.

Krok 2. Obliczenie wartosci parametru m.
Wiemy, ze funkgja przyjmuje najwieksza wartos¢ dla ¢ = 2, a to zgodnie z rysunkiem oznacza, ze wspétrzedna iksowa wierzchotka paraboli (zapisywana jako p) jest
rowna 2. Czylip = 2.

Ze wzordw z tablic mozemy odczytal, ze wspotrzedna p da sie obliczy¢ korzystajac ze wzoru p = 5—5 i to pozwoli nam wyznaczy¢ warto$¢ parametru m, ktory ukryt
sie we wspoétczynniku a. Zatem:

-b —16 —16
=—,2= , 2= - (2 6) , 4 12=-16, 4m = -28, m = -7
P= 2 2-(m+3) 2m + 6 / (@m+6), 4m + " "
Krok 3. Zapisanie wzoru funkgji.
Skoro m = —7, to wzér naszej funkdji bedzie nastepujacy:

f(z) = (m+3)z®+ 16z +5, f(z) = (-7+3)z’ + 16z + 5, f(z) = —4a®+ 16z +5

Krok 4. Obliczenie najwigkszej wartosci tej funkgji.
Wiemy, ze najwigksza wartos¢ ta funkcja osigga dla = 2, zatem:

f(2)=—-4-22416-2+5, f(2) =—4-4+32+5, f(2)=—16+324+5, f(2) =16 +5, f(2) =21
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Zadanie 22 0-1 pkt

Szescian ABCDA'B'C'D' przecieto ptaszczyzng przechodzacy przez przekatng BD dolnej podstawy i wierzchotek C’ gérnej podstawy. Jesli a jest krawedzig tego
szescianu, to pole otrzymanego przekroju jest rowne:

D/ O /

0y

l A,
RS 0.

|7,
AN

7
v
7

|74

Odpowiedz: B (éaQ\/g)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Zaznaczmy sobie przekrdj, ktérego pole musimy policzy¢ i naniesmy na rysunek dane, ktére pozwola nam wykonac obliczenia.
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) _ &>
N

DL L]

Okazuje sig, ze kazdy bok trdjkata jest przekatna jakiego$ kwadratu, a z wkasnosci kwadratow wiemy, ze kwadrat o boku a ma przekatna o dtugosci av/2 (stad tez
te miary pojawity sie juz na rysunku). To z kolei prowadzi nas do bardzo ciekawego wniosku, a mianowicie ze jest to tréjkat réwnoboczny o bokach dtugosci av2.

Krok 2. Obliczenie pola powierzchni przekroju.
V3
1

tutaj zbieznos$¢ symboli i pod a bedziemy podstawia¢ dtugosé av2.

(av2)?-V/3 _a?-2-V3 :az_\/g
4 2 7

Korzystajac ze wzoru na pole trojkata P =

mozemy bez problemu obliczy¢ pole naszego przekroju. Trzeba tylko by¢ ostroznym, bo troche niefortunnie mamy

P = %a2\/§

Zadanie 23 0-1 pkt

Jedli z + % =6, to:
Odpowiedz: D (z* + & = 34)

Widzimy po odpowiedziach, ze bedziemy musieli przeksztatci¢ to nasze wyrazenie w taki sposob, by pojawity sie kwadraty przy iksach, zatem korzystajgc ze wzoréw
skréconego mnozenia sprobujmy przeksztatci¢ to nasze réwnanie do poszukiwanej postaci:

1 2 1\’ , 1 12 ) 1 , 1
T+—=6 ,lz+—) =67, 27 +2-2-—+—= =36, +2+— =36,2"+— =34
T T z  x? x? x?
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Zadanie 24 0-2 pkt

Rozwiaz nieréwnoé¢ (4z — 1)? < (2 — 5z)2.

TIIN

Odpowiedz: \(x\in\left(-\infty;

Krok 1. Zapisanie nieréwnosci w postaci ogélnej.
Aby przystapi¢ do wykonywania obliczenh musimy zapisac te nieréwnos¢ w postaci ogélnej. Musimy zatem wykona¢ potegowanie i przenies¢ wszystkie wyrazy na
lewa strone, pozostawiajac po prawej stronie samo zero.

Uwaga: Jezeli przeniesiemy (2 — 5z)2 na lewa strone to nie powstanie nam wbrew pozorom postac¢ iloczynowa, z ktérej to potem tatwo wyznaczymy miejsca
zerowe. Po przeniesieniu po lewej stronie powstanie nam (4z — 1)? — (2 — 5z)2 Gdyby zamiast minusa miedzy nawiasami byto mnozenie, to wtedy bytaby to
postac iloczynowa, a tak to niestety musimy wykonywac¢ potegowanie i potem liczy¢ catos¢ z delty.

(4z —1)* < (2 — 5z)%, 1622 — 8z + 1 < 4 — 20z + 25z%, —9z°+ 122 —3 < 0

Krok 2. Obliczenie miejsc zerowych wielomianu.
Wspdtezynnikia = =9, b =12, ¢ = -3

A=b—4ac=122—4-(-9)-(-3) =144 - 108 =36, VA =36 =6

_cb-vA _-12-6_-18 - b+vVA 1246 6 1
S 7R B () B T -

2a 2.-(—9) —18 3

Krok 3. Szkicowanie wykresu paraboli.

Wspotczynnik a byt ujemny, wiec parabola bedzie mie¢ ramiona skierowane do dotu. Zaznaczamy na osi wyliczone przed chwilg miejsca zerowe (z pustymi kropkami,
bo w nieréwnosci wystapit znak <).

TN

Szukamy argumentéw dla ktérych funkgja przyjmuje wartosci mniejsze od zera, a wiec interesowac nas bedzie suma przedziatow:

ze (700; %) U (1; +o0)
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Zadanie 25 0-2 pkt

Narysuj wykres funkdi f(z) = 2% — 3. Podaj zbior wartosci tej funkdi.

A

8_—

2><

s
o .
Ay

6

Odpowiedz: y € (—3; +00)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku wykresu funkgji.
Podana w zadaniu funkgja jest tak naprawde funkcja wyktadnicza 2%, ktéra jest przesunieta o 3 jednostki w dét. Musimy wiec narysowa¢ najpierw nasza funkcje
wyktadnicza, a nastepnie wykonac jej przesuniecie. Aby narysowac wykres funkcji wyktadniczej 2% dobrze jest obliczy¢ i zaznaczy¢ najbardziej charakterystyczne
punkty przez ktére taki wykres przechodzi. Z racji tego iz jest to zadanie otwarte, to powinnismy wykonac ten wykres dos¢ szczegétowo, stad tez policzymy sobie
kilka takich kluczowych miejsc:

Dla z = 0 funkgja 2% przyjmuje warto$¢ 20 = 1
Dla z = 1 funkdja 2% przyjmuje warto$¢ 2! = 2
Dla z = 2 funkdja 2% przyjmuje wartos¢ 22 = 4
Dla z = —1 funkdja 2% przyjmuje wartoé¢ 2-1 =

IS

Dla z = —2 funkdja 2% przyjmuje wartoé¢ 272 =

Teraz mozemy narysowa¢ wykres funkgji 2% (linia niebieska), a nastepnie przesuna¢ kazdy z punktéw o trzy jednostki w dét otrzymujac wykres funkgji 2% — 3 (linia
zielona).
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Ay
t=al

Krok 2. Odczytanie zbioru wartosci funkgji.
Zbiér wartosci odczytujemy z osi igrekow. Widzimy wyraznie, ze nasza zielona funkgja zbliza sie do y = —3, ale nigdy tej linii nie osiagnie. To oznacza, ze zbiorem
wartosci funkdi f(z) = 2% — 3 jest y\in(-3;+\infty).

Zadanie 26 0-2 pkt

Wykaz, ze jedli liczba rzeczywista a spetnia warunek a < 1, to -— > 4a.

Odpowiedz: Udowodniono przekszt

Krok 1. Ustalenie znaku wyrazenia 1 — a.

Na poczatku musimy ustali¢, czy 1 — a jest liczba dodatnia, czy ujemna. To jest wbrew pozorom klucz do poprawnego rozwigzania tego zadania. Dlaczego? To co
chcieliby$my zrobi¢ na samym poczatku przy rozwigzywaniu tej nierownosci to wymnozy¢ jedna i druga strone przez wartos¢ 1 — a. | to jest dobry pomyst, pod
warunkiem ze jesteSmy pewni czy nasza wartos¢ 1 — a jest dodatnia, czy tez ujemna. Jezeli 1 — a bytoby ujemne, to musielibySmy zmienic¢ znak nieréwnosci na
przeciwny, stad tez tak wazne jest to aby ustali¢ znak tego wyrazenia.

Z zatozen wynika, ze @ < 1. W zwigzku z tym:

a<l,0<1-a,1—-a>0

Wartos$¢ 1 — a jest zawsze wieksza od zera, zatem wykonujac mnozenie przez obie strony nieréwnosci nie musimy zmieniac znaku.

Krok 2. Rozwigzanie nieréwnosci.

1

l1-a

> 4da /~(1fa), 1>4a(1—a), 1>4a—4a*, 46> —4a+1>0, (2a—1)*>0

Z racji tego iz kazda liczba podniesiona do kwadratu jest wieksza lub réwna zero, to dowdd mozemy uznaé za zakonczony.
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Zadanie 27 0-2 pkt

Wyznacz wspétczynniki b, ¢ we wzorze funkgji f(z) = 22 + bz + ¢, jesli wiesz, ze migjsca zerowe tej funkgji sa rowne (—4) i 2.

Odpowiedz: b = 2,c = —8

Krok 1. Zapisanie wzoru w postaci iloczynowej.
Podana w tresci zadania funkgja jest przedstawiona w postaci ogdinej w ktorej brakuje wspdtczynnikow b oraz c. Jedyne co wiemy z podanej postaci ogdinej, to ze
a =1 (bo przed x2 nie stoi zadna inna liczba).

Dlatego tez skorzystamy z informadji na temat miejsc zerowych i zapiszemy wzoér tej funkcji w postaci iloczynoweyj:

f@) =alz—z)(x—23), flx) =1 (z—(-4)(x—-2), f(z) =1-(z - (-4))(z - 2), f(z) = (2 +4)(z - 2)

Krok 2. Zapisanie wzoru w postaci ogdlne;j.
Wymnazajac teraz poszczegdlne nawiasy otrzymamy posta¢ ogolna:

flz) =a® -2z +42z—8, f(z) =2+ 2z — 8

Majac posta¢ ogdlng mozemy teraz stwierdzi¢, ze b = 2 oraz ¢ = —8.

2
Wykaz, ze jedli liczby (32,3, 3°) tworza ciag geometryczny, to liczby (a, b, c) tworza ciag arytmetyczny.

Odpowiedz: Udowodniono korzysta

Krok 1. Skorzystanie z wtasnosci trzech sasiednich wyrazow ciggu geometrycznego.
Dla trzech sasiednich wyrazéw ciagu geometrycznego zachodzi rownosc:

a22 =ai-a3

Podstawiajac wyrazy z tresci zadania otrzymamy:

(3b)2 = 39.3¢ , 3217 — gate

Krok 2. Zakonczenie dowodzenia.
Otrzymalismy rownanie w ktérym po lewej i prawej stronie znajduje sie trojka w podstawie potegi. Skoro tak, to mozemy "skroci¢" te tréjki i zostaje nam proste
rownanie:

a+c

2b = b=
a+ec, 3

Otrzymalimy informacje, ze b jest rowne %, czyli jest to dokfadnie ta sama zaleznos¢, ktora charakteryzuje ciggi arytmetyczne, bowiem w ciggach arytmetycznych

dla trzech sasiednich wyrazéw zachodzi rownosc¢:
a1+ as a-+c
ay=——75—,b= 3

2

To oznacza, ze dowodzenie mozemy uznac za skonczone.
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Zadanie 29 0-2 pkt

Rzucono trzy razy szeécienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze suma wyrzuconych oczek jest réwna co najmniej 16.
Odpowiedz: \(P(A)=\frac{5}{108}
Krok 1. Ustalenie liczby wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych.

W kazdym rzucie moze wypas¢ jeden z szesciu wynikéw - 1,2, 3,4, 5, 6. My rzucamy taka kostka trzykrotnie, zatem zgodnie z reguta mnozenia wszystkich
mozliwych zdarzen mamy 2| =6 -6 - 6 = 216.

Krok 2. Ustalenie liczby zdarzen sprzyjajacych.

Sprzyjajacymi zdarzeniami sa wszystkie te sytuacje w ktérych otrzymamy przynajmniej 16 oczek. Wbrew pozorom tak wielu tych zdarzen nie bedzie, bo przeciez
maksymalnie mozemy wyrzuci¢ 18 oczek. W zwigzku z tym pasujacymi zdarzeniami sa:

(6,6,6), (5,6,6),(6,5,6),(6,6,5) , (6,5,5),(5,6,5),(5,5,6) , (4,6,6),(6,4,6),(6,6,4)

To oznacza, ze tylko 10 przypadkow spetnia warunki zadania, stad tez mozemy napisa¢, ze |A| = 10.

Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.
Prawdopodobienstwo obliczymy korzystajac ze wzoru:

|4 10 5
PA) = = — — — —_
(4) 2] ~ 216 108
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Zadanie 30 0-4 pkt

Wyznacz dtugo$¢ boku kwadratu wpisanego w tréjkat rownoboczny o boku a w ten sposéb, ze jeden bok kwadratu jest zawarty w boku tréjkata, a dwa wierzchotki
kwadratu naleza do pozostatych bokéw trojkata.

C

A D H E B

Odpowiedz: z = a(2/3 — 3)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Sprébujmy sobie zwizualizowac cata sytuacje:

C

A D H E B
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Krok 2. Dostrzezenie tréjkatow podobnych.

Skoro odcinek F'G jest rownolegty do podstawy AB, to tréjkat GFC jest podobny do trojkata ABC. To z kolei oznacza, ze trojkat GFC jest takze rownoboczny.

Krok 3. Zapisanie réwnania.
Z wiasnosci trojkatéw réwnobocznych wiemy, ze:

av'3
on| = 23
2
Skoro GF'C jest takze tréjkatem réwnobocznym o boku dtugosci z, to:
m\/§
CI| =
1= =%
Patrzac sie na rysunek mozemy dodatkowo stwierdzi¢, ze:
|CI|=|CH|—=

taczac teraz wyrazenia zapisane przed chwilg otrzymujemy réwnanie:

Krok 4. Rozwigzanie powstatego réwnania.
Najlepiej jest catos¢ najpierw wymnozy¢ przez 2, aby pozbyc¢ sie utamkdw, a nastepnie przenies¢ iksy na lewa strone:

2 2

m—\/g: a\/gfx /-2,x\/§:a\/§f2x,x\/§+21:a\/§,z(2+\/§):a\/§ /:(2+\/§),x:
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Zadanie 31 0-5 pkt

Dane sa punkty A = (4,2) i B = (1, —3). Wyznacz wspdtrzedne punktu C nalezacego do osi OY, tak aby |[<<ACB| = 90°.

AY
JA=(H,2)

33— o

Odpowiedz: \(C=(0;-2) \lor C=(0

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Zaznaczmy w uktadzie wspdtrzednych wskazane punkty i sprobujmy wskaza¢ przyblizona pozycje punktu C, tak aby powstat nam kat 90°.

AY
JA=(H,2)

31

Ten konkretny rysunek juz nam nieco zdradza, ze bedg dwa rozwigzania tego zadania, aczkolwiek nic sie nie stanie kiedy nasz szkic uwzgledni tylko jedna opcje
(wszystko i tak wyjdzie w trakcie liczenia). Sam rysunek ma nam tylko przyblizy¢ omawiang sytuacje.

To co jest bardzo wazne i co powinno wynikac ze szkicu, to fakt ze punkt C' jest na osi OY’, a skoro tak, to jedna z jego wspdtrzednych juz znamy i jest to = 0.
Mozemy nawet zapisa¢, ze C' = (0; y). W zwiazku z tym musimy tak naprawde policzy¢ tylko wspétrzedna igrekowa tego punktu, ktéra w dalszej czedci zadania
bedzie oznaczana wtasnie symbolem y.

Krok 2. Wyznaczenie wspdtczynnikow kierunkowych prostej AC oraz BC.
Korzystajac ze wzoru na wspdtczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez dwa punkty mozemy zapisa¢, ze:

aa YOZYA y—2 “ o y—2
AC——x07xA, I
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Yo — s y—(3) . _y+3
zo—ap’ © 0—1 B¢ -1

Krok 3. Utozenie i rozwigzanie réwnania.
Skoro proste AC oraz BC przecinaja sie pod katem prostym, to iloczyn ich wspétczynnikéw kierunkowych musi by¢ rowny —1. W zwiazku z tym:
y—2 y+3

—9). 3
o ano— 1, L2 =Dy

— T 1 -1, (y—2)-(y+3)=—4, " +3y—2y—6=—4,"+y—-2=0

Krok 4. Rozwigzanie powstatego réwnania kwadratowego.
Powstato nam réwnanie kwadratowe, zatem:
Wspotczynnikia =1, b=1, ¢ = —2

A=b —dac=1"—4-1-(-2)=1—(-8)=1+8=9,VA=19=3

—b—vVA -—1-3 —4 “b+vVA  —1+3 2
= Y= _ == 2, = = =Z=1

u 2% 2.1 2 2 2.1 2

Krok 5. Analiza otrzymanego wyniku i zapisanie rozwigzania zadania.
Otrzymaliémy dwie mozliwoéci wspdtrzednej igrekowej punktu C. Zadnej z nich nie mozemy odrzucié, a to oznacza, ze to zadanie ma dwa rozwiagzania:

C=(0;-2) Vv C=(0;1)
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Zadanie 32 0-6 pkt

Dany jest graniastostup prawidtowy tréjkatny o dolnej podstawie ABC' i gornej A'B'C'. Przekatna $ciany bocznej tworzy z krawedzig podstawy kat 60°. Pole $ciany
bocznej graniastostupa jest rowne 2+/3. Oblicz pole trojkata ABC'.

A’ ok
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CI

A B

Odpowiedz: \(P=\frac{\sqrt{15}}

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
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A’ ok

O
A B

Krok 2. Zapisanie zalezno$ci miedzy wysokoscig graniastostupa i dtugoscig podstawy.
Spéjrzmy na tréjkat ACC'. Jest to na pewno tréjkat prostokatny w ktorym jak widzimy przyprostokatne maja dtugoéé a oraz H. Korzystajac z funkdji
trygonometrycznych (a konkretnie z tangensa) mozemy zapisac, ze:

tg60° =

sl

vie 2 g_.3
a

Krok 3. Obliczenie dtugosci krawedzi podstawy.
Skorzystamy z informagji, ktéra méwi nam, ze $ciana boczna bedaca prostokatem o bokach a oraz H ma pole rowne 2v/3. Wiedzac, 7e H = av/3 mozemy zapisac,
ze:

P:a-H,2\/§:a~a\/§,2\/§:a2\/§ /:\/§,a2:2,a:\/§ Vo oa=-2

Ujemne rozwiazanie oczywiscie odrzucamy, bo dtugos¢ nie moze by¢ ujemna. Zostaje nam zatem a = V2.

Krok 4. Obliczenie wysokosci graniastostupa.
Skoro a = v/2, a wiemy ze H = a+/3, to znaczy ze:

H=v2-vV3,H=6

Krok 5. Obliczenie dtugosci przekatnej sciany bocznej.
Skoro znamy dtugos¢ a oraz H to jestesmy w stanie obliczy¢ dtugo$¢ przekatnej $ciany bocznej, czyli dtugoéé odcinka AC'. Zrobimy to korzystajac z Twierdzenia
Pitagorasa:

(V2)2+ (V6)2 = |AC')?, 2+ 6 = |AC']?, |AC'? =8, |AC'|=v8 Vv |AC'|=—-V38
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Ujemne rozwiazanie odrzucamy, zatem zostaje nam |AC'| = V8.

Krok 6. Obliczenie wysokosci tréjkata ABC".
Dla przejrzystosci obliczer naszkicujmy sobie nasz kluczowy tréjkat ABC' i naniemy na niego dane, ktére obliczyliémy w poprzednich krokach:

Cl

A B

Teraz naszym zadaniem jest obliczenie pola powierzchni tego tréjkata, a aby to uczyni¢ musimy poznac jeszcze jego wysokos¢. Widzimy, ze to jest trojkat
réwnoramienny, dlatego mamy pewno$¢ ze wysokos¢ dzieli nam podstawe na dwie rowne czesci. To pozwoli nam teraz obliczy¢ wysokos¢ tréjkata korzystajac z

Twierdzenia Pitagorasa:
2
V2 ) -5 2 , 15 15 15
~— R = (V8 TR =8. K=" _h=4/— V h=—4/—
( 7 ) TR=0R T ’ 2"V V72

Ujemne rozwigzanie odrzucamy, bo wysokos¢ musi by¢ dodatnia. Zostaje nam zatem h = %

Krok 7. Obliczenie pola tréjkata ABC".
Mamy juz komplet danych, bowiem wiemy ze podstawa tréjkata ABC’ ma dtugo$é a = V2, wiemy tez ze h = 4/ 1—;’ zatem:

1 1 15 1 15 15
p:_.a.h’p:_.\/i.\/_yp:_.\/i.ﬁ,pzi
2 2 2 2 NG 2
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