MATEMATIX.PL

Klucz odpowiedzi i rozwigzania — Matura probna z matematyki (poziom podstawowy) - Operon
2016

Opracowanie Matematix.pl na podstawie rozwigzan zadan w serwisie — nie jest to oficjalny dokument CKE ani wydawnictwa. Zadania i rozwigzania online: matematix.pl. Wygenerowano
26.09.2026.

Odpowiedzi do zadan zamknietych

Zadanie Odpowiedz Pkt
1 B (2) 1
2 D52 =1 1
3 A (o 10% mniejsza niz w pazdzierniku) 1
4 D ((—2,2)) 1
5 B (ma jedno rozwigzanie) 1
6 C (0) 1
7 c@® 1
8 D 4) 1
9 c(0) 1
10 D (P = (1,0)) 1
11 C(f(2)=0) 1
12 A (jest rosnaca) 1
13 B ((2,+00)) 1
14 C (1) 1
15 D (3) 1
16 A (15800) 1
17 C (a2 = 6) 1
18 B (4) 1
19 A (8) 1
20 D (tga = L) 1
21 C(51" <a < 707) 1
22 D (5m) 1
23 B (2a) 1
24 A (40) 1
25 C (19,5) 1

Rozwiazania krok po kroku

g

s/ _1 .41
Druga potega liczby 8 jest réwna:
0,25

Odpowiedz: B (2)

Wykonujac dziatania na potegach i pierwiastkach otrzymamy:

1 1
\3/*%'4” 3@ F —27t.27t  —1.27l.27% ~1.277  —1.27%
1 2

0,25 T T T T 22 o 22 2

W zadaniu prosza nas o podanie drugiej potegi otrzymanej liczby, czyli prosza nas tak naprawde o podniesienie otrzymanego wyniku do kwadratu:

(—v2)2=2
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g

Wiadomo,ze logs50 = a i logs2 = b. Zatem:
Odpowiedz: D (%52 = 1)

2

Jedyna prawdziwg réwnoscig jest ta z ostatniej odpowiedzi:

logs50 — logs2 logs 2 _ logs25 2
2 T2 T2 2

o1 pi

W listopadzie pensja pana Jana byta o 10% wieksza niz w pazdzierniku. W grudniu pensja pana Jana zmalata i wynosita 0 40% mniej niz w pazdzierniku. Srednia
arytmetyczna pensji pana Jana w pazdzierniku, listopadzie i grudniu byta:

Odpowiedz: A (o 10% mniejsza niz w pazdzierniku)

Krok 1. Wprowadzenie poprawnych oznaczen.
T - pensja w pazdzierniku

1, 1z - pensja w listopadzie

0, 6z - pensja w grudniu

Krok 2. Obliczenie Sredniej arytmetyczne;j.
Srednia arytmetyczna pensji wynosi:

z+ 1,1z + 0,6z 2,7z
_— = =0,9z
3 3

Skoro w pazdzierniku pan Jan zarabiat z, a $rednia zarobkoéw z trzech miesiecy jest réwna 0, 9z, to znaczy ze $rednia pensja jest o0 10% mniejsza niz pensja
pazdziernikowa.
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g

Zbidr rozwigzan nieréwnosci (z — 2)(2 + z) < 0 to:

V

-2 2

Odpowiedz: D ((—2, 2))

Krok 1. Obliczenie migjsc zerowych wielomianu.

Z racji tego iz mamy nieréwnos¢ zapisang w formie iloczynowej, to chcac wyznaczy¢ miejsca zerowe wystarczy przyréownac wartosci w nawiasach do zera, stad tez:

z—2=0 V 242=0,z=2 V z=-2

Krok 2. Szkicowanie wykresu paraboli.

Ramiona paraboli beda skierowane do gory (bo po wymnozeniu nawiaséw przed z* nie stataby zadna liczba ujemna). Zaznaczamy wyznaczone miejsca zerowe i
powstaje nam taki oto wykres:

V

-2 2

Krok 3. Odczytanie rozwigzania nieréwnosci.
Interesuja nas wartosci mniejsze od zera, zatem rozwiazaniem tej nierdwnosci bedzie przedziat (—2, 2).
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o1 pi
—3(9 — z¥)(z + 3)
z(z+3)

Odpowiedz: B (ma jedno rozwiazanie)

Réwnanie =0:

Krok 1. Zapisanie zatozen.
Z radji tego iz w matematyce nie istnieje dzielenie przez zero, to wartos¢ w mianowniku musi by¢ rézna od zera. Stad tez:

z(z+3)#0,2#0 V z#-3

Krok 2. Rozwigzanie réwnania.
Na poczatek musimy wymnozy¢ obie strony réwnania przez z(z + 3), pozbywajac sie w ten sposob mianownika:

—3(9— 2)(z + 3)

= T - —2)(x = D= —z)(z =
2(z + 3) ‘0/ (+3), =39 —2)(z+3) 0/ 3,09-2)(x+3)=0

Otrzymalismy postac iloczynowa, zatem aby wartos¢ rownania byta réwna zero, to ktérys z nawiaséw musi nam te réwnosc wyzerowac. W zwigzku z tym:

9—22=0 V z+3=0,2"=9 V z=-3,2=3 V z=-3 V z=-3

Krok 3. Weryfikacja rozwigzan z zatozeniami.
Otrzymalismy dwa mozliwe rozwigzania: x = 3 oraz z = —3. Jednak z zatozen wynika, ze x # —3 i dlatego tez to ujemne rozwigzanie musimy odrzuci¢. To oznacza,
ze to réwnanie ma tylko jedno rozwiazanie i jest nim = 3.

S

243 1

a+1 2-3

Liczba a spetniajaca warunek jest réwna:

Odpowiedz: C (0)

Krok 1. Zapisanie zatozen.
Zanim zaczniemy wykonywac obliczenia to musimy jeszcze uwzgledni¢ fakt, ze mianownik utamka musi by¢ rézny od zera, zatem:

a+1#0,a# -1

Krok 2. Rozwigzanie réwnania.
Naszym zadaniem jest tak naprawde rozwigzanie tego réwnania doktadnie tak samo jak rozwigzujemy inne réwnania wymierne (czyli z niewiadoma w mianowniku).
Najprosciej bedzie wiec wykona¢ mnozenie na krzyz:

243 1

T - 27\/5,a+1:(2+\/§)(2—\/§),a+1:4—3,a+1:1,a:0

Otrzymany wynik nie jest sprzeczny z zatozeniami, dlatego ostatecznym rozwigzaniem bedzie a = 0.

1

Uktad réwnan {?(2; (Tl—)‘rjlwr: 3”; opisuje w uktadzie wspotrzednych na ptaszczyznie dwie proste rownolegte. Zatem liczba m jest réwna:

Odpowiedz: C (3)

Obydwa réwnania prostych sg zapisane w postaci kierunkowej, zatem aby obydwie te proste byty wzgledem siebie réwnolegte, to musza mie¢ jednakowy
wspdtczynnik kierunkowy (czyli liczbe stojaca przed iksem). W zwiazku z tym:

m+2=2m—-1, —m=-3,m=3
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o1
Suma pierwiastkow réwnania (z — 2)(z + 1)(z — 3) = 0 jest rowna:

Odpowiedz: D (4)

Pierwiastki réwnania to tak naprawde rozwigzania rownania. Nasze réwnanie jest zapisane w postaci iloczynowej, zatem aby jego warto$¢ byta réwna zero, to ktérys
z nawiasOw musi daé wartos¢ réwnga zero, zatem:

r—2=0 VvV z+1=0 V zz-3=0,2=2 V z=-1 Vv z=3

Suma pierwiastkow (czyli rozwigzan) jest réwna:

2-1+3=4

S

Na rysunku przedstawiono wykres funkdji f.

Najmniejsza wartoscia funkdi g(z) = f(—z) w przedziale (—4, —1) jest liczba:
Odpowiedz: C (0)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Funkgja f(—) jest tak naprawde odbiciem lustrzanym (wzgledem osi igrekow) funkdi f(z). Mozemy wiec sobie narysowac¢ taka funkgje i odczytywaé z niej to co
jest nam potrzebne:

Krok 2. Odczytanie najmniejszej wartosci.

Wartosci funkgji odczytujemy z osi igrekow. Interesuja nas jedynie wartosci przyjmowane dla argumentow z przedziatu (—4, —1), a w nim funkda przyjmuje
najmniejszg wartos¢ réwng 0 (dla z = —4).
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Zadanie 10 0-1 pkt

Dwusieczna kata, pod ktérym przecinaja sie proste y = ¢ — 1 iy = —x + 1, przechodzi przez punkt:

Odpowiedz: D (P = (1,0))

Z geometrycznej interpretacji uktadu réwnan wiemy, ze rozwigzaniem uktadu réwnan sktadajacego sie z dwoch prostych jest ich punkt przeciecia sie (czyli doktadnie
to czego szukamy, bo przeciez dwusieczna kata musi przechodzi¢ przez punkt przeciecia sie prostych). W zwiazku z tym:

y:a:—l 3
y=—-c+1
r—1=—-z+4+1,2c=2,z=1

Znajac warto$¢ wspotrzednej iksowej mozemy obliczy¢ warto$¢ wspotrzednej igrekowej, podstawiajagc @ = 1 do jednego z réwnan:

y=1-1,y=0

To oznacza, ze poszukiwanym punktem jest P = (1;0).

Zadanie 11 0-1 pkt

W tabeli podano wartosci funkdii liniowej f(z) = az + b dla wybranych trzech elementéw nalezacych do dziedziny funkgji.

X -1 0 1
f(x) —6 —4 -2

Zatem:

Odpowiedz: C (f(2) = 0)

Z tabelki wynika wprost, ze z kazdym kolejnym argumentem x funkgcja rosnie o dwie jednostki. Juz z tej prostej obserwadji jesteSmy w stanie zapisa¢, ze

£(2) = f(1) + 2, ezyli f(2) = —2 + 2 = 0. Gdybysmy tego nie dostrzegli, to moglibysmy nawet narysowa¢ wykres tej funkgji albo moglibysmy wyznaczy¢ wrecz
jej wzor z ktorego obliczymy wartos¢ dla dowolnego argumentu. Podstawiajac pod rownanie prostej y = ax + b dwdch dowolnych punktéw z tabeli otrzymamy
przyktadowo:

—6=—-1-a+b ,
—4=0-a+b

—6=—-a+b ,
4=

Podstawiajac drugie réwnanie do pierwszego otrzymamy:

—6=—-a—-4, —2=—-a,a=2

ObliczyliSmy w ten sposdb wspotczynnik kierunkowy a = 2. Znamy tez juz warto$¢ wspotczynnika b, bo wyszto nam wprost z jednego rownania, ze b = —4. W
zwigzku z tym wiemy, ze prosta ta jest opisana wzorem:

y=2x—4

Skoro szukamy wartosci f(2) to pod iksa do wzoru tej funkgji musimy podstawié¢ = = 2, zatem:

y=2-2—-4,y=4—-4,y=0

W ten oto sposob wyszto nam, ze f(2) = 0.
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Funkgja liniowa f jest okreslona wzorem f(z) = az + b dla b = —3 oraz ab < 0. Wynika z tego, ze funkga f:

Odpowiedz: A (jest rosnaca)

Jezeli wspdtczynnik b jest rowny —3, a iloczyn ab < 0, to:

ab<0, —3a<0 /:(—3),a>0

Dodatni wspotczynnik kierunkowy a oznacza, ze prosta jest rosnaca.
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Zadanie 13 0-1 pkt

Dziedzing funkgji f okreslonej wzorem f(z) = (z — 1)? + 2 jest zbiér (—2, +00). Zbiorem wartosci tej funkdji jest:

N

W=(12)

\%

Odpowiedz: B ((2, +00))

Krok 1. Odczytanie wspdtrzednych wierzchotka paraboli.

Funkgja jest okreslona wzorem w postaci kanonicznej, czyli takiej z ktorej tatwo mozemy odczytaé wspodtrzedne wierzchotka paraboli. Funkcja opisana wzorem
f(z) = a(xz — p)? + g ma wspdtrzedne wierzchotka réwne W = (p; ¢). W naszym przypadku p = 1 oraz ¢ = 2, zatem wierzchotek paraboli lezy w punkcie
W = (1;2).

Krok 2. Sporzadzenie rysunku pomocniczego i odczytanie zbioru wartosci.

Ta funkcja jest kwadratowa, czyli jej wykresem bedzie parabola. Ramiona paraboli beda skierowane do géry, bo po wykonaniu potegowania przed iksem nie bedzie
sta¢ zadna wartos¢ ujemna. Zaznaczamy wspotrzedne wierzchotka W = (1;2) i catos¢ bedzie wygladaé w nastepujacy sposob:

N

W=(12)

\
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Zbidr wartosci odczytujemy z osi igrekdw. Z rysunku wyraznie wynika, ze zbiorem wartosci tej funkgji sa wszystkie liczby wieksze lub réwne 2, czyli (2, +00).

Zadanie 14 0-1 pkt

Funkdja g jest opisana wzorem g(z) = 3*~! + 1. Migjscem zerowym funkgji h(z) = g(z + 1) — 4 jest liczba:
Odpowiedz: C (1)
Krok 1. Ustalenie wzoru funkgji h(z).

Zapis h(z) = g(z + 1) mowi nam, ze aby otrzyma¢ funkde h(z) to musimy pod iksa z funkdji g(z) podstawi¢ 2 + 1. Dodatkowo na koncu wzoru funkgji h(z)
pojawia sie jeszcze warto$¢ —4, zatem dodatkowo bedziemy musieli jeszcze te czwodrke odjaé. W zwiazku z tym:

h(z) =3 141 -4, h(z)=3""1"1-3, h(z) =3°-3

Krok 2. Obliczenie miejsca zerowego funkdi h(z).
Musimy znalez¢ miejsce zerowe h(z), czyli musimy sprawdzi¢ kiedy 3" — 3 bedzie réwne 0, zatem:

3 -3=0,3"=3,3=3",z=1

Zadanie 15 0-1 pkt

1) 2
lle liczb catkowitych nalezy do zbioru rozwigzan nieréwnosci z — 1 < % <17
Odpowiedz: D (3)
W tym przyktadzie dobrze jest na poczatku wymnozy¢ licznik naszego utamka i uprosci¢ w ten sposéb caty zapis:

1) — g2 22 _
LGl ek S SN il kP R D AP

_1< roroa
U= = = 2 2

Teraz mozemy dla przejrzystosci dziatan rozbic ten zapis na dwie nieréwnosci:

- - 2
xflgTz A %31,2967254 A —2<2,30-250 A ©2-2,30<2 A 22-2,8<7 A o322

Szukamy wiec liczb catkowitych, ktére sa mnigjsze lub réwne od % i jednoczesnie wieksze lub réwne niz —2. Istnieja tylko trzy takie liczby: —2, —1, 0.

Zadanie 16 0-1 pkt

Suma wszystkich liczb naturalnych dodatnich podzielnych przez 5 i mniejszych od 400 jest réwna:
Odpowiedz: A (15800)

Krok 1. Ustalenie kluczowych danych na temat ciggu arytmetycznego.
Liczby podzielne przez 5 i mniejsze od 400 beda tworzy¢ ciag w stylu:

5,10, 15,20, . .., 390, 395

Powstat nam wiec cigg w ktorym:

a=5,a,=39,r=5

Krok 2. Obliczenie ilosci wyrazéw ciggu arytmetycznego.
Brakuje nam jeszcze informagji dotyczacej tego ile jest wyrazéw w naszym ciaggu. W zwigzku z tym:

apn=a1+(n—-1)-r,35=5+(n—-1)-5,395=5+5n—-5,5n=395,n="79

Krok 3. Obliczenie sumy wszystkich wyrazéw ciagu.
Teraz mamy komplet danych, wiec mozemy bez problemu obliczy¢ sume interesujacych nas wyrazéw:

a +ay, G _ 5139 400

Sp=—5—t o, Sm=———T9, Sm=—— 79, Sr=200-79, Sp = 15800
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Zadanie 17 0-1 pkt

Dany jest ciag arytmetyczny (a,,) okreslony dla n > 1 taki, ze a; + ay + a3 = 18. Wtedy:
Odpowiedz: C (a2 = 6)

Z whasnosci ciggow arytmetycznych wiemy, ze ay = a1 + r oraz ag = aj + 2r, zatem mozemy utozy¢ nastepujace réwnanie:

aj+as+a3=18, a;+a;+r+a;+2r=18, 3a;+3r =18 /:3,a1+r:6

Wiedzac, ze a1 + r = 6 wiemy, Ze drugi wyraz tego ciggu jest rowny witasnie 6.

Zadanie 18 0-1 pkt

Ciag (ay,) jest okreélony wzorem a,, = v/n — 2 dla n > 2. lle wyrazéw tego ciggu jest mniejszych od 2?
Odpowiedz: B (4)

Krok 1. Utozenie i rozwigzanie nieréwnosci.
Szukamy wyrazéw mniejszych od 2, zatem mozemy utozy¢ nastepujgca nieréwnosc:

2
Vn—2<2 / ,m—2<4,n<6

Krok 2. Interpretacja otrzymanego wyniku.
Musimy teraz ustali¢ co wynika z otrzymanego wyniku, pamietajac ze w ciggach n musi by¢ liczba naturalna. Z tresci zadania wiemy, ze n > 2 natomiast z
nieréwnosci wynika, ze n musi by¢ mniejsze od 6. W zwiazku z tym sa cztery wyrazy, ktdre spetniaja te dwa warunki: n = {2, 3,4, 5}.

Zadanie 19 0-1 pkt

Ciag (a, 2, c) jest geometryczny. lloczyn wyrazdw tego ciagu jest rowny:

Odpowiedz: A (8)
Dla trzech kolejnych wyrazéw ciggu geometrycznego zachodzi réwnosé:

a’ =ay-ag

Podstawiajac dane z tresci zadania otrzymamy:

22=qa;-a3, a;-a3 =4

Naszym zadaniem jest obliczenie ile jest rowne a; - ay - a3. Skoro ay = 2 oraz a; - a3 = 4, to znaczy ze:

aj-az-az3=az-a;-a3=2-4=28
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Zadanie 20 0-1 pkt

W trojkacie prostokatnym katy ostre maja miary «, 3, przeciwprostokatna ma dtugos¢ 13, oraz sina + sinf = % i sina — sinff = % Wynika z tego, ze:

A
cC=13

b

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Odpowiedz: D (tga = %)

Co prawda zbyt wielu danych nie mamy, ale narysujmy sobie tréjkat prostokatny z zaznaczonymi katami, tak aby potem moc poprawnie odnosic sie do
poszczegdlnych funkgji trygonometrycznych:

A
et )

b

Krok 2. Obliczenie wartosci sinc.
Z dwoch réwnan z tresci zadania mozemy utozy¢ nastepujacy uktad:

sina + sinf = % s
sina — sinfd = %
Dodajac to réwnanie stronami otrzymamy:
9 24 12
sina = stno =
13’ 13

Krok 3. Obliczenie dtugosci jednej przyprostokatnej.

Sinus jest funkcja trygonometryczna, ktdra opisuje nam zalezno$¢ miedzy przyprostokatng lezacg naprzeciw kata « oraz przeciwprostokatna. W naszym przypadku

sina = . Skoro przeciwprostokatna ma dtugos¢ ¢ = 13, a sina = %, to znaczy ze a = 12.

Krok 4. Obliczenie dtugosci drugiej przyprostokatne;j.
Wiemy juz, ze w tym tréjkacie sa boki dtugosci 12 i 13, zatem trzeci bok (druga przyprostokatna oznaczong jako b) obliczymy z Twierdzenia Pitagorasa:

122402 =¢%, 1444+ =169, b°=25,b=5 V b=-5

Wartos$¢ ujemna oczywiscie odrzucamy, zatem zostaje nam b = 5.
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Krok 5. Wyznaczenie wartosci tangensa.
Znamy miary wszystkich bokéw tréjkata, zatem mozemy bez problemu obliczy¢ warto$¢ tangensa:
12

a
tgoc:z,tga— B

Kat o jest katem ostrym takim, ze sin? 2

o — cos‘a = % Zatem:
Odpowiedz: C (51° < a < 70°)
Krok 1. Obliczenie wartosci cosa.

Z jedynki trygonometrycznej wiemy, ze sin’a 4 cos?a = 1, czyli ze sin®ac = 1 — cos?a.. Podstawiajac to do naszego réwnania otrzymamy:

sin’a — cos’a = V  cosa =

NI

2 2 71 2 1 1 2 71 -
,1700301700504—57 72cosa—7§ - cosa—z,cosa—

Wartos$¢ ujemna odrzucamy, bo z tresci zadania wynika ze « jest katem ostrym, a dla katow ostrych cosinus przyjmuje wartosci dodatnie.

Krok 2. Odczytanie z tablic miary kata.

0-1 pkt

Musimy jeszcze ustali¢ jaka jest miara kata a. Z tablic trygonometrycznych mozemy odczyta¢, ze cosinus przyjmuje wartos¢ % dla kata 60°, zatem kat o miesci sie

w przedziale 51° < o < 70°.
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Zadanie 22 0-1 pkt

Punkty G i H sa $rodkami okregdw. Punkt E lezy na okregu o srodku w punkcie G, punkt F' lezy na okregu o $rodku w punkcie H oraz |GH| = 3i|EF| =8
(patrz rysunek).

Wtedy pole kota ograniczonego okregiem o srodku w punkcie H jest wieksze od pola kota ograniczonego okregiem o $rodku w punkcie G o:

Odpowiedz: D (57)

Krok 1. Obliczenie dtugosci promienia EG.
Odcinek EF sktada sie z sumy odcinkéw |EG)|, |GH| oraz |HF|. Z rysunku wynika, ze |EG| = r oraz |GH| = |HF| = 3, zatem mozemy utozy¢ nastepujace
réownanie:

|EG|+|GH|+ |HF| =8, |[EG|+3+3=8, |EG|+6=8, |[EG| =2

Krok 2. Obliczenie pola powierzchni duzego kota.
Dhugos¢ promienia duzego kota jest podana w tresci zadania i jest rowna |GH| = 3, zatem:

Pd:7r'r2,Pd:7r~32,Pd:97r

Krok 3. Obliczenie pola powierzchni matego kota.
Promien matego kota obliczylismy w pierwszym kroku, zatem:

P,=mr?, P,=7-2%, P, =4rn

Krok 4. Obliczenie réznicy pdl powierzchni.
Na koniec musimy zgodnie z poleceniem obliczy¢ réznice pél powierzchni:

P;— P, =97 — 4w =57
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Zadanie 23 0-1 pkt

Przekatna AC dzieli trapez ABCD na dwa trjkaty prostokatne réwnoramienne oraz |[<<BAD| = |<ADC| = 90°. Najkr6tszy bok trapezu ma dtugo$¢ a. Zatem
najdtuzszy bok ma dtugosc:

A 20 B

Odpowiedz: B (2a)

W tym zadaniu musimy pamieta¢ o wtasnosciach tréjkatow réwnoramiennych prostokatnych, czyli trojkata o katach 45°,45%,90°. W takim trojkacie
przyprostokatne o dtugosci a maja przeciwprostokatna v/2 razy wieksza, czyli maja przeciwprostokatna réwna a+/2. To oznacza, ze powstanie nam taka oto
sytuadja:

A 20 B

Spdjrzmy najpierw na trojkat AC'D. Jest to trojkat rownoramienny o boku a, zatem przeciwprostokatna AC' ma dtugosé av/2.
Teraz spojrzmy na tréjkat ABC. To takze jest tréjkat réwnoramienny, czyli skoro | AC| = av/2 to takze | BC| = av/2. W zwiazku z tym przeciwprostokatna AB
bedzie mie¢ dtugos¢ av2-vV2=2aito bedzie najdtuzszy bok tego trojkata.

To oznacza, ze najdtuzszy bok w tym trapezie ma dtugos¢ 2a.
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Zadanie 24 0-1 pkt

Okrag o promieniu 3 jest wpisany w trojkat prostokatny. Punkt stycznosci dzieli przeciwprostokatng na odcinki dtugosci 5 i 12. Obwéd tego tréjkata jest rowny:

C

3 3
A > 12 B

Odpowiedz: A (40)

Korzystajac z wkasnosci stycznych do okregu (ktére w tym momencie tworza tréjkat) mozemy stworzy¢ nastepujacy rysunek:

C

3 3
A3 12 B

W zwigzku z tym obwod tego trdjkata jest réwny:

Obw=3+3+5+5+12+12=40
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o1
Punkty A, M, B s wsp&tliniowe (punkt M lezy miedzy punktami A i B) i takie, ze A = (—23,—9), B = (17,21) oraz |M B| = 3| AM|. lloczyn wspétrzednych
punktu M jest réwny:

X

| | |
A M o
— L

A M S

Odpowiedz: C (19, 5)

Cp__

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Sprobujmy narysowac cata te sytuacje, zaznaczajac przy okazji srodek odcinka AB:

X

| | |
A ™M B
L |
A M S b

Okazuje sig, ze punkt M jest tak naprawde $rodkiem odcinka AS. Musimy zatem najpierw wyznaczy¢ wspotrzedne punktu S (ktdry jest srodkiem odcinka AB), a
nastepnie przejdziemy do wyznaczenia wspotrzednych punktu M.

Krok 2. Obliczenie wspétrzednych punktu S.
Srodek odcinka AB o wspétrzednych A = (z4;y4) oraz B = (z3; yp) mozemy opisa¢ wzorem:

S— A+ T Ya+Ys
2 ’ 2
Dla przejrzystosci zapisu obliczmy kazda ze wspotrzednych oddzielnie:

za+ B 23417 6 ya+up 9421 12
zTg= 5 TS = 3 7395:7,903:—3, VYS= T Us = 2 795777&9*6

To oznacza, ze S = (—3;6).

Krok 3. Obliczenie wspotrzednych punktu M.
Zgodnie z analizg rysunku pomocniczego, punkt M jest srodkiem odcinka AS, zatem korzystajac z tych samych wzoréw co w drugim kroku mozemy zapisa¢, ze:
Tpt+xs —-23-3 —26 Ya+ys -9+6 -3

3 7$M:T7$M:Ty$M:_l3v VUM = T M = y YM = ——

Ty =

To oznacza, ze M = (—13; —%)

Krok 4. Obliczenie iloczynu wspétrzednych punktu M.
Na koniec zgodnie z poleceniem musimy poda¢ wartos¢ iloczynu obydwu wspotrzednych punktu M, zatem:

3\ 39
~13- (—5> =5 =195
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Zadanie 26 0-2 pkt

Rozwigz nierownos¢ z(x — 1) > 2(z + 1) — 4.

V

~
N

Odpowiedz: \(x\in(-\infty;1)\cu

Krok 1. Doprowadzenie nieréwnosci do postaci ogdinej.

Zanim zaczniemy liczy¢ delte, to musimy wykona¢ odpowiednie dziatania i przenies¢ wszystkie wyrazy na lewa strone, zatem:

z(z—1)>2x+1)—4,2°~z>22+2-4,2°-32+2>0

Krok 2. Obliczenie miejsc zerowych wielomianu.
Wspdtezynnikia =1, b= -3, ¢ =2

A=0—dac=(-3)%-4-1.2=9-8=1,VA=v1=1

Krok 3. Szkicowanie wykresu paraboli.

Z racji tego, iz wspotczynnik kierunkowy a jest dodatni, to parabola bedzie mie¢ ramiona skierowane do gory. Zaznaczamy wiec na osi wyznaczone miejsca zerowe
z = 1 oraz x = 2 (kropki beda niezamalowane, bo w nieréwnosci wystapit znak >) i rysujemy parabole:

V

~
N

Krok 4. Odczytanie rozwigzania.

Szukamy wartosci wiekszych od zera, czyli tych ktoére znajduja sie nad osia. To oznacza, ze rozwigzaniem tej nierébwnosci jest suma przedziatow:

z € (—o0;1) U (2;+00)
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Zadanie 27 0-2 pkt

Wykaz, zejezeliz > yi2(z — 1)(z +1) — 2y(2z —y) = —Ltoz —y = 4
Odpowiedz: Udowodniono wymnazaj

Wymnazajac poszczegélne jednomiany otrzymamy:

20 —1)(z+1) —2y(2z —y) = -1, 2(x® — 1) —day + 22 = -1, 222 — 2 —day + 2> = -1, 22% —day + 2 =1, 2(z* — 2zy +4°) =1, 2> — 22y

Zadanie 28 0-2 pkt

Dany jest pdtokrag oparty na $rednicy AB. Punkt C' lezy na pétokregu, punkt D lezy na érednicy, odcinki CD i AB sa prostopadte oraz |CD| = V2. Punkt D
dzieli $rednice na odcinki a, b (patrz rysunek). Wykaz, ze ab = 2.

C

L
A4 @« pbp
Odpowiedz: Udowodniono korzysta

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Sprobujmy narysowac tréjkat, ktéry bedzie opierat sie na $rednicy tego pétokregu i bedzie miat wierzchotek w punkcie C. Z wtasnosci trojkatéw wpisanych w okrag
wiemy, ze taki trojkat oparty na srednicy bedzie jednoczesnie trojkatem prostokatnym.

C

V2

A a pbp

Krok 2. Dostrzezenie podobienstwa trojkatéw i zakonczenie dowodzenia.
Poza tym, ze mamy jeden duzy tréjkat ABC' to powstaty nam dwa prostokatne tréjkaty podobne ADC oraz DBC (cecha bok-kat-bok). Korzystajac z tego
podobienstwa mozemy zapisac, ze:

cD| [BD| VI b

|AD[ ICD|’ "« 3

Mnozac na krzyz otrzymamy:

ab=+2-v2,ab=2

Otrzymalismy doktadnie to co mieliSmy wykaza¢, zatem zadanie mozemy uznac za zakonczone.
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Zadanie 29 0-2 pkt

Funkgja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe. Jednym z nich jest liczba —3. Wierzchotek paraboli, bedacej wykresem tej funkgji, znajduje sie w punkcie (—1, —8).
Wyznacz wzér tej funkdji.

Odpowiedz: f(z) = 2z% + 4z — 6

Krok 1. Zapisanie wzoru funkgji w postaci kanonicznej.
Znajac wspotrzedne wierzchotka paraboli W = (p; ¢) mozemy zapisa¢ wzér funkdji w postaci kanonicznej:

f(z) =a(z —p)*+¢

W naszym przypadku W = (—1, —8) zatem:

Do petnego wzoru brakuje nam jeszcze znajomosci wspdtczynnika a.

Krok 2. Wyznaczenie wspotczynnika a.
Do wyznaczenia wspotczynnika a wykorzystamy informacje o miejscu zerowym tej funkgji. Skoro dla z = —3 funkcja przyjmuje wartos¢ réwna 0 (bo = —3 jest
miejscem zerowym), to znaczy ze:

a-(-3+1)?%-8=0,a-(-2)>-8=0,4a-8=0,4a=8,a=2

Krok 3. Zapisanie wzoru funkgji.
W tresci zadania nie mamy podanej informacji w jakiej postaci ma to by¢ wzér. Niemalze od reki jesteSmy w stanie podac ten wzoér w postaci kanonicznej, bo przed
chwilg obliczylismy ze a = 2, zatem:

flz)=2-(z+1)*-8

Gdybysmy chcieli podac ten wzdr w postaci ogolnej (czyli tej najpopularniejszej), to nalezatoby wykona¢ potegowanie:

fl)=2-(x+1)*-8, f()=2-(a®+22+1) -8, f(z) =22+ 4z +2 -8, f(z) =22+ 42— 6
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Zadanie 30 0-2 pkt

Prosta przechodzaca przez poczatek uktadu wspétrzednych ma jeden punkt wspélny z parabola y = (z — 1)% + 1. Znajdz réwnanie tej prostej.

Odpowiedz: \(y=(-2-2\sqrt{2})x

Krok 1. Utozenie uktadu réwnan.

Kazda prosta w uktadzie wspotrzednych mozemy opisaé wzorem w postaci kierunkowej y = ax + b. Z whasnosci postaci kierunkowej wiemy, ze wspétczynnik b
odpowiada za miejsce przeciecia sie prostej z osig igrekdéw. W naszym przypadku prosta przechodzi przez poczatek uktadu wspétrzednych, zatem b = 0. To oznacza,
Ze nasza prosta mozemy opisaé wzorem y = ax.

Szukamy miejsca przeciecia sie prostej z parabola. Z geometrycznej interpretagji uktadu réwnan wiemy, ze rozwiazujac uktad réwnan sktadajacy sie ze wzoréw dwodch
funkgji otrzymamy wiasnie miejsce/miejsca przeciecia sie wykresow. W zwigzku z tym musimy utozy¢ i rozwigza¢ nastepujacy uktad rownan:

y:am 9
y=(z—-1)2+1

Krok 2. Rozwigzanie uktadu rownan.
Stosujgc metode podstawiania otrzymamy:

ar=(z—-1)2+1,az=2-2z+14+1,az=2"-22+2,ax —2*+2: —2=0, —2’+ax+2c—-2=0, —2’+(a+2)z2—2=0

Krok 3. Rozwigzanie powstatego réwnania kwadratowego.

To réownanie kwadratowe rozwigzemy doktadnie tak jak kazde inne. Musimy tylko uwazaé na symbole, bo wspotczynnik a bedzie nam sie troche "dublowat” z
niewiadoma a:

Wspotczynnikia = —1, b=a+2, c = —2

A=b—dac=(a+2)?—4-(-1)-(-2)=a’+4a+4—-8=a’+4a—4

Teraz musimy skorzystac z bardzo waznej informacji zaszytej w tresci zadania, a mianowicie faktu, iz prosta z parabolg przecinajg sie tylko w jednym miejscu. Ta
informacja méwi nam, ze istnieje w takim razie tylko jedno rozwigzanie tego réwnania kwadratowego, a to z kolei prowadzi nas do wniosku, ze w takim razie delta
musi by¢ réwna 0 (bo tylko wtedy réwnanie kwadratowe ma jedno rozwigzanie). W zwigzku z tym otrzymujemy réwnanie:

a’+4a—-4=0

Krok 4. Obliczenie wartosci wspotczynnika a

Powstato nam wiec tak naprawde drugie réwnanie kwadratowe a? + 4a — 4 = 0, ktére tym razem da nam odpowiedz na pytanie - dla jakiego a delta jest réwna 0,
czyli dla jakiego a funkda y = az ma jedno miejsce przeciecia sie z parabolg y = (z — 1)? + 1. Zatem:

Wspotczynniki:a =1, b=4, ¢ = —4

A=b —dac=4>—4.1-(-4) =16 — (—16) =32, VA =32 =V16 -2 =4V2

b VA  —4-4V2  —4-4V2 - b+ VA —44+4V2 4442
a1 = va _ V2 _ \/—:7272\/2,@: tVA _ A+avZ 4+ f:72+2\/§
2a 2-1 2 2a 2-1 2

Krok 5. Zapisanie réwnania proste;.
Zadnego z rozwiazan z poprzedniego kroku wykluczy¢ nie mozemy, a to oznacza ze warunki tego zadania beda spetnia¢ dwie proste:

Y= (7272\/5)1 Y y:(72+2\/§)x
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Zadanie 31 0-2 pkt

Gdy Anka miata tyle lat, ile Danka ma teraz, to byta od niej trzy razy starsza. Gdy Danka bedzie miata tyle lat, ile Anka ma teraz, Anka bedzie miata 42 lata. lle lat ma
obecnie kazda z dziewczat?

Odpowiedz: Anka ma 30 lat,

Krok 1. Wprowadzenie poprawnych oznaczen i zapisanie réwnan z tresci zadania.

Zadanie jest troche zagmatwane i wszystko sprowadza sie tak naprawde do poprawnego utozenia dwdch réwnan z ktérych stworzymy uktad réwnan. Przyjmijmy,
ze:

a - obecny wiek Anki

d - obecny wiek Danki

a — d - réznica wieku miedzy Anka i Danka

Teraz utézmy pierwsze réwnanie. Ze zdania "Gdy Anka miata tyle lat, ile Danka ma teraz, to byta od niej trzy razy starsza" wynika, ze:

a—(a—d)=3(d—(a—d))

lub tez po prostu:

d=3(d— (a—d))

Drugie réwnanie wynika ze zdania "Gdy Danka bedzie miata tyle lat, ile Anka ma teraz, Anka bedzie miata 42 lata", czyli:

a+ (a—d) =42

Krok 2. Utworzenie i rozwigzanie uktadu rownan.
Z dwdch réwnan wyznaczonych w pierwszym kroku powstaje nam uktad réwnan, ktéry musimy po prostu rozwigzac:

d=3(d-(a—d)
{a+(a7d):42

d=3d—-a+d) ,
ata—d=42

d=302d—a) ,
2a —d =42

d=6d—3a ,
d+42 = 2a
5d—3a=0 |,
d=2a— 42

Podstawiajac d = 2a — 42 z drugiego réwnania do pierwszego otrzymamy:

5-(2a —42) -3¢ =0, 10a —210—3a =0, 7Ta =210, a = 30

Znajac wiek Anki mozemy obliczy¢ takze wiek Danki, podstawiajagc a = 30 do jednego z réwnan:

d=2a-42,d=2-30—42,d=60—42, d =18

To oznacza, ze Anka ma 30 lat, a Danka ma 18 lat.
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Zadanie 32 0-4 pkt

Kat rozwarty rombu ma miare 2a.. Suma dtugosci przekatnych rombu jest réwna 68 oraz tga = 2, 4. Oblicz obwéd rombu.

Odpowiedz: Obw = 104

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
W tym zadaniu trzeba pamigta¢, ze przekatne rombu przecinaja sie¢ w potowie swojej dtugosci pod katem prostym oraz ze dzielg nam katy rozwarte na dwie réwne
miary. W zwiazku z tym cato$¢ wygladad bedzie w nastepujacy sposob:

Krok 2. Utozenie uktadu réwnan.

Z tresci zadania wiemy, ze suma dtugosci przekatnych jest réwna 68, czyli zgodnie z naszym rysunkiem:

2z 4 2y = 68

Dodatkowo wiemy, ze tangens kata o jest rowny 2, 4. Tangens opisuje zaleznos¢ miedzy przyprostokatna lezacg naprzeciwko kata o do przyprostokatnej lezacej
przy tym kacie, zatem:

tga=24, Y =24
x

| to wtasnie z tych dwoch réownan mozemy utozy¢ uktad réwnan:

Krok 3. Rozwigzanie uktadu réwnan.
Najprosciej bedzie rozwigzac ten uktad réwnan metoda podstawiania. W tym celu mozemy wyznaczy¢ np. wartos¢ igreka z drugiego réwnania i podstawi¢ go do
réwnania pierwszego:
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2z 4 2y = 68 /:2 s

L =24 /;1:

r+y=34 ,
y =24z

Podstawiajac teraz drugie rownanie do pierwszego otrzymamy:

r+2,4r =34, 3,4z =34, =10

Znajac warto$¢ = 10 mozemy obliczy¢ brakujacg wartos¢ igreka, podstawiajac iksa do jednego z réwnan:

10+y=34,y=24

Krok 4. Obliczenie dtugosci boku rombu.
Spdjrzmy na jeden z czterech trojkatéw prostokatnych, ktére powstaty nam w rombie. Korzystajac z Twierdzenia Pitagorasa mozemy zapisac, ze:

22+ P =a?, 1024242 =a?, 100+ 576 =a®, a> =676, a =26 V a= —26

Wartos$¢ ujemna oczywiécie odrzucamy, zatem zostaje nam a = 26.

Krok 5. Obliczenie obwodu rombu.
Samo obliczenie obwodu jest juz formalnoscig, bo juz wiemy ze nasz romb ma cztery boki o dtugosci 26, zatem:

Obw =4-26, Obw = 104
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Zadanie 33 0-4 pkt

Punkty A = (—4,1) i C = (-5, 5) sa wierzchotkami trojkata réwnoramiennego ABC, w ktérym |AC| = | BC)|. Prosta —z — y = 0 jest symetralng boku AB.
Oblicz pole tego trdjkata.

C=(—55)

A=(—41) b

Odpowiedz: P = 71

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

C=(—55)

A=(—41) b

Krok 2. Wyznaczenie wspétczynnika a prostej AB.

Prosta AB jest prostopadta do prostej C'P. Wiemy, ze prosta C'P wyraza sie wzorem —z — y = 0, czyli y = —x. Aby dwie proste byly wzgledem siebie
prostopadte, to iloczyn ich wspotczynnikow kierunkowych a musi by¢ réwny —1. Nasza prosta symetralna ma ten wspotczynnik réwny —1 (bo przed iksem nie ma
zadnej liczby i stoi minus), zatem prosta AB ma ten wspétczynnik rowny:

a-(-1)=-1,a=1

To oznacza, ze prosta AB wyraza sie wzoremy = lx + b, czyliy = + b.

Krok 3. Wyznacznie wspotczynnika b prostej AB.
Do wyznaczenia wspotczynnika b postuzy nam punkt A, ktérego wspdtrzedne mamy podane w tresci zadania. Podstawiajac te wspotrzedne do wzoru y =« + b
otrzymamy:

1=-4+4b,b=5
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To oznacza, ze prosta AB jest opisana wzorem y = = + 5.
Krok 4. Wyznaczenie wspétrzednych punktu P.

Punkt P jest miejscem przecigcia sie dwoch prostych, ktérych wzory sa nam juz znane. To oznacza, ze mozemy z réwnan tych prostych utozy¢ uktad réwnan, a
rozwigzaniem tego uktadu beda wtasnie wspotrzedne punktu P.
= —x s
y=z+5

Dodajac réwnanie stronami otrzymamy:

5
y=5,y=75

Znamy juz wspotrzedna igrekowa, teraz musimy obliczy¢ wspotrzedng iksowa, a zrobimy to podstawiajac y = % do jednego z réwnan:

. 5
To oznacza, ze P = (7%; %)

Krok 5. Obliczenie dtugosci odcinka AP i AB.
Dtugos¢ odcinka AP obliczymy ze wzoru na dtugos¢ odcinka w uktadzie wspotrzednych:

(4P = /(ep — 2" + (wp — ua)?, | 4P| = \/(2 )+ (E1) s am \/(g 1) (3a) ar=y[(3) 4 (2 ar

Dtugo$¢ odcinka AP przyda nam sie tak naprawde tylko do tego, aby wyznaczy¢ dtugo$é odcinka AB. Symetralna dzieli bok na dwie réwne czesci, zatem odcinek
AB bedzie dwukrotnie dtuzszy od odcinka AP, czyli:

2
|AB| = 2.|AP], \AB\:z.%, |AB| = 3v/2

Krok 6. Obliczenie dtugosci odcinka C'P.
Odcinek C'P jest wysokosciag naszego trojkata, czyli miarg ktdrg potrzebujemy do obliczenia pola powierzchni tréjkata. Znamy wspétrzedne punktu C' oraz P,
zatem:

(OP| = y/(@p — 20)* + (vp —vc)*, ICP| = \/(5 (g))ﬁ (57 2)2 |CP| = \/(5+g)2+ (57 g)z |cP| = (%)Z (g)z Ic

Krok 7. Obliczenie pola trojkata ABC.
Znamy dtugos¢ podstawy |AB| = 3v/2, wiemy tez ze wysoko$é tréjkata jest réwna |CP| = # zatem pole powierzchni tej figury bedzie rowne:

1 1 54/2 15-2 30 1
P==.|AB|-|CP|,P=—=-3V2.- =22 , Pp=—=- P=" P=7=
5 [AB[-[CP|, P=2.3V2. ==, P=—— P="5,P=T;
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Zadanie 34 0-5 pkt

Ciag (z — 3, z,y) jest ciaggiem arytmetycznym. Ciag (z, y, 2y) jest ciagiem geometrycznym o wyrazach dodatnich. Znajdz wyrazy ciagu arytmetycznego oraz
wyrazy ciggu geometrycznego.

Odpowiedz: Ciag arytmetyczny \(

Krok 1. Utozenie réwnan z wtasnosci ciaggdw arytmetycznych i geometrycznych.
Korzystajac z wtasnosci ciggdw arytmetycznych mozemy zapisa, ze:
a; + ag T—3+y

az = 3 , T = 3 ,20=2—-3+4+y,x=-3+y

Korzystajac z whasnosci ciggow geometrycznych mozemy zapisac, ze:

2 2
a’=ai1-a3,y =x-2y

Krok 2. Utozenie i rozwigzanie uktadu réwnan.
Z naszych dwdch réwnan mozemy utozy¢ uktad rownan:

z=-3+y ,
y=z-2y

Podstawiajac pierwsze réwnanie do drugiego otrzymamy:

V=(-3+y)2y, " =—6y+2/, 4 —6y=0,yy—6)=0,y=0 VvV y=6

Rozwigzanie y = 0 musimy jednak odrzuci¢, bo zgodnie z warunkiem zadania ciag geometryczny ma mie¢ dodatnie wyrazy, a gdy y = 0 to ciag ma na pewno drugi
i trzeci wyraz réwny 0. Zostaje nam wiec y = 6.
Teraz musimy dokonczy¢ rozwigzywanie uktadu réwnan i wyznaczy¢ warto$¢ iksa. Podstawiajagc y = 6 do dowolnego z réwnan otrzymamy:

r=-3+y,z=-3+6,z=3

Krok 3. Zapisanie wyrazéw ciggu arytmetycznego i geometrycznego.

Pozostata nam juz tylko formalnos¢, czyli zapisanie wyrazéw obydwu ciaggdéw. Podstawiajac ¢ = 3 oraz y = 6 otrzymamy:
Ciag arytmetyczny (z — 3, z,y) = (0, 3,6)

Ciag geometryczny (z,y, 2y) = (3,6,12)
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