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Odpowiedzi do zadan zamknietych

Zadanie Odpowiedz Pkt
1 A (2103 1
2 B (36%) 1
3 C (10 — 2v21) 1
4 B (jedno miejsce zerowe: —6) 1
5 B (18) 1
6 C (zwigkszyta sie o 8%) 1
7 A ((—0,2)) 1
8 A (=00, —1 — v/3)) 1
9 A (|[<ACB| = 42°) 1
10 C (39) 1
11 A (0) 1
12 D ((3,+)) 1
13 A (—23) 1
14 C((0,1)i (—%,0) 1
15 B ((—0o0, 6)) 1
16 B(2) 1
17 B (30°) 1
18 C(20°) 1
19 AB=(-%,1) 1
20 B (2, 69) 1
21 B (1287) 1
22 D (307) 1
23 Bly=—2z+1) 1
24 A@4-4-3-7) 1
25 C (48V/2) 1

Rozwiazania krok po kroku

o1pi

Liczba a = 8%3 - 417 jest réwna liczbie:
Odpowiedz: A (2'%%)
Sprowadzajac potegi do wspolnej podstawy otrzymamy:

a=88.417 q= (29)B. (217, q=2¥B. 2217 g = 209,93 4 90943 4 _ 9103

g

Liczba wymierna jest liczba:

Odpowiedz: B (36%)

Sprawdimy po kolei kazda z odpowiedzi:

0dp. A. 36% = (62)?:6% \'/_ V656 =66

Odp. B. 367 = (62)% = 6°
Odp. C. 364 (67)7 :6% \/6
Odp. D. 36% = (62)T = 6% = /63 = /676 = 66

Liczba wymierna jest wiec liczba z drugiej odpowiedzi.
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Wyrazenie (v/7 — v/3)? jest rowne:
Odpowiedz: C (10 — 2+/21)

Wykonujac dziatania na potegach i pierwiastkach oraz korzystajac ze wzoréw skréconego mnozenia otrzymamy:

(V7 -V3)2 =7 =2-VT-V3+(V3)?=7-2v21+3=10-2v21

Funkga f(z) = (z + 6)% ma:

Odpowiedz: B (jedno miejsce zerowe: —6)

Naszym zadaniem (patrzac po odpowiedziach) jest sprawdzenie jakie miejsca zerowe ma nasza funkcja. W tym konkretnym przypadku funkcja przyjmie wartos¢
réowng zero wtedy, kiedy wartos¢ w nawiasie bedzie réwna zero. Mozemy zatem zapisac, ze:

z+6=0,z=-6

Funkgja ta ma jedno miejsce zerowe i jest nim z = —6.

matematix.pl - Matura probna z matematyki (poziom podstawowy) - Operon 2015 2/30



Tangens kata ostrego w trojkacie prostokatnym jest rowny %, a przeciwprostokatna ma dtugosc¢ 30. Krétsza przyprostokatna trojkagta ma diugosc:

1y 30

HX

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Odpowiedz: B (18)

Skoro tangens jest réwny %, a przeciwprostokatna ma dtugosc 30, to znaczy ze zajdzie taka oto sytuagja:

1y 30

HX

Krok 2. Obliczenie wartosci niewiadomej .
Korzystajac z Twierdzenia Pitagorasa mozemy zapisac, ze:

(3z)? + (4z)* = 30%, 922 + 1622 =900, 252 =900, 2° =36, 2 =6 V z=—6

Wartos$¢ ujemna oczywiscie odrzucamy, zatem zostaje nam z = 6.

Krok 3. Obliczenie dtugosci krétszej przyprostokatnej.
Krétsza przyprostokgtna ma dtugosc 3z, czyli 3 - 6 = 18.

15t

Jesli cena towaru najpierw zmniejszyta sie 0 10%, a nastepnie zwigkszyta sie 0 20%, to po tych dwdch operagach wyjsciowa cena towaru:

Odpowiedz: C (zwiekszyla sie o 8%)

T - cena towaru na poczatku
0, 9z - cena towaru po obnizce
1,2-0,9z = 1,08z - cena towaru po podwyzce

To oznacza, ze cena towaru zwigkszyta sie z z do 1, 08z, czyli zwiekszyta sie o 8%.
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Maksymalny przedziat otwarty, w ktérym funkga f(z) = —4x? + 16z — 23 jest rosnaca, to:

N

V

Odpowiedz: A ((—00,2))

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Sprébujmy naszkicowacé wykres paraboli. Na pewno ramiona paraboli beda skierowane do dotu, bo wspétczynnik kierunkowy a jest ujemny. Catos¢ bedzie wygladac
mniej wiecej w ten sposob:

matematix.pl - Matura probna z matematyki (poziom podstawowy) - Operon 2015 4/30



V

Z rysunku wynika do$¢ wyraznie, ze nasza funkcja bedzie rosng¢ od minus nieskonczonosci az dotrze do wierzchotka. To whasnie w wierzchotku sie potem odbije i
zacznie male¢. Wniosek z tego taki, ze musimy obliczy¢ wspdtrzedna iksowa naszego wierzchotka (potocznie zapisywana jako p).

Krok 2. Obliczenie wspdtrzednej iksowej wierzchotka.
Wspotrzedng p obliczymy ze wzoru:

W naszym przypadku wspotczynniki wynosza odpowiednio: a = —4,b = 16, ¢ = —23, zatem:

~16 16
2. (4 P78

,p=2

Krok 3. Zapisanie przedziatu.
Wiemy juz, ze wspotrzedna iksowa wierzchotka jest rowna p = 2, zatem funkgja ta rosnie w przedziale z € (—o0, 2).
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Zbior rozwigzan nieréwnoéci z — v/3z > 2 to:

Odpowiedz: A ((—oo, —1 — \/5))

Aby rozwiagzac taka nieréwnosc¢ to po lewej stronie musimy miec iksa, a po prawej pozostate liczby. Dlatego tez kluczem do sukcesu w tym przyktadzie jest
wytaczenie iksa przed nawias przy wyrazeniu © — /3. Catoé¢ bedzie wygladac nastepujaco:

z—V3z>2,2(1-3)>2

Teraz podzielimy obie strony réwnania przez 1 — /3, wiec po lewej stronie zostanie nam sam , ale tutaj trzeba by¢ bardzo ostroznym. Wartos¢ 1 — V3 jest
ujemna, a dzielac (lub mnozac) nieréwnosci przez ujemne liczby musimy pamigtac o zmianie znaku. Dlatego tez:

o1 — o . 2 . 2-(1++v3) . 24243 . 2423 e 1
(1-+v3)>2 /.(1 V3), <1_\/§, <(1_\/§).(1+\/§), < r< el V3

Z tego tez wzgledu zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest przedziat (—oo, —1 — \/3)
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W okrag o $rodku O wpisano tréjkat ostrokatny ABC. Jesli |[<ABO| = 48", to:

C

A R&°
489

B

Zgodnie z informacjami z tresci zadania mozemy stworzy¢ nastepujacy rysunek:

C

Odpowiedz: A (|[<<ACB| = 42°)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

AR
489

b

Skad wiemy, ze kat BAO takze ma 48°? Trojkat ABO musi by¢ rownoramienny (ramiona sa dtugosci promienia), zatem katy przy podstawie maja jednakowa
miare.

Krok 2. Obliczenie miary kata AOB.
W tréjkacie ABO jak w kazdym innym suma miar katéw musi by¢ rowna 180°, zatem kat AOB ma miare:

|<AOB| = 180" — 48" — 48" =84~
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Krok 3. Obliczenie miary kata AC'B.
Zgodnie z wtasnosciami katow srodkowych i wpisanych, miara kata AC'B jest dwukrotnie mniejsza od miary kata srodkowego AOB. To oznacza, ze:

|<<ACB| = 84" : 2 = 42°

Dany jest ciag o wyrazie ogélnym a,, = —3n + 118. Liczba dodatnich wyrazéw tego ciggu jest rowna:

Odpowiedz: C (39)

Krok 1. Utozenie i rozwigzanie nieréwnosci.
Naszym zadaniem jest sprawdzenie ile jest dodatnich wyrazéw tego ciagu, czyli kiedy —3n + 118 jest wigksze od zera.

1
“3n+118>0, —3n> 118, n < 39~

Krok 2. Interpretacja otrzymanego wyniku.
Z nierbwnosci wyszto nam, ze dopoki n jest mniejsze od 39% to wyrazy ciagu sg dodatnie. Zatem przyktadowo dla n = 25 ciagg jest dodatni, ale dla n = 40 ciag
bedzie juz ujemny.

Z whasnosci ciagdéw wiemy, ze m jest zawsze liczba naturalna, wieksza od zera. W zwiazku z tym nasza nieréwnosc¢ spetnia¢ beda liczby n € {1,2,3,...,37, 38,39},
czyli ten cigg ma 39 dodatnich wyrazéw.
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Zadanie 11 0-1 pkt

Liczba miejsc zerowych funkgji f(z) = (z — 4)% + 9 to:

N

W=(4:9)

V

Odpowiedz: A (0)

Do zadania mozemy podej$¢ na wiele sposobéw. Nasza funkgja przedstawiona jest w postaci kanonicznej typu f(z) = a(z — p)% + ¢, czyli takiej z ktdrej tatwo
odczytamy wspétrzedne wierzchotka paraboli W = (p; q). Moglibyémy wiec odczytaé, ze wierzchotek ma wspétrzedne W = (4;9). Co nam ta wiedza daje? Same
wspodtrzedne wierzchotka wiele nam nie powiedza, ale wiemy jeszcze dodatkowo, ze wspdtczynnik kierunkowy a jest dodatni (konkretnie to a = 1, bo po znaku
réwna sie nie stoi zadna liczba), zatem parabola bedzie mie¢ ramiona skierowane do gory. Wykres bedzie wiec wygladat mniej wiecej w ten sposéb:
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W=(4:9)

V

| z takiego rysunku mozemy wywnioskowad, ze ta funkcja nie ma miejsc zerowych, bo parabola nigdy nie przetnie sie z osig iksow.

Gdybysmy jednak nie dostrzegli tych wtasnosci, to catkiem nieztym pomystem bytoby tez przyréwnanie wzoru funkdji do zera (przyréwnujemy do zera, bo szukamy
miejsc zerowych, czyli miejsc dla ktérych funkcja przyjmuje wartosé réwng zero) i wtedy otrzymalibySmy:

(—42+9=0, (z—4)*=-9

Z racji tego iz nie istnieje liczba rzeczywista, ktéra podniesiona do kwadratu daje ujemny wynik, to znaczy ze ta funkcja nigdy nie przybiera wartosci réwnej 0, czyli
nie ma miejsc zerowych.
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Zadanie 12 0-1 pkt

Zbiorem wartosci funkgji f(z) = 2% + 3 jest zbior:

v

a4

o
o .
o
s

Odpowiedz: D ((3, +00))

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Wykres funkdi f(z) = 2 + 3 jest tak naprawde przesunieciem wykresu funkgji wyktadniczej 2% o trzy jednostki w gére. Jezeli nie pamietamy jak rysuje sie funkge
wyktadnicze, to zawsze mozemy podstawi¢ sobie do wzoru kilka ikséw i sprawdzi¢ jaka wartos¢ przyjmie funkgja dla tych konkretnych argumentéw. Przyktadowo:
Dla z = 0 funkga f(z) = 2% przyjmuje wartos¢y = 20 =1

Dla z = 1 funkgja y = 27 przyjmuje wartos¢ y = 2! = 2

Dla z = 2 funkga y = 2% przyjmuje warto$¢ y = 22 = 4

Dla z = —1 funkdja y = 27 przyjmuje wartoé¢ y = 271 = %

Funkga f(z) = 2% + 3 bedzie przyjmowa¢ zawsze wartosci o 3 wieksze od funkgji f(x) = 2°. Sprébujmy zatem narysowac ten wykres:

v

~V

g
o
o
-

Krok 2. Odczytanie zbioru wartosci funkgji.
Szukamy zbioru wartosci, czyli patrzymy na o$ igrekéw. Widzimy wyraznie, ze funkgja przyjmuje wartosci wieksze od 3 i idzie az do nieskonczonosci, zatem zbiorem
wartosdi funkdi jest (3, 4+00).
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Zadanie 13 0-1 pkt

W ciggu arytmetycznym pierwszy i drugi wyraz sa odpowiednio réwne: 1, —2. Dziewigty wyraz tego ciagu jest réwny

Odpowiedz: A (—23)

Krok 1. Obliczenie réznicy ciggu arytmetycznego.
Znajac warto$¢ pierwszego i drugiego wyrazu mozemy bez problemu obliczy¢ roznice ciagu arytmetycznego:

a=a+r, —2=147,r=-3

Krok 2. Obliczenie wartosci dziewigtego wyrazu ciggu arytmetycznego.
Znajac warto$¢ pierwszego wyrazu oraz roznicy ciggu arytmetycznego mozemy obliczy¢ wartosé dowolnego wyrazu:

ap=a1+n—Ur,a9=a+9—1)r,a9=a,+8r,a9=1+8-(-3),a9=1—-24, ag=—23

Zadanie 14 0-1 pkt

Prosta o rownaniu y = 4x + 1 przecina osie uktadu wspétrzednych w punktach:

Odpowiedz: C ((0,1) i (—1,0))

Krok 1. Wyznaczenie miejsca przeciecia sie z osig iksow.
Z osia iksow prosta przetnie sie wtedy, kiedy jej wartos¢ bedzie rowna y = 0, zatem:

1
41‘+1:O,4m:71,m:71

To oznacza, ze prosta przetnie sie z osig ikséw w punkcie (— % , 0).

Krok 2. Wyznaczenie miejsca przeciecia sie z osig igrekdw.
Z osia igrekdw prosta przetnie sie wtedy, kiedy jej argument bedzie rowny x = 0, zatem:

y=4-0+1,y=1

To oznacza, ze prosta przetnie sie z osia igrekéw w punkcie (0, 1).
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Zadanie 15

Dana jest funkgja f(z) = 2% + 4z + 10. Prosta y = m nie ma z wykresem funkgji f punktéw wspdlnych. Maksymalny zbiér do ktérego nalezy liczba m to:

\

W=(pj9)

0-1 pkt

<V

Odpowiedz: B ((—o0, 6))

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Sprébujmy narysowac sobie te sytuacje. Wykresem funkgji bedzie parabola (bo jest to funkcja kwadratowa), ktérej ramiona sa skierowane do géry (bo wspdtczynnik
kierunkowy a jest dodatni).

\

W=(p;q)

x<\/

Prosta y = m jest prosta ktdra przyjmuje jednakowa wartos¢ dla wszystkich argumentéw (np. dla m = 3 mieliby$my prosta y = 3). Skoro prosta y = m ma nie
miec z naszg parabola punktéw wspdlnych, to znaczy ze musi znalez¢ sie pod parabola (czyli w tej zielonej czesci na rysunku). Jaki z tego ptynie wniosek? Wystarczy,
ze poznamy wspdtrzedna igrekowa wierzchotka naszej paraboli i bedziemy wiedzie¢ od jakiej wartosci musi by¢ mniejszy nasz parametr m.
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Krok 2. Obliczenie wspoétrzednej g wierzchotka paraboli.
Szukamy wspdtrzednej g wierzchotka (czyli wspotrzednej igrekowej). Mozemy to zrobi¢ za pomoca wzoru:

-~ A_ b? — dac
1= 4a 4a
Wspétezynniki:a = 1, b =4, ¢ =10
42-4.1-10 16 — 40 —24
Q——TaQ——qu——T7Q——(—6)’¢I—6

Krok 3. Ustalenie zbioru do ktérego nalezy liczba m.
Nasza liczba m musi by¢ mniejsza od 6 (bo dla m = 6 prosta y = m przecigtaby parabole doktadnie w wierzchotku), zatem interesuje nas zbiér (—oo, 6).

Zadanie 16 0-1 pkt

Wiadomo, ze tgae = 5 i o jest katem ostrym. Wowczas wyrazenie W = % ma warto$¢:

Odpowiedz: B (%)
Krok 1. Zapisanie zalezno$ci miedzy sinusem i cosinusem.

Wiedzac, e tgo = 2B

cosa

mozemy zapisac, ze:

sina .
tga =5, =5, sina = Scosa
cosa
Krok 2. Wyznaczenie wartosci catego wyrazenia.
Podstawiajac sina = 5cosar do naszego wyrazenia otrzymamy:
sino — cosa Scosa — cosa 4cosa

) )

W—4 W—2
6 3

sina + cosa " Bcosa + cosa " 6cosa

Zadanie 17 0-1 pkt

Jezeli stosunek przyprostokatnych w tréjkacie prostokatnym jest réwny V3, to jeden z katéw ostrych ma miare:

Odpowiedz: B (30°)

Z tresci zadania wynika, ze stosunek % =3 Funkgja trygonometryczng, ktéra opisuje zaleznosci miedzy dwoma przyprostokatnymi jest tangens. W zwiagzku z
tym musimy odpowiedzie¢ sobie na pytanie - dla jakiego kata ostrego tangens jest rowny V3. Dzigje sie tak dla kata o = 60°.

Niestety takiej odpowiedzi wsréd proponowanych nie mamy, ale... Skoro jest to trojkat prostokatny i wiemy, ze na pewno jest tutaj kat ostry o mierze 60°, to znaczy
Ze trzeci kat tego trojkata ma miare:

180° —90° — 60° = 30°

Zadanie 18 0-1 pkt

Kat wpisany oparty na % okregu ma miare:
Odpowiedz: C (20°)

Kat $rodkowy oparty na % okregu ma miare % -360° = 40°.

Nas pytaja nie o kat srodkowy, lecz o wpisany, a z wtasnosci katoéw Srodkowych i wpisanych wiemy, ze kat wpisany bedzie dwa razy mniejszy od kata srodkowego,
zatem jego miara bedzie réwna 40° : 2 = 20°.
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Zadanie 19 0-1 pkt

Jesli § = (=%, 3) jest $rodkiem odcinka ABi A = (—+, 2), to:
(B=(-%7)

W zadaniu skorzystamy ze wzoru na $rodek odcinka w uktadzie wspétrzednych. Srodek odcinka AB o wspdtrzednych A = (z 4;y4) oraz B = (z3; y5) mozemy
opisa¢ wzorem:

Odpowiedz: A

g_ (zates yatys
2 ’ 2

Znamy wspdirzedne srodka odcinka, znamy tez wspdtrzedne jednego z punktéw, wiec mozemy wyznaczy¢ poszukiwane wspétrzedne punktu B.

Krok 1. Obliczenie wspdtrzednej iksowej punktu B.

A+ B 1 —% + B
O i R A
Krok 2. Obliczenie wspdtrzednej igrekowej punktu B.
2
yat+ysp 3 5 +ys 2 7
= , = = 3=2  yp= —
Ys 2 2 I 3 +9YB, YB 3

To oznacza, ze wspdtrzedne punktu B sg rowne: B = (—%, %)

Zadanie 20 0-1 pkt

Odchylenie standardowe danych: 1,4,1,5,9,2,1, 1 jest rowne (z doktadnoscia do czesci setnych):
Odpowiedz: B (2, 69)

Krok 1. Obliczenie $redniej arytmetycznej.
Do obliczenia odchylenia standardowego przyda nam sie znajomosc sredniej arytmetycznej, zatem:

1+4+1+5+9+2+1+1 7%

i= -3
¢ 8 8
Krok 2. Obliczenie kwadratu odchylenia standardowego.
Odchylenie standardowe mozemy obliczy¢ w nastepujacy sposéb:
124424+ 124524924224 12+ 12 1+16+1+25+81+4+1+1 1+16+1+25+81+4+1+1
o= 3 -3 o= 3 -32 0= 3 -9,0=
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Zadanie 21 0-1 pkt

Przekatna przekroju osiowego walca jest nachylona do jego ptaszczyzny podstawy pod katem 45°. Wysokos¢ walca ma dtugos¢ 8. Objetos¢ walca jest rowna:

Odpowiedz: B (1287)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Nanoszac na rysunek dane z tresci zadania otrzymamy:

Krok 2. Obliczenie dtugosci promienia podstawy.
Z whasnosci trojkatéw o katach 45°,45%,90° wynika, ze przyprostokatne maja ta sama dtugosé. Skoro tak, to $rednica okregu znajdujacego sie w podstawie ma
takze dtugosc réwna 8, a to z kolei oznacza, ze promien okregu ma dtugosc:

r=8:2=4

Krok 3. Obliczenie objetosci walca.
Znajac dtugos¢ promienia mozemy juz bez przeszkod obliczy¢ objetosé catej bryty.
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V=P -H,V=n-7"-H,V=7-4.8,V=7-16-8, V = 1287

Zadanie 22 0-1 pkt

Pole trojkata jest rowne 15. Dwa boki maja dtugosci 10 i 6. Kat miedzy tymi bokami moze mie¢ miare:
Odpowiedz: D (30")
Krok 1. Obliczenie wartosci sinusa kata a.

W tym zadaniu musimy skorzystac ze wzoru na pole tréjkata z sinusem. Dzieki temu wyznaczymy wartos¢ sinusa poszukiwanego kata:

1 1 1
P:Eabusina, 1525-10~6-sina, 15=5-6-sina, 15 =30 sina, sinazE

Krok 2. Odczytanie z tablic miary kata.
Sinus przyjmuje wartos¢ % dla kata 30° oraz 150" i to wtasnie ten pierwszy przypadek znalazt sie w naszych odpowiedziach.

Zadanie 23 0-1 pkt

Prosta I ma rownanie 3z — 2y = 7. Prosta k prostopadta do prostej [ moze mie¢ réwnanie:

Odpowiedz: B (y = — 2z + 1)

Krok 1. Zapisanie rownania prostej [ w postaci kierunkowej.
Aby méc przystapi¢ w ogole do dziatania musimy zapisa¢ rownanie prostej I w postaci kierunkowej typu y = ax + b. Zatem:

3z —2y="7, —2y=-3z+7 /:(—2),y:5.ﬂv—5

Krok 2. Ustalenie wspotczynnika kierunkowego prostej k.
Aby dwie proste byty wzgledem siebie prostopadte, to iloczyn ich wspotczynnikdw kierunkowych a musi by¢ réwny —1. Nasza prosta I ma ten wspotczynnik
kierunkowy rowny % (whasnie po to zapisywalismy réwnanie tej prostej w postaci kierunkowej), zatem druga prosta musi mie¢ wspdtczynnik a réwny:

3 2 2
a — = — =, 0= —=
2 / 3 3

Taki wspotczynnik kierunkowy znalazt sie jedynie w drugiej odpowiedzi, zatem poszukiwana przez nas prosta prostopadta jest y = —%ac + 1.

Zadanie 24 0-1 pkt

Liczb czterocyfrowych o réznych cyfrach i o parzystej cyfrze tysiecy, setek i dziesiatek jest:

Odpowiedz: A (4-4-3-7)

Na miejscu tysiecy moze znalez¢ sie jedna z czterech cyfr - 2,4, 6, 8.

Na miejscu setek moze znalez¢ sie jedna z pieciu cyfr - 0,2, 4, 6, 8, ale skoro cyfry sie nie moga powtarza¢, to odpadnie nam tutaj ta cyfra, ktda zostata wybrana na
miejscu tysiecy.

Na miejscu dziesigtek moze sie znalez¢ jedna z pieciu cyfr - 0, 2, 4, 6, 8, ale odpadna nam tutaj dwie cyfry, ktére znalazty sie juz w cyfrze tysiecy oraz setek.

Na miejscu jednosci moze znalez¢ sie jedna z dziesieciu cyfr od 0 do 9, ale odpadna nam tutaj trzy cyfry, ktére znalazty sie juz w cyfrze tysiecy, setek oraz dziesigtek.

W zwigzku z tym takich liczb czterocyfrowych bedzie zgodnie z regutg mnozenia:

4-4-3-7
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Zadanie 25 0-1 pkt

Szedcian przecieto ptaszczyzng przechodzaca przez dwie réwnolegte przekatne dolnej i gérnej podstawy. Pole otrzymanego przekroju jest réwne 16. Pole
powierzchni catkowitej szeScianu jest réwne:

|
1 Ou
|
|
|
! o
|
|
|
|
U R
/7
e 0.9 "y

Odpowiedz: C (481/2)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Pamietajac o tym, ze przekatna kwadratu o boku a ma dtugosé a2 mozemy sporzadzi¢ nastepujacy rysunek:
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Krok 2. Obliczenie dtugosci krawedzi szescianu.
Nasz otrzymany przekrdj jest prostokatem o wymiarach a oraz av/2, zatem:
16

P=qg-av2,16=a-av2, 16 =a®V2, a® = —
V2

Biorac pod uwage fakt, ze pole catkowite szescianu jest réwne P, = 6a? to nie ma za bardzo sensu pierwiastkowac i oblicza ile jest réwne a, skoro za chwile
bedziemy znowu potrzebowa¢ a® Mozemy pozostac przy wyliczeniu a?, ale usunmy jeszcze niewymiernoéc¢ z mianownika:
16-v2 16v2

2 2 2 2
a=—,a" = ,a” = ,a:S\/§
V2 V242 2

Krok 3. Obliczenie pola catkowitego szescianu.
Zgodnie z tym co zapisali§my sobie wczesniej:

P.=6a®, P.=6-8V2, P.=48V2
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Zadanie 26 0-2 pkt

. ; 33 : ; ‘ _ 3n-1

Sprawdz, czy liczba 32 jest wyrazem ciggu o wyrazie ogolnym a,, = 59—
. z. ﬁ .

Odpowiedz: 3= ni

Krok 1. Utozenie i rozwigzanie réwnania.
Naszym zadaniem jest tak naprawde rozwigzanie i wyciagniecie wnioskéw z nastepujacego réwnania:

3n—1_33
2n+5 27

To réwnanie najproscie jest rozwigza¢ mnozac na krzyz, zatem:

27-(3n—1) =33 (2n+5), 81n — 27 = 66n + 165, 15n = 192, n = 12,8

Krok 2. Interpretacja otrzymanego wyniku.
W ciggach n jest zawsze liczbg naturalng wieksza od zera. Otrzymany wynik nie jest liczbg naturalna, zatem liczba % nie jest wyrazem tego ciggu (doktadniej rzecz
ujmujac jest to liczba pomiedzy 12-stym i 13-stym wyrazem).
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Zadanie 27 0-2 pkt

Rozwigz nieréwnoéé —z2 + 8z — 20 < 0.

V

Odpowiedz: x € R

Krok 1. Obliczenie miejsc zerowych wielomianu.
Naszg nieréwnos¢ obliczymy standardowo metoda delty:
Wspotczynniki:a = —1, b= 8, ¢ = —20

A=b—4ac=8"—4-(-1)-(-20) =64 —-80=—16

Krok 2. Szkicowanie wykresu paraboli.
To, ze wyszta nam ujemna delta nie oznacza, ze nieréwnos¢ nie ma rozwigzan lub ze w ogéle nie istnieje. Oznacza to tylko tyle, ze nie bedziemy mie¢ miejsc
zerowych. Parabola bedzie mie¢ ramiona skierowane do dotu (bo wspétczynnik a jest ujemny), zatem catos¢ bedzie wyglada¢ mniej wiecej w ten sposéb:

~
—

Krok 3. Odczytanie rozwiazania.
Szukamy wartosci mniejszych od zera i okazuje sie, ze nasza cata parabola jest pod osia ikséw. To oznacza, ze jakiejkolwiek liczby nie podstawimy do nieréwnosci, to
otrzymamy zawsze wynik ujemny, zatem rozwigzaniem tej nieréwnosci jest po prostu zbiér liczb rzeczywistych € R.
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Zadanie 28 0-2 pkt

Punkty A = (—2;4), B = (6, 2) sa wierzchotkami trojkata réwnobocznego. Wyznacz dtugos¢ wysokosci tego trojkata.
Odpowiedz: b = /51

Krok 1. Obliczenie dtugosci boku AB.
Znajac wspotrzedne obydwu punktéw mozemy obliczy¢ dtugosé odcinka A B (czyli dtugosé boku tréjkata):

|AB| = \/(zB— zA)?+ (yp—ya)?, |AB| = \/(6 —(-2))2+(2—4)%, |AB| = \/82 +(—2)?, |AB| = V64 +4, |AB| = V68, |AB| = V417, |AB|

Krok 2. Obliczenie wysokosci trojkata.
Nasz trojkat jest tréjkatem réwnobocznym, zatem znajac dtugosé boku mozemy obliczy¢ wysoko$¢ figury z nastepujacego wzoru:

3 2V/17-4/3 —
h:a2 ,h= \/2\/_7h:\/ﬁ‘\/§,h:\/51

Zadanie 29 0-2 pkt

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nieréwnos¢ z2 — 6z + y? — 4y + 13 > 0.

Odpowiedz: Udowodniono korzysta

Aby udowodni¢, ze nasze wyrazenie jest wieksze lub réwne zero musimy doprowadzi¢ zapis do postaci z potegowaniem, bowiem jakiejkolwiek liczby bysmy nie
podniesli do potegi, to bedzie ona wigksza lub rowna zero. Bedziemy wiec chcieli "zwina¢" zapis przy uzyciu wzoréw skroconego mnozenia. Aby tego dokonac
musimy zastosowac bardzo sprytny zabieg, a mianowicie musimy rozbic liczbe 13 na sume liczb 9 + 4. Catos¢ bedzie wygladaé w nastepujacy sposob:

2?6+t —4dy+13, 22— 6z + 9+ —dy+4, (z—3) + (y—2)°

(z — 3)? jest wigksze lub réwne zero oraz (y — 2)? jest wigksze lub réwne zero. Suma dwéch liczb wiekszych lub réwnych zero jest takze wigksza lub réwna zero i
wiasnie to musieliSmy udowodnic.
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Zadanie 30 0-2 pkt

Dany jest kwadrat o boku a = 6. W ten kwadrat wpisano trojkat rownoboczny w ten sposéb, ze jeden wierzchotek trojkata jest wierzchotkiem kwadratu, a
przeciwlegty bok trdjkata jest rownolegty do przekatnej kwadratu (patrz rysunek). Wykaz, ze bok trojkata jest rowny 6(\/6 - \/5)

Odpowiedz: Wykazano dorysowujac

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Jezeli dorysujemy przekatng kwadratu, to pamietajac ze przekatna kwadratu dzieli nam kat prosty na dwa katy po 45°, otrzymamy nastepujaca sytuagje:
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Krok 2. Zapisanie i rozwigzanie réwnania.

Kwadrat o boku 6 ma dtugosc¢ przekatnej rowna 6v/2. Patrzac sie na rysunek widzimy, ze ta przekatna sktada sie z wysokosci trojkata ”"‘2/5 oraz potowy boku

trojkata 5, zatem:

V3 - 12v2 12v2- (V3 - 1) 12v2-(v3-1) 122 (V.
—_ = \/— . T xr = €T = xr = r = T = Tr =
5ty =6V2 /2, V3+tz=12v2, 2(vV3+1) = 12v2, IR D (oD - , 5
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Zadanie 31 0-4 pkt

Dana jest funkgja okre$lona wzorem f(z) = ax? + bx + c. Warto$¢ najwieksza funkgji jest rowna 10. Funkgja jest rosnaca jedynie w przedziale (—oo, 2), a do jej
wykresu nalezy punkt A = (4, —2). Wyznacz wartosci wspotczynnikéw a, b, c.

Odpowiedz: \(a=-3,\;b=12,\;c=-2

Krok 1. Wyznaczenie wspotrzednych wierzchotka paraboli.
Z tredci zadania mozemy odczytac bardzo wazng informacje, a mianowicie wspétrzedne wierzchotka paraboli. Zastanéwmy sie co to znaczy, ze funkcja rosnie w
przedziale (— o0, 2) i ze osiaga najwieksza wartos¢ réwna 10. To by oznaczato, ze nasza funkga wyglada mniej wiecej w ten sposob:

V

Wynika z tego, ze funkcja ma wierzchotek w punkcie W = (2, 10).

Krok 2. Zapisanie wzoru funkgji w postaci kanonicznej.
Znajac wspodtrzedne wierzchotka paraboli mozemy zapisac jg w postaci kanonicznej:
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f@)=a(z—p)*+4q, f(z) =alz —2)*+10

Krok 3. Podstawienie wspotrzednych punktu A oraz wyznaczenie wspétczynnika a.
Do wyznaczonej przed chwilg postaci kanonicznej mozemy podstawi¢ wspétrzedne znanego nam punktu A, co pozwoli wyznaczy¢ nam juz jeden ze
wspotczynnikow:

fl@)=a(x—2)*4+10, —2=a(4—2)>+10, —2=0a-2+10, —2=4a+10, 4a=—-12, a= -3

Krok 4. Wyznaczenie wspétczynnikow b oraz c.
Znajac wspdtczynnik kierunkowy a = —3 wiemy juz, ze w postaci kanonicznej nasza funkcja przyjmuje wzér:

f(z) = =3(x —2)2+10

Jezeli wykonamy teraz potegowanie, to doprowadzimy funkcje do postaci ogdinej, co z kolei pozwoli nam odczytac wartosci wszystkich wspdtczynnikow:

flz) = =3(x —2)°+ 10, f(z) = —3(z* — 4z +4) + 10, f(z) = —32> + 122 — 12+ 10, f(z) = —3z* + 12z — 2

To oznacza, ze interesujgca nas funkcja ma wspotczynniki:

a=-3,b=12 c=—2
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Zadanie 32 0-5 pkt

Pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego jest rowny 4, a suma kwadratéw wyrazu drugiego, czwartego i siddmego jest rowna 702. Wyznacz ogdlny wyraz tego ciagu.

Odpowiedz: \(a_{n}=-\frac{109}

Krok 1. Utozenie uktadu réwnan.
Z tresci zadania wynika, ze mozemy utozy¢ nastepujacy uktad réwnan:

ap=4 ,
ay? + a4’ + a;? = 702
Aby rozwiazac ten uktad rownan musimy rozpisa¢ wyrazy as, a4 oraz a7 zgodnie ze wzorem na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego a, = a1 + (n — 1)r. W zwiazku z
tym otrzymamy:
a=4 ,
(a1 +7)? + (a1 + 3r)% + (a1 + 67)% = 702

Krok 2. Rozwigzanie uktadu réwnan.
Podstawiajac a1 = 4 z pierwszego réwnania do drugiego otrzymamy:

(4+7)2+ (4+3r)2 + (4 +6r)> =702, 16 + 8 + 72 + 16 + 247 + 9r* + 16 + 48r + 3612 = 702 , 461> + 80r + 48 = 702, 461> + 80r — 654 =0

Krok 3. Rozwigzanie powstatego réwnania kwadratowego.
Wspotczynniki: a = 46, b = 80, ¢ = —654

A=~ dac =807 — 446 - (—654) = 6400 — (—120336) = 126736 , VA = /126736 = 356

—b—+vA —80-356 —436 109 —b+vVA  —80+356 276 3
= = = = —— , P9 = = = —_— =
2a 2. 46 92 23 "2 2 2.46 92

T1

Zadnej z tych wartosci odrzucié nie mozemy (moglibyémy odrzucié, gdyby np. podana byta informacja o tym ze ciag jest rosnacy). W zwiazku z tym zostaje nam
109
T = —3 orazry = 3.

Krok 4. Wyznaczenie wzoru ogdlnego tego ciagu.
Aby wyznaczy¢ wzér ogdlny ciagu wystarczy podstawi¢ a; oraz r do wzoru:

an=a1+ (n—1)r

Z racji tego iz mamy dwie mozliwosci podstawienia réznicy to otrzymamy dwa rozwiazania tego zadania:
Gdy r = — %:

BT Ty gyt Ty T T Ty

109 109 109 109 109 92 109 109 109 201
an:4+(”—1)'( )7an: + (= ) n=4-

- —n)+ —, a, = = =
23 23 23

Gdyr=3:

a,=4+n-1)-3,a,=4+3n—-3,a,=3n+1
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Zadanie 33 0-6 pkt

Dany jest ostrostup prawidtowy tréjkatny. Promien okregu wpisanego w podstawe jest réwny 6. Sciana boczna tworzy z ptaszczyzna podstawy kat 60°. Oblicz
objetos¢ i pole powierzchni bocznej bryty.

S

Odpowiedz: V' = 648 oraz \(P_{

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Naniesmy na rysunek informacje z tresci zadania.
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Krok 2. Obliczenie wysokosci trojkata znajdujacego sie w podstawie.
Z wiasnosci okregow wpisanych w trdjkat rbwnoboczny wiemy, ze dtugosé promienia okregu jest rowna % wysokosci takiego trdjkata, zatem:

h,=3-6=18

Krok 3. Obliczenie dtugosci boku tréjkata znajdujacego sie w podstawie.
W podstawie znajduje sie trojkat réwnoboczny o wysokosci h, = 18, zatem jego dtugos¢ boku bedzie réwna:

36 36-v3 363

—,a= , a4 = ,a:12\/§
NNV I 3

hp = ,36:a\/§,a:

, 18 =

av3 av3
2 2

Krok 4. Obliczenie wysokosci ostrostupa.
Spojrzmy na tréjkat SOD. Wiemy, ze podstawa tego tréjkata (czyli odcinek DO bedacy promieniem okregu) ma dtugosé r = 6. Korzystajac z funkgji
trygonometrycznych (a konkretnie z tangensa) mozemy zapisac, ze:

5

tg60° = \/§:%,H:6

A
\DO|

Krok 5. Obliczenie wysokosci $ciany bocznej.
Ponownie spogladamy na tréjkat SOD. Do obliczenia pola powierzchni bocznej potrzebujemy zna¢ dtugos¢ wysokosci Sciany bocznej, a te mozemy obliczy¢ albo z
Twierdzenia Pitagorasa (bo wiemy juz, ze przyprostokatne maja dtugosci | DO| = 6 oraz H = 6+v/3), albo po prostu z cosinusa:

DO| 1 6 1
:‘ | _:_75hb:6,hb:12

60° ,
o8 hy 2 hy

Krok 6. Obliczenie objetosci ostrostupa.
Mamy juz komplet informagji na temat naszego ostrostupa, bo wiemy ze a = 12+/3 oraz H = 6+/3, wiec mozemy przystapi¢ do obliczenia objetosci, korzystajac ze
wzoru:
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2 12v/3)%V/3 - o 7
é-a;/g-H,V:%-%-&/&V:%-4324\/5-6\/§,V:%-108\/3-6\/§,V:36\/3-6«/§,V:216-3,V

Krok 7. Obliczenie pola powierzchni boczne;j.
W powierzchni bocznej mamy trzy tréjkaty o podstawie a = 12+/3 oraz wysokosci hy = 12, zatem:

1 1 _ _
Pb:3~5~a~hb,Pb:3-5~12\/3~12,P,,:3~6\/§-12, P, =216V3
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