MATEMATIX.PL

Klucz odpowiedzi i rozwigzania — Matura probna z matematyki (poziom podstawowy) - Operon
2014

Opracowanie Matematix.pl na podstawie rozwigzan zadan w serwisie — nie jest to oficjalny dokument CKE ani wydawnictwa. Zadania i rozwigzania online: matematix.pl. Wygenerowano
26.09.2026.

Odpowiedzi do zadan zamknietych

Zadanie Odpowiedz Pkt
1 B (+/10 + v/5) 1
2 D (4) 1
3 D (2') 1
4 A (23,5%) 1
5 A (3 %) 1
6 Bla=—2) 1
7 Da=1%) 1
8 c® L
9 B(9-9-8) 1
10 C (6) 1
1 AW = £52) 1
12 C (R\{-4,0} 1
13 D ((—0,9)) 1
14 cq) 1
15 D (cosa = —3%) 1
16 D (~10"%) 1
17 Ay =3"—4) 1
18 D (liczba 5) 1
19 C (16) 1
20 A 8(2+3) 1
21 B (6) 1
22 C (sina = &) 1
23 D (327V2) 1
24 C(527) 1
25 () 1

Rozwiazania krok po kroku

V5
V2-1

Odpowiedz: B (\/ﬁ + \/5)

Liczba jest réwna liczbie:

Usuwajac niewymiernos¢ z mianownika otrzymamy:

vE o VA(V2HD . VI0+VE  VI0+VE e e

VZ-1  (VEI-1)-(2+1) T 271 !
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o1
z2—1 dlaz € (—o0,—2)

Dana jest funkda f okreslona wzorem f(z) = { —3z+1 dlaz € (-2,3).
2z —8 dlazx € (3,+00)

Miejscem zerowym tej funkgji jest:

Odpowiedz: D (4)

Powyzsza funkcja sktada sie tak jakby z trzech wzoréw/czesci, ktére obowiazuja dla trzech réznych przedziatéw. Naszym zadaniem jest wiec przyréwnanie do zera
kazdej z czesci i sprawdzenie, czy otrzymany wynik miesci sie w przedziale - jesli tak, to bedzie to miejsce zerowe funkgji.

Krok 1. Sprawdzenie pierwszej czesci wzoru.

Wartosci z = —1 oraz & = 1 nie mieszcza sie w przedziale (—oo, —2), zatem nie sa to miejsca zerowe naszej funkgji.
Krok 2. Sprawdzenie drugiej czesci wzoru.

le41=0, —2z=-1,2=3
3x =0, 3377 , T =

Warto$¢ ¢ = 3 nie miesci sie w przedziale (—2, 3), zatem nie jest to migjsce zerowe naszej funkgji.

Krok 3. Sprawdzenie trzeciej czesci wzoru.

2c —8=0,2x=8,x=4

Warto$¢ z = 4 miesci sie w przedziale (3, +00), zatem jest to nasze miejsce zerowe.

o1 pi

) 2" ) s
Liczba a = % jest réwna liczbie:

Odpowiedz: D (2'7)

Korzystajac z dziatar na potegach mozemy zapisa, ze:

3)4 .
(2 ) _ ﬁ _ 2_12 _ 212 .95 — 212—(—5) _ 217
25 2% 2% T T B

o1 pi

Jesli cene towaru obnizono najpierw o 10%, a potem o 15%, to znaczy, ze po dwdch obnizkach cena koncowa jest obnizona w stosunku do poczatkowej o:
Odpowiedz: A (23,5%)

W tego typu zadaniach nalezy pamigta¢, ze druga obnizka/podwyzka jest od ceny juz obnizonej/podwyzszonej za pierwszym razem. W naszym przypadku
wygladatoby to nastepujaco:

T - poczatkowa cena towaru

0,9z - cena towaru po pierwszej obnizce
0,85-0,92 = 0, 765z - cena towaru po drugiej obnizce

To oznacza, ze towar potaniat o % -100% = 23,5%.
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g

Jezeliliczbe z = % przyblizymy z doktadnoscig do dwéch miejsc po przecinku, to btad wzgledny tego przyblizenia jest réwny:
Odpowiedz: A (+%)
Btad wzgledny obliczymy w nastepujacy sposéb:

|z — ol

5=

& - btad wzgledny pomiaru
z - doktadna wartos¢
0 - przyblizona wartos¢

W naszym przyktadzie doktadna wartoscig jest z = %, natomiast wartoscig przyblizong bedzie zy = 0, 67. W zwigzku z tym:

1% -0,67
=3

3

)

Jak teraz rozwigzac to réwnanie? Musimy zamieni¢ utamek 0, 67 na utamek zwykty i sprowadzi¢ wystepujace w rownaniu utamki do wspdlnego mianownika:

200 201 1 1
so o sl o l-wwl s ww o, 1 300 o 1
S T a0 T 300 200 T 200
300 300 300

My zgodnie z naszymi odpowiedziami musimy podac warto$¢ w procentach (co jest dos¢ czesta praktyka), zatem utamek ﬁ musimy zamienic¢ na procenty:

1 1
— 1 ==
200 00% 2%

o1 pi

Jedli do wykresu funkgji f(z) = < nalezy punkt A = (—%, 8), to:
Odpowiedz: B (a = —2)

Do wzoru tej funkgji musimy po prostu podstawi¢ wspétrzedne naszego punktu A, otrzymujac w ten sposéb réwnanie:

o1

Prosta I ma rownanie 6z + 10y 4+ 7 = 0. Wspotczynnik kierunkowy prostej k prostopadtej do prostej [ jest rowny:
Odpowiedz: D (a = %)

Krok 1. Zapisanie réwnania w postaci kierunkowe;j.
Aby cokolwiek zaczaé liczy¢, to musimy najpierw przeksztatci¢ podane rownanie z postaci ogdinej do postaci kierunkowej typu y = ax + b, zatem:

7 3 7

6z +10y+7=0, 10y:f61'77,y:fl—ozfl—o,y:fgmfl—o

Krok 2. Okreslenie wspoétczynnika kierunkowego prostej prostopadtej.

Aby dwie proste byty prostopadte, to iloczyn ich wspétczynnikéw kierunkowych musi by¢ rowny —1. Nasza pierwsza prosta ma wspotczynnik kierunkowy a = —

wrfes

to znaczy ze druga prosta ma ten wspotczynnik rowny:
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g

Dany jest ciag arytmetyczny (a,,). Suma cze$ciowa tego ciagu wyraza sie wzorem S,, = 5n? — 7n. Drugi wyraz ciagu jest rowny:

Odpowiedz: C (8)

Krok 1. Obliczenie sumy dwdch pierwszych wyrazéw.
Podstawiajac do wzoru n = 2 dowiemy sie ile wynosi suma dwdch pierwszych wyrazoéw tego ciggu (czyli ile jest réwne aq + as):

S,=5n>—Tn, Sy=5-22—-7-2,8,=5-4—-7-2,5=20—14, S, =6

Krok 2. Obliczenie wartosci pierwszego wyrazu.
Podstawiajgc do wzoru n = 1 dowiemy sie ile wynosi "suma jednego wyrazu", czyli po prostu ile jest réowny pierwszy wyraz (czyli a;) tego ciggu:

S =5n'—-Tn, 8 =5-12-7-1,8=5-1-7-1, 8 =5-7, S =—2

Krok 3. Obliczenie wartosci drugiego wyrazu.
Wiemy juz, ze a1 + a2 = 6 oraz ze a1 = —2. W zwiazku z tym as jest réwne:

—2+4+ay;=6,a,=28

SF

Liczba trzycyfrowych liczb naturalnych o réznych cyfrach jest rowna:

Odpowiedz: B (9 -9 - 8)

W zadaniu wykorzystamy tak zwang regute mnozenia, zatem musimy ustali¢ na ile réznych sposobéw da sie wpisac cyfry na dane miejsce naszej trzycyfrowej liczby.
Na pierwszym miejscu naszej liczby moze sie pojawi¢ jedna z dziewieciu cyfr od 1 do 9. W zwiazku z tym pierszym czynnikiem bedzie 9.

Na drugim miejscu moze sie znalez¢ jedna z dziesieciu cyfr od 0 do 9, ale skoro cyfry majg by¢ rézne, to odpadnie nam z tej puli ta cyfra, ktéra byta wylosowana na
pierwszym miejscu. To oznacza, ze bedziemy mieli tutaj 10 — 1 = 9 réznych sposobdw wpisania cyfry.

Na trzecim miejscu moze znalez¢ sie jedna z dziesieciu cyfr od 0 do 9, poza tymi ktére byty juz wylosowane za pierwszym i drugim razem. To oznacza, ze bedziemy
mieli tutaj 10 — 2 = 8 réznych sposobéw wpisania cyfry.

Zgodnie z regutg mnozenia mozemy wiec zapisa¢, ze trzycyfrowych liczb naturalnych o réznych cyfrach jest: 9-9 - 8.

Zadanie 10 0-1 pkt

R&znica miedzy wiekszym i mniejszym rozwiazaniem réwnania (z + 7)(z + 1) = 0 jest rowna:

Odpowiedz: C (6)

Krok 1. Rozwigzanie réwnania.
Nasze rownanie jest rbwnaniem kwadratowym, zapisanym w wygodnej postaci iloczynowej. To oznacza, ze aby rozwigzac to rownanie wystarczy przyréwnac
wartosci zapisane w nawiasach do zera:

z+7=0 V z+1=0,z2=-7 V z=-1

Krok 2. Obliczenie réznicy.
Wiekszym rozwigzaniem jest —1. Mnigjszym jest —7. Rdznica miedzy wiekszym i mniejszym rozwigzaniem jest rowna:

“1-(-7)=-1+7=6

Zadanie 11 0-1 pkt

2
Wyrazenie wymierne W = % po skréceniu przyjmuje postac:
Odpowiedz: A (W = £2 } 2)

Korzystajac ze wzordéw skréconego mnozenia mozemy rozpisaé to wyrazenie w nastepujacy sposob:

1622 — 25 o We—B)de+5) (490*5)M o dz=5

T 1622+ 40z +25° (4w +5)2 (42 +5) (4z+75) 4 +5
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Zadanie 12 0-1 pkt

Dziedzing funkgji f okre$lonej wzorem f(z) = ﬁ Jjest zbior:

Odpowiedz: C (R\{—4,0})

Z racji tego, iz w matematyce nie istnieje dzielenie przez zero, to nasz mianownik musi by¢ rézny od zera. To oznacza, ze z dziedziny funkgji musimy wykluczy¢
rozwigzania rébwnania:

P +4z=0,z(z+4)=0,2=0 VvV z=-4

W zwiazku z tym dziedzing funkgji bedzie zbiér liczb rzeczywistych oprécz 0 oraz —4, czyli w matematycznym zapisie bedzie to R\{—4, 0}.
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Zadanie 13 0-1 pkt

Dana jest funkgja okreslona wzorem f(z) = —z? — 4x + 5. Zbiorem wartosci tej funkgji jest:

V

Odpowiedz: D ((—o0, 9))

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Aby wiedzie¢ co trzeba policzy¢ dobrze jest narysowac sobie szkic wykresu tej funkdji. Jest to funkcja kwadratowa, czyli rysujemy parabole. Jej ramiona beda
skierowane do dotu, bo wspoétczynnik kierunkowy jest ujemny, zatem catos¢ bedzie wyglada¢ mniej wigcej w ten sposéb:

V

Z rysunku wynika, ze nasza funkgja przyjmuje wartosci od minus nieskonczonosci do wspdtrzednej igrekowej wierzchotka tej paraboli (zapisywanej w matematyce
symbolem g).

Krok 2. Obliczenie wspotrzednej g.

Wspdtrzedna ¢ mozemy obliczy¢ ze wzoru: ¢ = %. Musimy zatem obliczy¢ delte, a zrobimy to w nastepujacy sposob:
Wspdtezynnikia = =1, b= —4, ¢ =5

A= —dac=(—4)*—4-(-1)-5=16 — (—20) = 16 + 20 = 36

W zwigzku z tym wspoirzedna g bedzie réowna:
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Krok 4. Ustalenie zbioru wartosci funkgji.
Zgodnie z naszym szkicowym rysunkiem i obliczeniami mozemy zapisa¢, ze zbiorem wartosci naszej funkdji jest przedziat:

Y € (—00,q) , Y € (—0,9)

Zadanie 14 0-1 pkt

Liczba rozwiazan rzeczywistych réwnania 81 + z3 = 0 to:

Odpowiedz: C (1)

Podane w tresci zadania réwnanie jest rownaniem trzeciego stopnia, ale takim ktére damy rade przeanalizowac¢ niemalze w pamieci. Przeksztatcajgc to réwnanie
otrzymamy postac:

81+z°=0, 2® =81

Po prawej stronie réwnania otrzymalismy wartos$¢ ujemna. Gdyby po lewej stronie réwnania byta liczba podniesiona do potegi parzystej (np. do 2) to réwnanie nie
miatoby zadnych rozwiazan, bo nie istnieje zadna liczba podniesiona do kwadratu, ktéra daje wynik ujemny. W naszym przypadku mamy po lewej stronie potege

3

nieparzysta, zatem ujemny wynik jest mozliwy do uzyskania i stanie sie tak wtedy gdy bedziemy potegowac liczbe ujemna (np. (—4)® = —64). To oznacza, ze jest

Jjedno rozwiazanie rzeczywiste tego réwnania i mozemy nawet sobie dopowiedzie¢, ze jest nig jakas liczba ujemna bliska —4 (doktadnie rzecz ujmujac bedzie to

T = 7\178—1).

Zadanie 15 0-1 pkt

Jesli o jest katem rozwartym i sina = % to:

Odpowiedz: D (cosa = 7%)

Z jedynki trygonometrycznej wiemy, ze sin’a 4+ cos?a = 1. Podstawiajac do tego réwnania warto$¢ sinusa z treci zadania bez problemu obliczymy wartos¢
cosinusa:

12
13

2
144 25 5 5
) +ecosla=1, — 4 cos’a=1, cos’a=—, cosa = — V cosa=——

.2 2 =1
simatcosta=1, 169 169 13 13

Zazwyczaj odrzucamy ujemne rozwigzanie, bo zazwyczaj w tresci zadania informujg nas ze « jest katem ostrym. Tym razem wyjatkowo « jest katem rozwartym, a dla
katow rozwartych cosinus przyjmuje zawsze wartosci ujemne, zatem tutaj musimy odrzuci¢ dodatnie rozwigzanie, dzieki czemu zostaje nam, ze cosa = —%.

Zadanie 16 0-1 pkt

Liczba przeciwna do liczby 1075 to liczba:
Odpowiedz: D (—10 7)

Aby otrzymac liczbe przeciwng wystarczy przed nasza liczba postawi¢ minusa. Zatem liczba przeciwng bedzie —10’%.

Zadanie 17 0-1 pkt

Wzor funkdji, ktorej wykres powstaje przez przesuniecie réwnolegte wzdtuz osi OY wykresu funkdgji f(z) = 3% o 4 jednostki w dot, to:

Odpowiedz: A (y = 3 — 4)

Po przesunieciu wykresu funkdi f(z) = 3 o 4 jednostki w dét otrzymamy funkge y = 3% — 4.

matematix.pl - Matura probna z matematyki (poziom podstawowy) - Operon 2014 7/23



Zadanie 18 0-1 pkt

Rozwigzaniem nieréwnosci (z — 5)% < 0 jest:

NS

Odpowiedz: D (liczba 5)

To zadanie mozna rozwigzac¢ w pamieci, bo przeciez jakakolwiek liczba podniesiona do kwadratu daje wynik dodatni lub réwny 0. My musimy sprawdzi¢ kiedy
(z — 5)? jest mniejsze lub réwne zero. Mniejsze nie bedzie na pewno nigdy, co najwyzej moze by¢ réwne 0, a bedzie to réwne 0 tylko i wytacznie wtedy, kiedy
= = 5. Gdybysmy jednak tego nie dostrzegli, to mozemy te nieréwnos¢ rozwigzac jak kazda inna.

Krok 1. Wyznaczenie miejsc zerowych.
Zaczynamy od wyznaczenia miejsc zerowych. Oczywiscie mozemy tutaj wykona¢ potegowanie i z delty obliczy¢ miejsca zerowe, ale mozna tez to zrobi¢ nieco
szybciej. Aby (z — 5)? byto réwne zero, to wartoé¢ w nawiasie musi by¢ réwna zero. W zwiazku z tym:

r—5=0,z=5

Miejscem zerowym (czyli miejscem w ktorym wielomian przyjmuje wartos¢ rownga zero) jest zatem z = 5.
Krok 2. Szkicowanie wykresu paraboli.

Parabola bedzie mie¢ ramiona skierowane do géry (bo po wykonaniu potegowania nie bedziemy mie¢ przed 2 jakiegokolwiek minusa). Rysujemy 0§, zaznaczamy
wyznaczone miejsce zerowe i szkicujemy parabole:

\/

Krok 3. Odczytanie rozwiazania.

Interesuja nas wartosci mniejsze lub rowne 0, zatem patrzymy sie na to co jest albo pod osia albo na osi. To oznacza, ze rozwigzaniem nieréwnosci jest jedynie liczba
5.
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Zadanie 19 0-1 pkt

Dany jest trojkat prostokatny o kacie ostrym . Jesli sina = % i przeciwprostokatna ma dtugosc 20, to dtuzsza przyprostokatna ma dtugosc:

20

b

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Zanim zaczniemy cokolwiek liczy¢, to zrébmy sobie szkicowy rysunek tego trdjkata:

Odpowiedz: C (16)

20

Krok 2. Obliczenie dtugosci boku x.

Zgodnie z naszym rysunkiem jestesmy w stanie obliczy¢ dtugos¢ odcinka @ korzystajac z informacji na temat sinusa:

. z 3 T
sinoe=—, — = — 220, z =12
20" 5 20 /

Krok 3. Obliczenie dtugosci boku y.
Nie wiemy, czy akurat obliczony x = 12 jest dtuzsza przyprostokatna, dlatego musimy jeszcze obliczy¢ dtugos¢ drugiej przyprostokatnej. Zrobimy to korzystajac z
Twierdzenia Pitagorasa:

122+ 4> =207, 144 + 4> =400, * =256, y=16 VvV y=—16

Dtugos¢ ujemng oczywiscie odrzucamy i zostaje nam y = 16.

To oznacza, ze dtuzsza przyprostokatna ma dtugos¢ 16.
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Zadanie 20 0-1 pkt

Wysokos¢ trojkata rownobocznego jest o 4 krétsza od dtugosci boku. Dtugosé boku tréjkata jest réwna:
Odpowiedz: A (8(2 + v/3))
Na podstawie tresci zadania mozemy zapisac, ze:

a - dtugosc¢ boku trojkata
h = a — 4 - wysokos¢ tréjkata

Korzystajac ze wzoru na wysokos¢ trojkata rownobocznego mozemy zapisac, ze:

a3 a3 Vi o %a a8 a(a VB g a8 . 8 (2+V3) L. 16+8v3
h=—,a-d4=—-, =4 /2,2 V3=8,a(2-3)=8, BT AL ey vy e

Zadanie 21 0-1 pkt

Pole trojkata jest rowne 18v/3,a kat ma miare 60°. Jeden z bokéw przylegtych do tego kata ma dtugos¢ 12. Oznacza to, ze drugi z bokdw przylegtych do kata 60°
ma dtugosc:

12

A

Odpowiedz: B (6)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

12

60’

A

Krok 2. Obliczenie dtugosci drugiego boku przylegtego do kata 60°.
Do rozwigzania tego zadania potrzebujemy skorzystac ze wzoru na pole tréjkata z sinusem (znajduje sie w tablicach matematycznych).

1 1 - -
P=-a-b-sina, 18\/§:§a-12-sm60°,18\/3:6a-?, 36v3=6a-V3, 6a =236, a=6
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Zadanie 22 0-1 pkt

Jesli wszystkie krawedzie ostrostupa prawidtowego czworokgtnego maja jednakowe dtugosci, to Sciana boczna jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod takim
katem a, ze:

Odpowiedz: C (sina = %)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Skoro wszystkie krawedzie ostrostupa prawidtowego czworokatnego maja mie¢ jednakowa dtugos¢, to powstanie nam taka oto bryta:
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Krok 2. Zapisanie zaleznosci kluczowych odcinkéw.

Spdjrzmy teraz na nasz rysunek. Odcinek SE jest wysokoscia tréjkata rownobocznego znajdujacego sie w Scianie bocznej. W zwigzku z tym jego dtugosé mozemy
zapisac jako:

a3

SE| =
581 = 23
Teraz spdjrzmy na odcinek OF - jest to potowa dtugosci krawedzi bocznej, zatem:

1

Krok 3. Obliczenie dtugosci odcinka SO.
Do wyznaczenia sinusa kata a potrzebna nam bedzie znajomos¢ dtugosci odcinka SO, a ta wyznaczymy z Twierdzenia Pitagorasa:

2 _
1\?2 av/3 a? 3a? 3a? a? 2a? a2 av/2
OE* +|SO)* = |SEP*, ( = SOP=(—=] ,—+|50*==—, SO =———, |SO’="—, |80 = —= VvV [SO|=-——
OB+ 1801 = |SE*, (a) +150f = (532 ) , S +150] = 2, SO = == - & |s0* = =, |50 = 23 50| = -3
Wartos¢ ujemna oczywiscie pomijamy, bo bok nie moze mie¢ ujemnej dtugosci. Zostaje nam wiec |SO| = ‘“2/5.
Krok 4. Obliczenie wartosci sinusa.
Teraz zgodnie z definicjg sinusa mozemy zapisac, ze:
S0l %2 a3 a3 . a2 2 V3 V3B 6
sinae = —— , sina = , Sthae = —— 1 —— | sina = . , stha = — | sina = ——— , sina = ——
|SE| aV3 2 2 2 av3 V3 3.3

2
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Zadanie 23 0-1 pkt

Przekréj osiowy walca jest kwadratem o przekatnej dtugosci 8. Objetos¢ tego walca jest réwna:

\
\/

H=o

Odpowiedz: D (327/2)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

N

Krok 2. Obliczenie dtugosci krawedzi kwadratu.
Z wiasnosci kwadratéw wiemy, ze kwadrat o boku a ma przekatna o dtugosci av/2. W zwiazku z tym:

8 8.2 8v2
a\/i:S,a:—,a:—\/_,a:L,a:4\/§
V2 V2-v2 2

To oznacza, ze w przekroju znalazt sie kwadrat o boku el Zgodnie z naszym rysunkiem oznacza to tez, ze taka wtasnie bedzie wysoko$¢ walca, czyli H = 2.

Krok 3. Obliczenie dtugosci promienia.
Promien okregu znajdujacego sie w podstawie jest rowny potowie boku kwadratu, czyli:
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1 1
7‘:511,7‘:5‘4\/5,7‘:2\/5

Krok 4. Obliczenie objetosci walca.
Wiemy juz, ze r = 2V/2, wiemy tez ze wysokos¢ walca jest rowna H = 44/2. To oznacza, ze objetos¢ walca bedzie réwna:

V=m?H,V=r-(2v2)?24V2, V=r-(4-2)-4V2, V =8r-4V2, V = 3212
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Zadanie 24 0-1 pkt

Prosta [ jest styczna do okregu o srodku S w punkcie A, AC jest $rednicg okregu, a AB jest jego cieciwa. Kat miedzy prosta [ i cieciwa AB jest rowny 52°. Zatem
kat AC' B ma miare:

Odpowiedz: C (527)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Zgodnie z trescig zadania mamy taka oto sytuacje:

Kluczowa informacgja jest fakt, ze powstaty trojkat jest prostokatny. Wynika to z tego, ze tréjkat jest wpisany w okreg, a jeden z bokéw tego trojkata jest
Jjednoczesnie dtugoscia Srednicy. W takiej sytuagji tréjkat zawsze jest prostokatny.
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Krok 2. Obliczenie miary kata CAB.
Styczna do okregu jest zawsze prostopadta do promienia/srednicy ktéry przechodzi przez punkt stycznosci. To oznacza, ze:

|<<CAB| +52° = 90° , |<CAB| = 38"

Krok 3. Obliczenie miary kata AC'B.
Skoro jest to tréjkat prostokatny, to znamy juz tak naprawde miary dwoch katow: |[<<CAB| = 38° oraz |[<<ABC| = 90°. W zwiazku z tym miare kata ACB
obliczymy w nastepujacy sposob:

|<ACB| = 180" — 38" — 90° = 52°

Zadanie 25 0-1 pkt

Rzucono dwa razy kostka szescienng do gry. Prawdopodobienstwo tego, ze suma wyrzuconych oczek jest réwna 6, jest rowne:

Odpowiedz: C (%)

Krok 1. Obliczenie liczby wszystkich zdarzen elementarnych.
Na kostce moze wypas¢ jedna z szesciu cyfr - 1,2, 3,4, 5, 6. Skoro rzucamy kostka dwukrotnie, to zgodnie z reguta mnozenia liczba wszystkich zdarzen
elementarnych jest réwna:

12/ =6-6=36

Krok 2. Obliczenie liczby zdarzen sprzyjajacych.
Zdarzeniem sprzyjajacym jest sytuacja w ktorej iloczyn liczby oczek jest réwna 6. Taka sytuacje bedziemy miec tylko w pieciu przypadkach:

(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1)

Zatem |A| = 5.

Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.
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Zadanie 26 0-2 pkt

Rozwigz nieréwnoéé —5z2 + 10z > 0.

@
N

Odpowiedz: z € (0;2)

Krok 1. Obliczenie migjsc zerowych wielomianu.
Najprosciej bedzie wyliczy¢ to tzw. metoda delty.
Wspotczynniki: a = =5, b =10, ¢ =0

A=b—dac=10*—4-(—5)-0=100— 0 = 100, VA = +/100 = 10

—b—+vA -10—-10 -20 —b+vVA —10+10 0
T = = =——=2,22= = =—=0
2a 2.(=5)  —10 2a 2.(=5)  —10

Krok 2. Szkicowanie wykresu paraboli.
Wspotczynnik a jest ujemny, zatem ramiona paraboli beda skierowane do dotu. Zaznaczamy na osi miejsca zerowe obliczone przed chwilg i szkicujemy wykres
paraboli:

V

Miejsca zerowe z = 0 oraz x = 2 maja niezamalowane kropki, bo w nieréwnosci wystapit znak >.

Krok 3. Odczytanie rozwiazania.
Z wykresu mozemy odczytac, ze funkgja przyjmuje wartosci wieksze od zera dla przedziatu = € (0;2) i taka tez jest nasza ostateczna odpowiedz.
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Zadanie 27 0-2 pkt

Rozwiaz réwnanie 5””—;6 =z

Odpowiedz: z = -1V =6

Krok 1. Zapisanie zatozen do réwnania.
Z racji tego iz w matematyce nie istnieje dzielenie przez 0 to nasz mianownik musi by¢ rézny od zera i wtasnie ten fakt musimy uwzgledni¢ w naszej dziedzinie. W
zwigzku z tym musimy zapisa¢, ze x # 0.

Krok 2. Rozwigzanie réwnania.

5 +6
—=

T /~m,5x+6:x2,x275m76:0

Krok 3. Rozwigzanie powstatego réwnania kwadratowego.
Podczas rozwigzywania powstato nam réwnanie kwadratowe, ktére mozemy rozwigzac tradycyjng metoda delty.
Wspétczynnikiia = 1, b= —5, ¢ = —6

A= —dac=(-52—4-1-(—6)=25+24=49, VA=+49=7

~b—vVA —(-B)—-T7 5-7 -2 ~b+VvVA (-5 +7 5+7 12
1= = = :—:—1,;1;2: = = = —=6
2a 2-1 2 2 2a 2.1 2 2
Obydwa rozwigzania nie wykluczaja si¢ z naszymi zatozeniami, zatem obydwa réwnania s poprawne, czyliz = —1V z = 6.

Zadanie 28 0-2 pkt

Dany jest odcinek AB o $rodku S = (7, 2). Wyznacz wspétrzedne punktu A, wiedzac, ze B = (—3,11).
Odpowiedz: A = (17;-7)

W tym zadaniu skorzystamy ze wzoru na $rodek odcinka w uktadzie wspétrzednych. Srodek odcinka AB o wspétrzednych A = (z 4;y4) oraz B = (z5; yB)
mozemy opisaé wzorem:

§— A+ T Yot Ys
2 ’ 2

Znamy wspotrzedne srodka odcinka, znamy tez wspotrzedne jednego z punktow, wiec mozemy wyznaczy¢ poszukiwane wspétrzedne punktu A.

Krok 1. Obliczenie wspétrzednej iksowej punktu A.

T4+ (=3
:BszxAerB,?: A 2( ),14:95,473,90,4:17

Krok 2. Obliczenie wspdtrzednej igrekowej punktu A.

_yatys , yatll
2 ’ 2

Ys yd=ys+11, ya= -7

To oznacza, ze wspdtrzedne punktu A sa réwne: A = (17; 7).
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Zadanie 29 0-2 pkt

W ciggu geometrycznym trzeci wyraz jest réwny 22, a drugi wyraz jest réwny 16. Wyznacz pierwszy wyraz i iloraz tego ciagu.

Odpowiedz: a; = 24 oraz \(

Krok 1. Obliczenie wartosci pierwszego wyrazu.
Dla trzech kolejnych wyrazéw ciggu geometrycznego zachodzi réwnosé:

a’=a-a3

Podstawiajac dane z tresci zadania do tego réwnania otrzymamy:

) 32 32
16" = a1~ =, 256 = a1~ - -3, 768 =32a;, ay =24

Krok 2. Obliczenie ilorazu ciagu geometrycznego.
Korzystajac ze znajomosci wartosci np. pierwszego i drugiego wyrazu mozemy zapisac, ze:

16

2
243

airq=az,24-q=16, q=

o2

Sprawdz, ze dla kazdego kata ostrego a prawdziwa jest tozsamosé: (sina + cosa)? + (sina — cosa)? = 2.

Odpowiedz: Udowodniono korzysta
Korzystajac ze wzoréw skréconego mnozenia otrzymamy:

2

(sina + cosa)? + (sina — cosa)? = |, = sin’a + 2sinacosa + cos’a + sina — 2sinacosa + cos’a = , = sin’a + cos®a + sina + cos’a + 2sinaco.

Udato sie otrzymac wynik taki jak w tresci zadania, zatem dowodzenie mozna uznac za zakonczone.

o2
Wykaz, ze prawdziwe jest rownanie (11 — \/ﬁ)% +(11+v2 )% =42

Odpowiedz: Udowodniono obliczaj

(11— V21)* + 11+«/_%:x/_/ (11— V21)* + 11+\/_%)

Teraz chyba najtrudniejsza czes¢ zadania, musimy poprawnie podnies¢ do kwadratu lewa strone réwnania. Skorzystamy tutaj ze wzoru skréconego mnozenia
(a+ b)% = a®+ 2ab + b% W naszym przypadku a = (11 — v/ 21)%, natomiast b = (11 + v/ 21)%. To oznacza, ze wykonujac potegowanie otrzymamy:

11— V21 +2- (11— vV21)7 - (11 + vV21)7 + 11+ V21 =42, 22+ 2 (11 — v21)7 - (11 + V21)? =42, 2- (11 — V21)? - (11 + v21)7 =20, 2~ \/11
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Zadanie 32 0-4 pkt

Tréjmian kwadratowy y = ax? + bz + ¢ osiaga najmniejsza warto$¢ réwna —1 dla argumentu % Do wykresu trojmianu nalezy punkt A = (3, 8). Wyznacz
wspotczynniki a, b, c.
Odpowiedz: b = —12 oraz \(c=8

Krok 1. Ustalenie wspodtrzednych wierzchotka paraboli.
Ustalmy czym jest ta najmniejsza wartos¢, ktora jest wspomniana w tresci zadania. Jest to tak naprawde wierzchotek naszej paraboli. Skoro wiec dla argumentu %
funkcja przyjmuje wartos¢ réwnag —1, to parabola ma swdj wierzchotek w punkcie W = (%, 1).

Krok 2. Zapisanie réwnania w postaci kanonicznej.
Skoro znamy wspétrzedne wierzchotka paraboli to mozemy zapisac to réwnanie w postaci kanonicznej:

y:a'(x*p)uq,y:a-(ﬁ*%)zﬂfl)vy:w(:ﬂfg)zfl

Krok 3. Podstawienie wspétrzednych punktu A i wyznaczenie wspétczynnika a.
Do postaci kanonicznej z kroku drugiego mozemy teraz podstawi¢ wspotrzedne punktu A, co pozwoli nam wyznaczy¢ wspotczynnik a.

3)\° 3\° 3)\* 9 4
y=a-{z——=) -1,8=a-|{3—=) —-1,9=a-(=) ,9=0a-— c—,a=4
2 2 2 4 9

Krok 4. Przeksztatcenie rownania do postaci ogolnej i wyznaczenie wspotczynnikdw b oraz c.
Po obliczeniu wspotczynnika a = 4 wiemy juz, ze posta¢ kanoniczna tego tréjmianu wyglada nastepujaco:

32
—4.(2-2) -1
vt (+3)

Przeksztat¢émy to teraz do postaci ogélnej:

32 3 9 9
y:4~(z—5) —1,y:4-<zz—2-z-§+z)—1,y:4-<z2—3m+z>—1,y:4z2—12z+9—1,y:4z2—12$+8

Z postaci ogolnej mozemy odczytaé, ze b = —12 oraz ¢ = 8.
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Zadanie 33

0-4 pkt

Pole prostokata jest rowne 228. Jedli dtugos¢ jednego boku zmniejszymy o 5, a dtugos¢ drugiego boku zwiekszymy o 2, to otrzymamy kwadrat. Wyznacz dtugosci

bokéw prostokata.

Odpowiedz: 19 oraz 12

Krok 1. Wprowadzenie poprawnych oznaczen i utozenie uktadu rownan.
x - dtugos¢ pierwszego boku prostokata
y - dtugos¢ drugiego boku prostokata

Skoro pole prostokata jest rowne 228, to:

z-y=228
Z tredci zadania wynika tez, ze:
r—5=y+2
To oznacza, ze otrzymamy uktad réwnan:
T-y=228 ,
z—5=y+2

Krok 2. Rozwigzanie uktadu rownan.
Najprosciej bedzie chyba rozwiazac ten uktad metoda podstawiania, wyznaczajac z pierwszego réwnania wartosc igreka:

y:% )
T—5=y+2

Podstawiajac pierwsze réwnanie do drugiego otrzymamy:

228 2 2
w—5:T+2 s, " —br=22842z, 2" —Tr—228=0

Krok 3. Rozwigzanie powstatego réwnania kwadratowego.
Powstato nam réwnanie kwadratowe, ktére klasycznie obliczymy metoda delty:
Wspdtezynnikia = 1, b = -7, ¢ = —228

A=b —dac=(-7)*—4-1-(—228) =49 — (—912) = 961, VA = /961 = 31

“b-VA —(-7)-81 7-31 -24 —b+vVA —(-7)+31 7+31 38

1= = = :—:—12,332: =
2a 2.1 2 2 2a 2-1

Ujemna warto$¢ iksa musimy odrzuci¢, zatem zostaje nam x = 19.

Krok 4. Wyznaczenie dtugosci bokéw prostokata.
Wiemy juz, ze jeden z bokdw prostokata ma diugos¢ z = 19. Druga dtugos¢ obliczymy korzystajac z jednego z réwnan np.:

Tz-y=228, 19y =228, y =12

To oznacza, ze prostokat ma boki dtugosci 19 oraz 12.
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Zadanie 34 0-5 pkt

Dany jest stozek, ktérego przekrdj osiowy jest trojkatem prostokatnym. Objetos¢ stozka jest rowna V' = 18mv/2. Wyznacz pole powierzchni catkowitej stozka.

Odpowiedz: \(P_{c}=18m(\sqrt{2}

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Skoro w przekroju stozka mamy tréjkat prostokatny, to zajdzie taka oto sytuacja:

C
{

N

V2
H=12

— s e e e

7 r_h{ Dr_"/— (45 \
A V2

Ustalmy jeszcze skad wziety sie takie, a nie inne oznaczenia i miary. Wiemy, ze tréjkat jest prostokatny i ze jest rbwnoramienny (bo zawsze w przekroju stozka mamy
trojkat réwnoramienny o ramieniu dtugosci 1). Z wtasnosci trojkatow wynika, ze kazdy trojkat prostokatny rownoramienny jest trojkatem o katach 45°,45°,90°.
Dostrzezenie tego faktu jest kluczem do catosci zadania.

Skoro przyprostokatne tréjkata ABC' sa rowne [ to przeciwprostokatna (czyli w tym przypadku podstawa AB i jednoczes$nie $rednica okregu w podstawie) jest
réwna 1v/2. Wiemy tez $rednica jest dwukrotnie wigksza od promienia, czyli r = #

Skad natomiast wiadomo, ze wysokos$¢ stozka jest rowna h = ﬁ7 Tutaj musimy spojrze¢ chociazby na tréjkat DBC. To takze jest trojkat o katach 45°,45%,90°,

a jego przyprostokatnymi sa whasnie promien okregu i wysokosc bryty. Te dwie dtugosci zgodnie z wtasnosciami takich trojkatéw musza byé sobie rowne, stad tez

skoro r = ‘/ , to takze h = M
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Krok 2. Obliczenie dtugosci tworzacej stozka .
Podstawiajac wszystkie dane do wzoru na objetos¢ otrzymamy:

2 — — —
1 1 - 1 W2 W2 1 2% W2 1 2 W2 2.1v2
V=<P hV=—r1"h,187V2=—1- w2 ~L,187r\/§:—7r-—-i,18\/§:—-—~£,18\/5: v , 216V2 = BV2,
3 3 3 2 2 374 T2 32 2 12

Krok 3. Obliczenie dtugosci promienia oraz wysokosci bryty.
Znajac dtugos¢ tworzacej stozka bardzo szybko mozemy obliczy¢ takze pozostate kluczowe dtugosci w tej bryle:

W2 6v2
r=—=— =
2

l —
:ﬁ:ﬂ:&/z
2 2 2

3V2, h

Krok 4. Obliczenie pola powierzchni catkowitej.
Znamy juz wszystkie niezbedne miary, zatem mozemy przystapi¢ do obliczenia pola powierzchni catkowitej stozka:

P.=P,+ P, P.=mr*+7rl, P.=7-(3V2)’+7-(3V2) -6, P.=7- 18+ m-18V2, P, = 187+ 18V2r

Mozemy (ale nie musimy) wytaczy¢ jeszcze przed nawias 18, otrzymujac:

P,=187(1++/2), P.=18n(v/2+1)
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