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Odpowiedzi do zadan zamknietych

Zadanie Odpowiedz Pkt
1 D 2F) 1
2 B (—2) 1
3 C((-1,4) ]
4 B(4) !
5 A(3) 1
6 D (10000 - (1,0075)16) 1
7 A (z,y,2) 1
8 B (Sa, = 4n? + 2n) 1
9 C (A7) !
10 C (R) 1
11 D (-5%) 1
12 D (y = f(z) — 10) 1
13 B (%) 1
14 B(3) 1
15 C((z+2)(z—2)?Y) 1
16 D(z+6|>2) 1
17 C ((—o0,1)) 1
18 Cla=-9) 1
19 Blg="T) 1
20 D (S =(-6,0), r = 2) 1
21 B (2V6) 1
22 cm !
23 B (18) !

Rozwiazania krok po kroku

Warto$é liczby @ = 16¢/4 jest réwna wartosci liczby:
Odpowiedz: D (2%)
Korzystajac z dziatan na potegach i pierwiastkach cato$¢ mozemy rozpisaé w nastepujacy sposob:

1 2

16V/4 = 4245 = (22)%. (22)7 = 222223 =24 . 2§ = 24T =2

wlz

matematix.pl - Matura probna z matematyki (poziom podstawowy) - Operon 2012 1/23



1
z2—1 dlaz € (—oo,—4)

Miejscem zerowym funkdji f okreslonej wzorem f(x) = ¢ 5z +10 dlaz € (—4,2) jest:
z+4 dlaz e (2,+00)

Odpowiedz: B (—2)

Miejsce zerowe to taki argument z dla ktérego funkdja przyjmuje warto$¢ rowna 0. Mozemy sprawdzi¢ kazda z odpowiedzi po kolei, podstawiajac poszczegdine
liczby do wzoréw funkgji (pamietajac jedynie o tym, by do dobrego wzoru podstawi¢ poszczegoélne argumenty - tu musimy zobaczy¢ do jakiego przedziatu nalezy
nasz podstawiany z). Jezeli tak bedziemy chcieli podej$¢ do tego zadania, to:

Dla z = —4 mamy pierwszy wzér, czyli (—4)2 — 1 = 15

Dla z = —2 mamy drugi wzor, czyli 5 - (—2) + 10 =0

Dla z = —1 mamy drugi wzér, czyli 5+ (—1) +10 =5

Dla z = 1 mamy drugi wzér, czyli 5 -1+ 10 = 15

W ten oto sposéb obliczylismy, ze wartos¢ funkgji jest réwna 0 dla argumentu z = —2.

Jezeli chcemy to miejsce zerowe wyliczy¢ samodzielnie, to musimy sprawdzi¢ po kolei kazdy z trzech wzordw, przyréwnujac kazde z wyrazen do zera.
Pierwsze wyrazenie:

22-1=0,2>=1,z2=1 VvV z=-1

Obydwa rozwiazania nie mieszcza sie w przedziale z € (—oco, —4), zatem obydwa przypadki odrzucamy.

Drugie wyrazenie:
5c0+10=0, 5z =—-10, z = -2

Rozwiazanie miesci sie w przedziale z € (—4, 2), zatem & = —2 jest miejscem zerowym funkgji.

Trzecie wyrazenie:
r+4=0,z=—4

Rozwiazanie nie miesci sie w przedziale z € (—4, 2), zatem ten przypadek odrzucamy.
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Funkga f, okreélona wzorem f(z) = 22 — 3z — 4, przyjmuje wartosci ujemne jedynie w przedziale:

V

—

L

Odpowiedz: C ((—1,4))
Musimy odpowiedzie¢ kiedy funkcja przyjmuje wartosci ujemne, czyli tak naprawde musimy rozwiaza¢ nieréwnos¢ z2 — 3z — 4 < 0.
Krok 1. Obliczenie miejsc zerowych wielomianu.

Skorzystamy tutaj z tradycyjnej metody delty:
Wspdtezynnikia =1, b= -3, ¢ = —4

A=b"—dac=(-3)>—4.1.-(—4)=9—(-16) =25, VA=125=5

—b—vVA —(-3)-5 3-5 -2 L. “b+vVA —(-3)+5 3+5 8 .
- - . A P - = -2

2a 2-1 2 2 2a 2-1 2 2

r1 =

Krok 2. Szkicowanie wykresu paraboli.
Ramiona paraboli beda skierowane do géry, bo wspétczynnik a jest dodatni. Zaznaczamy na osi obliczone przed chwilg miejsca zerowe i przystepujemy do
rysowania paraboli. Kotka przy miejscach zerowych musza by¢ niezamalowane, bo w nieréwnosci wystapit znak <.

V

—/

L

Krok 3. Odczytanie rozwigzania.
Interesuja nas argumenty, dla ktérych nieréwnos¢ przyjmuje warto$ci mniejsze od zera. W zwigzku z tym: = € (—1;4).

o1pe

Wartoé¢ liczby 25'°852 jest réwna:

Odpowiedz: B (4)
Korzystajac z whasnosci dziatan na logarytmach a'®%® = b oraz a logyc = logyc® mozemy zapisad, ze:

25log52 — (52)log52 — 52log52 — 5log54 =1
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Dany jest ciag (a,,) o wyrazie ogélnym a,, = —n? + 16 dlan > 1. Liczba dodatnich wyrazéw tego ciagu jest réwna:

V

-t

L

Odpowiedz: A (3)
Krok 1. Utozenie nieréwnosci.

Aby dowiedziec sig ile jest dodatnich wyrazéw tego ciggu to musimy rozwigzac nieréwnosc:

—n?+16 >0 /~(71),n2716<0

Krok 2. Obliczenie miejsc zerowych wielomianu.
Teraz musimy obliczy¢ miejsca zerowe wielomianu, przyréwnujac wartoé¢ n? — 16 do zera. Mozemy to zrobi¢ standardowa delta, ale to jest jedna z tych nieréwnosci
ktora da sie obliczy¢ niemalze w pamieci:

n?—-16=0,n"=16,n=4 V n=-4

Krok 3. Szkicowanie wykresu paraboli.
Znajac miejsca zerowe wielomianu mozemy przystapi¢ do szkicowania wykresu paraboli. Ramiona paraboli beda skierowane do géry, bo przed n? nie ma zadnej
ujemnej wartosci:

\%

—4

L

Krok 4. Odczytanie i interpretacja rozwigzania.
Szukamy argumentdw, dla ktdrych nieréwnosé przyjmuje wartosci mniejsze od zera. W zwiazku z tym: n € (—4;4).

Jak teraz zinterpretowac to rozwiagzanie? Z tresci zadania (i ogdlnie z wiedzy o ciggach) wiemy, ze n > 1. Wiemy tez, ze n jest liczbg naturalng. W zwiazku z tym

skoro nasze n musi by¢ wigksze lub réwne 1 i jednocze$nie musi sie miescié w przedziale n € (—4;4), to mamy tylko trzy liczby ktére spetniaja te warunki:
n =1,n=2,n = 3. W zwigzku z tym ten cigg ma tylko trzy dodatnie wyrazy.
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Kwote 10000 zt wptacamy do banku na 4 lata. Kapitalizacja odsetek jest dokonywana w tym banku co kwartat, a roczna stopa procentowa wynosi 3%. Po 4 latach
kwote na rachunku bedzie mozna opisa¢ wzorem:

Odpowiedz: D (10000 - (1,0075)1°)
Do rozwigzania zadania skorzystamy ze wzoru na kapitalizacje odsetek:

Kn:K~(1+p)"

K, to kwota po naliczeniu odsetek

K to kapitat poczatkowy

P to oprocentowanie w okresie pojedynczej kapitalizacji
n to liczba kapitalizagji

Z tresci zadania wynika, ze:

K = 10000
p=0,03:4=0,0075
n=4-4=16

Dlaczego p = 0,0075?
Oprocentowanie lokaty w skali roku wynosi 3%, czyli 0, 03. Gdyby lokata byta kapitalizowana raz w roku, to wtedy p = 0, 03. Jednak nasza lokata jest
kapitalizowana 4 razy w roku (co kwartat), zatem na kazdy okres kapitalizacji przypada nam oprocentowanie rzedu p = 0,03 : 4 = 0,0075.

Dlaczego n = 167
Lokata jest na 4 lata, a odsetki naliczane s3 co kwartat czyli 4 razy w roku. W zwigzku z tym w trakcie catej lokaty odsetki beda naliczone 4 - 4 = 16 razy.

Nie pozostaje nam nic innego jak podstawi¢ poszczegdine dane do wzoru:

K6 = 10000 - (1 +0,0075)°

15t

Dane liczby: = ﬁ, Y= \/%2:1 +1, 2= 3v/5 + 2 tworza rosnacy cigg arytmetyczny w kolejnosci:

Odpowiedz: A (2, y, x)

Naszym zadaniem jest po prostu ustalenie, ktora z tych liczb jest najmniejsza, a ktora najwieksza i ustawienie tych liczb w porzadku rosnacym. To zadanie nie jest
wiec w zaden sposoéb zwigzane z ciggami jako takimi.

Teoretycznie moglibySmy przyjac przyblizenie Vb~ 2,23 obliczy¢ na kalkulatorze warto$¢ kazdej z tych liczb. | prawdopodobnie bytaby to najszybsza metoda, bo
od razu otrzymalibysmy, ze:

~_ s
T 2,23-2

12 12
13,04, y~———— +1

3 —
0.3 T3 Tl Tt %T6+1=1076, z~3V5+2=3.2,23+2=8,69

T

Gdybysmy jednak chcieli do tego zadania podejs¢ nieco bardziej matematycznie, to kluczem do sukcesu bytoby po prostu usuniecie niewymiernosci z kazdego z
podanych utamkéw. Otrzymamy wtedy:

3 3-(vV5+2 3vV5+6  3V5+6 12 12-(v5+1 12v/5+ 12 12
(V5+2)  3VB+6  3VE+ —3vE46, y= 1o (vV5+1) t1-, = vEi1z 12

TTVE2 (B9 By 54T i1 T (DB 51

Zaréwno z pierwszego jak i drugiego sposobu wynika, ze najmniejsza jest liczba z, najwigksza to x, zatem ten cigg tworza po kolei liczby z, y, z.

matematix.pl - Matura probna z matematyki (poziom podstawowy) - Operon 2012 5/23



g

Suma 2n poczatkowych liczb naturalnych dodatnich parzystych jest réwna:

Odpowiedz: B (Sa, = 4n% + 2n)
Zastanéwmy sie co tak naprawde musimy policzy¢. Musimy obliczy¢ sume wyrazéw, ktére tworza cigg arytmetyczny z liczb parzystych w stylu:

2,4,6,8,...

O tym ciggu mozemy powiedzie¢, ze jego pierwszym wyrazem jest na pewno a; = 2 oraz ze réznica ciggu wynosi r = 2. Musimy teraz obliczy¢ sume tych
wszystkich wyrazéw, a skoro tak, to zapiszmy wzor na sume n-tych wyrazéw ciggu arytmetycznego:

a1+ an
2T

Sn = 5

Rozpisujac a,, ze wzoru na n-ty wyraz ciaggu arytmetycznego a,, = a; + (n — 1)r otrzymamy:

-1 2 -1
a1 +a1+(n )T-n,Sn: a1+ (n—1)r

S, =
2 2

Wiemy, ze mamy miec¢ 2n wyrazéw (czyli musimy pod n podstawia¢ 2n), wiemy tez ze roznica ciggu arytmetycznego jest réwna r = 2 i wiemy ze a1 = 2, zatem:

2.2+ (2m-1)-

4+4n -2 4dn + 2
SZn*

2
D) '2n752n:f'2n7527z:

-2n, Son=(2n+1) 2n, Son = 4n? + 2n
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W tréjkacie réwnoramiennym wysokosc jest dwa razy dtuzsza od podstawy. Wynika stad, ze sinus kata przy podstawie wynosi:

HX

Odpowiedz: C (4‘]/71_7)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Aby unikna¢ dziatan na utamkach zapiszmy sobie, Ze podstawa trojkata ma dtugosé 2z, natomiast wysokos¢ jest rowna 4.

HX

Krok 2. Obliczenie dtugosci przeciwprostokatnej.
Spojrzmy na otrzymany tréjkat prostokatny, bo to z niego teraz bedziemy korzystac przy wyznaczeniu wartosci sinusa. Do obliczenia sinusa potrzebna nam jest
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znajomos¢ przeciwprostokatnej trojkata, a te wyliczymy z Twierdzenia Pitagorasa. W podstawie trojkata prostokatnego znajduje sie bok dtugosci = (bo wysokosé
trojkata rownoramiennego dzieli podstawe na dwie réwne czesci), natomiast druga przyprostokatna ma diugos¢ 4x. W zwiazku z tym:

2?4 (de)?=c, 2P +162° =2, 1T’ =%, c=V1Te VvV c=—V1Tz

Wartos$¢ ujemna oczywiscie odrzucamy, bo dtugosc¢ nie moze by¢ ujemna, zatem ¢ = V1iTz.

Krok 3. Zapisanie wartosci sinusa.
Sinus opisuje nam relacje miedzy dtugoscia przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata oraz dtugoscia przeciwprostokatej. W zwigzku z tym:

) 4z . 4 . 4./17 . 417
stno = —— SImae = — , Sthdl = ————— st = ——
Vitz '’ V17 VIT-VIT' 17

Zadanie 10 0-1 pkt

-5 A
o jest zbior:

Dziedzing funkgji f, okreslonej wzorem f(z) =
Odpowiedz: C (R)

W matematyce nie istnieje dzielenie przez 0, wiec w mianowniku naszego utamka musi sie pojawi¢ liczba rézna od zera. Musimy wiec sprawdzi¢ kiedy 2% + 4 jest
réwne 0 i wykluczy¢ te argumenty z dziedziny funkdji. Réwnanie 22 4+ 4 = 0 mozna rozwigzywac standardowa delta, ale tak naprawde mozemy to obliczy¢ w
pamieci:

22 +4=0,2>=—4

Z racji tego, iz nie istnieje jakakolwiek liczba rzeczywista, ktéra podniesiona do kwadratu da wynik ujemny, to z naszej dziedziny nie wykluczymy zadnego
rozwigzania, bo w mianowniku nigdy nie otrzymamy zera. To oznacza, ze dziedzing funkdji jest po prostu caty zbior liczb rzeczywistych.

Zadanie 11 0-1 pkt

Liczba przeciwng do liczby a = 5% Jjest:
Odpowiedz: D (—57)

Aby poznac liczbe przeciwna wystarczy dopisac z przodu minusa, zatem liczbg przeciwng w tym przypadku bedzie —53.

Zadanie 12 0-1 pkt

Wzor funkgji, ktorej wykres powstaje przez przesuniecie wykresu funkgji f o 10 jednostek w dét, to:

Odpowiedz: D (y = f(z) — 10)

Jezeli wykres funkgji f(z) przesuwamy o 10 jednostek w dét, to wzdr nowej funkgji mozemy zapisa¢ jako y = f(z) — 10.

Zadanie 13 0-1 pkt

Rzucono szescienng kostka do gry. Prawdopodobieristwo, ze wyrzucona liczba oczek jest liczba pierwsza, wynosi:
Odpowiedz: B ()

Krok 1. Ustalenie liczby wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych.
Na kostce moze wypas¢ jeden z szesciu wynikéw, zatem liczba wszystkich kombinagji bedzie réwna |£2| = 6.

Krok 2. Ustalenie liczby zdarzen sprzyjajacych.
Liczbami pierwszymi sg 2, 3, 5. Liczba 1 nie jest liczba pierwsza! W zwigzku z tym tylko trzy przypadki spetniajg warunki zadania, stad tez mozemy napisa¢, ze
|[Al =3.

Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.
Prawdopodobienstwo obliczymy korzystajac ze wzoru:

_Al_3
e 6
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Zadanie 14 0-1 pkt

Kat o jest ostry i tgo = 15—2 Wowczas cos a jest rowny:
Odpowiedz: B ()

Krok 1. Rozpisanie tangensa jako ilorazu sinusa i cosinusa.

i ; _ sina B i ¢ei ; ical Fa
Z trygonometrii wiemy, ze tgax = 2. Korzystajac z tej wasnosci mozemy zapisac, ze:

12 sina 12
tga = —, — = —
5 cosa 5

Mnozac to na krzyz otrzymamy:

5sina = 12cosa

Krok 2. Obliczenie wartosci cosinusa.

Z jedynki trygonometrycznej wiemy, ze sin’a + cos?a = 1. Z poprzedniego kroku wyszto nam, ze 5sina = 12cosa, czyli ze sina = 15—2cosa. W zwiagzku z tym:

2 costa 1. Mo sta 1 0 e 2 ) 25 5, 5
—Cosx cos =1, —cos « cos ax=1, —cos o= T ,C08 0= —_——, COSX = —— cos = ———
5 25 25 169 13 13

Ujemne rozwigzanie odrzucamy, bo kat « jest ostry, a dla katéw ostrych cosinus przyjmuje wartosci dodatnie, zatem zostaje nam cosa = 1%

Zadanie 15 0-1 pkt

Wielomian W (z) = 2® — 222 — 4a 4 8 po roztozeniu na czynniki ma postac wyrazenia:

Odpowiedz: C ((z + 2)(z — 2)?)
Powyzszy wielomian mozemy rozpisa¢ w nastepujacy sposob:

W(z) =2® 222 — 4z +8, W(z) =2%(z — 2) —4(z —2), W(z) = (2> —4)(z - 2), W(z) = (z +2)(z — 2)(z — 2), W(z) = (z +2)(z — 2)2

o1pe

Zbidr (—oo, —8) U (—4, +00) jest rozwigzaniem nieréwnosci:

@ @ @
Odpowiedz: D (|z + 6| > 2)

Teoretycznie mozemy oddzielnie rozwigza¢ kazdg z podanych nieréwnosci i sprawdzi¢ kiedy dany zbidr jest rozwigzaniem tej nieréwnosci. Mozemy tez do tego
zadania podejs$¢ nieco bardziej matematycznie:

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Zaznaczmy sobie na rysunku sume przedziatow z tresci zadania:

Dodatkowo na rysunku zaznaczono punkt, ktory lezy doktadnie miedzy liczbami —8 oraz —4, bo bedzie nam on potrzebny do dalszych obliczen.

Krok 2. Ustalenie wzoru nieréwnosci.

Po lewej stronie nieréwnosci bedziemy mie¢ zawsze postaé |z — al, gdzie a jest liczba, ktora lezy doktadnie po srodku miedzy kraficami przedziatéw (w naszym
przypadku @ = —6). W zwiazku z tym po lewej stronie nierdwnosci bedziemy mie¢ postac |z — (—6)|, czyli |z + 6].

Musimy jeszcze ustali¢ znak nieréwnosci i liczbe po prawej stronie. Widzimy, ze nasze punkty krancowe przedziatéw sa oddalone od srodka o 2 jednostki w lewo lub

prawo. Nas interesuja wszystkie wartosci ktére sg oddalone o 2 lub wiecej jednostki, zatem ostatecznym rozwigzaniem bedzie
|z + 6] > 2.
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Zadanie 17 0-1 pkt

Funkda f(z) = 222 — 4x + 5 jest malejaca w przedziale:

N

g?’aﬁow

|
!
|
|
|
|
|
!

.\

1 =
!
|
|
|
|

W=(pq)

Odpowiedz: C ((—o0, 1))

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Sprébujmy naszkicowac cata sytuacje. Na pewno wykres tej funkcji bedzie parabola i to taka, ktéra ma ramiona skierowane do géry (bo wspodtczynnik kierunkowy
jest dodatni). Catos¢ bedzie wygladaé mniej wigcej w ten sposob:
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W=(pq)

Z rysunku wynika do$¢ wyraznie, ze nasza funkcja bedzie malata od minus nieskoriczonosci az do naszego wierzchotka. To wtasnie w wierzchotku sie potem odbije i
zacznie rosna¢ do plus nieskonczonosci. Wniosek z tego taki, ze musimy obliczy¢ wspotrzedna iksowa naszego wierzchotka (potocznie zapisywang jako p).

Krok 2. Obliczenie wspodtrzednej iksowej wierzchotka.
Wspotrzedna iksowa obliczymy ze wzoru:

_—b
P= 2
W naszym przypadku wspotczynniki wynosza odpowiednio: a = 2, b = —4, ¢ = 5, zatem:
—(=4) 4
= = — =1
P=—5 P=P

Krok 3. Zapisanie przedziatu.
Wiemy juz, ze wspotrzedna iksowa wierzchotka jest rowna p = 1, zatem funkgja ta maleje w przedziale z € (—o0, 1).
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Zadanie 18 0-1 pkt

Proste I i k s prostopadte i I: 22 — 9y + 6 = 0, k: y = azx + b. Wowczas:

Odpowiedz: C (a = —3)

Aby dwie proste byty prostopadte wzgledem siebie to iloczyn ich wspotczynnikéw kierunkowych musi by¢ réwny —1. Musimy wiec najpierw poznac wspotczynnik
kierunkowy prostej [, a zeby tego dokonac to musimy réwnanie tej prostej zapisa¢ w postaci kierunkowej.

Krok 1. Zapisanie réwnania prostej [ w postaci kierunkowej.

Chcemy zapisa¢ nasze réwnanie w postaci typu y = ax + b, zatem musimy przenies¢ igreki na lewa strone, a na prawa dac cata reszte:

2 6
2c —9y+6=0, —9y=—-2z—6 /~(71),9y:2x+6 /:9,yz§w+§

Dzieki tej postaci wiemy juz, ze wspdtczynnik kierunkowy prostej [ wynosi a = %

Krok 2. Wyznaczenie wspdtczynnika kierunkowego prostej k.
Skoro iloczyn wspotczynnikdw kierunkowych musi by¢ réwny —1, to druga prosta ma ten wspdtczynnik rowny:

2 9 9
a-—=—1 =, a=——
9 2 2

o1pe

lloraz ciagu geometrycznego o wyrazie ogélnym a,, = 2 - 7" jest rowny:

Odpowiedz: B (g = 7)

lloraz ciagu geometrycznego mozemy odczytaé wprost ze wzoru - to bedzie ta liczba, ktéra jest podnoszona do potegi, czyli w naszym przypadku ¢ = 7. Gdybysmy
o tym nie pamietali, to wystarczy wyliczy¢ wartos¢ dwdch wyrazéw i z nich wyznaczy¢ wartosc ilorazu g:

a1 =2-T"=2-7=14,a,=2-7"=2-49=098

Wtedy:

az 98

q:a17q_ﬂ7q:7

Zadanie 20 0-1 pkt

Réwnanie (z + 6)2 + y? = 4 opisuje okrag o érodku w punkcie S i promieniu . Wowczas:

Odpowiedz: D (S = (—6,0), r = 2)
Réwnanie okregu o $rodku w punkcie S = (a; b) oraz promieniu 7 przyjmuje postac:

(@=-a)+(y-b) =’

Musimy wiec przeksztatci¢ nasze rownanie z tresci zadania do takiej wtasnie postaci jak powyzej (czyli z odejmowaniem w nawiasach po lewej stronie réwnania oraz
kwadratem liczby po prawej stronie). Dzieki temu btyskawicznie odczytamy wspdtrzedne srodka okregu oraz dtugos¢ jego promienia. Zrobimy to w nastepujacy
sposob:

(x+6)2+y>=4, (z—(—6)>+ (y—0)2 =22

Teraz mozemy zapisac, ze wspotrzedne $rodka okregu wynosza S = (—6; 0), natomiast promien okregu jest rowny r = 2.
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Zadanie 21 0-1 pkt

Dtugo$¢ promienia r okregu opisanego na kwadracie jest réwna 2+/3. Dhugos¢ boku tego kwadratu ma wartosé:

\\

<)

0y

Oodpowiedz: B (21/6)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

\\

<)

oy

Z rysunku wynika, ze dtugos¢ promienia jest jednoczesnie potowa dtugosci przekatnej kwadratu. Ta obserwacja pozwoli nam obliczy¢ dtugos¢ boku.

Krok 2. Obliczenie dtugosci boku kwadratu.
Skoro potowa przekatnej kwadratu jest rowna 21/3, to cata przekatna ma dtugosc:

d=2-2v3,d=4V3
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Z wiasnosci kwadratéw wiemy, ze kwadrat o boku dtugosci @ ma przekatna dtugosci a+/2. Nasza przekatna ma dtugosc 44/3, zatem:

_ VB a- B o ABVE L aE
RS /ﬁ BRI R B

Zadanie 22 0-1 pkt

W turnieju szachowym, rozgrywanym systemem kazdy z kazdym, bez rewanzu, miato bra¢ udziat 8 zawodnikéw. Jeden z nich zrezygnowat. Liczba zaplanowanych
rozgrywek zmniejszyta sie o:

Odpowiedz: C (7)

Krok 1. Obliczenie liczby partii gdy jest 8 zawodnikow.

Zgodnie z regutg mnozenia moglibysmy zapisac, ze liczba kombinagji partii ktére mozemy stworzy¢ z oSmiu zawodnikow jest rowna 8 - 7 = 56. Jednak musimy
wzig¢ pod uwage, ze w tym konkretnym przypadku para np. (3;5) jest doktadnie tym samym co (5; 3), bo w jednym i drugim przypadku gra zawodnik z numerem
3 przeciwko zawodnikowi z numerem 5. Z tego tez wzgledu otrzymany wynik musimy podzieli¢ na dwa, dlatego przy o$miu zawodnikach rozegramy 56 : 2 = 28
partii.

Krok 2. Obliczenie liczby partii gdy jest 7 zawodnikéw.
Analogicznie do kroku pierwszego - gdy jest siedmiu zawodnikéw, to zgodnie z regutg mnozenia jeste$my w stanie stworzy¢ 7 - 6 = 42 kombinacje partii. | tak jak
przed chwila, doktadnie z tego samego powodu otrzymany wynik musimy podzieli¢ przez 2, zatem przy siedmiu zawodnikach rozegramy 42 : 2 = 21 partii.

Krok 3. Obliczenie o ile zmniejszy sie liczba partii.
Skoro przy o$miu zawodnikach rozegramy 28 partii, a przy siedmiu tylko 21, to réznica ta wynosi 28 — 21 = 7.

Zadanie 23 0-1 pkt

Proste L i k sa rownolegte oraz |OA| = 6, |AB| = 10, |OC| = 48. Odcinek OD ma dtugo$¢:

O

[ k

Odpowiedz: B (18)
Nalezy zauwazy, ze trojkaty OAD oraz COB sa trojkatami podobnymi, zatem mozemy utozy¢ nastepujaca propordje zwigzang z dtugosciami ich bokoéw:

|OA|  |OD|
|OB] — |OC]|

Biorac pod uwage fakt, iz odcinek |OB| = |OA| + |AB| = 6 + 10 = 16 to mamy tak naprawde komplet informagji do tego zadania. W zwiazku z tym mozemy
przejs¢ do podstawiania dtugosci poszczegdlnych bokow:

6 |oD|

16 48

Mnozac na krzyz otrzymamy:

16-|OD| = 288, |OD| = 18
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Zadanie 24 0-2 pkt

W ciagu arytmetycznym (a,,) drugi wyraz jest réwny 7, a szosty 17. Wyznacz pierwszy wyraz i réznice tego ciagu.
Odpowiedz: \(a_{1}=4\frac{1}{2}

Krok 1. Utworzenie uktadu réwnan.
Korzystajac ze wzoru na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego a,, = a; + (n — 1)r mozemy zapisac, ze:

azg=ay+r ,
ag = ay + 5r

T=a+7r ,
17 =a; + 57

Krok 2. Wyznaczenie réznicy ciggu arytmetycznego.
Musimy rozwigzac¢ nasz uktad réwnan. Mozemy to zrobi¢ metoda podstawiania (wyznaczajac a; z jednego réwnania i podstawiajac to do drugiego réwnania), albo
tez mozemy po prostu odjac te rbwnania stronami otrzymujac:

10 4 21
10 = —4r . r=2=
’ 2

Krok 3. Obliczenie wartosci pierwszego wyrazu.
Znajac roznice ciggu mozemy teraz skorzystac z jednego z réwnan znajdujacych sie w uktadzie i mozemy wyliczy¢ tym samym wartos¢ pierwszego wyrazu:

1

1
27a1:4—

ay=a1+r,7=a1+2 3

Zadanie 25 0-2 pkt

Sredni wzrost sportowcéw w druzynie siatkarskiej, liczacej 6 chtopcow, wynosit 174 cm. Po przyjeciu do zespotu dwdch braci o tej samej wysokosci érednia wzrostu
zwigkszyta sie 0 0, 5 cm. Oblicz, jak wysocy sg bracia.

Odpowiedz: 176cm

Krok 1. Obliczenie sumy wzrostu druzyny przed przyjeciem braci.
Skoro byto 6 chtopcéw, a kazdy z nich miat $rednio 174cm, to tacznie wszyscy mieli:

6-174cm = 1044cm

Krok 2. Obliczenie sumy wzrostu druzyny po przyjeciu braci.
Po przyjeciu braci druzyna liczby 8 oséb i jej srednia wzrostu wynosi 174, 5em. W zwiazku z tym wszyscy tacznie maja:

8-174,5cm = 1396cm

Krok 3. Obliczenie wzrostu braci.
Razem bracia maja:

1396¢cm — 1044em = 352cm

Skoro bracia sg tego samego wzrostu, to kazdy z nich ma:

352cm : 2 = 176¢cm
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Zadanie 26 0-2 pkt

Rozwiaz réwnanie 2z3 + 822 — 3z — 12 =0

Odpowiedz: \(x=\sqrt{\frac{342

Krok 1. Wytaczenie odpowiednich czynnikéw przed nawias i zapisanie réwnania w postaci iloczynowej.
W tego typu zadaniach musimy wytgczy¢ wspéine czeéci przed nawias. Wspélna czeécia pierwszego i drugiego wyrazu jest 222, a z trzeciego i czwartego wyrazu
mozemy wytaczy¢ liczbe —3. To oznacza, ze:

22° + 822 —32-12=0, 223z +4) - 3(z +4) =0, (222 -3)(z+4) =0

Krok 2. Wyznaczenie rozwigzah z postaci iloczynowej.
Korzystajac z postaci iloczynowej mozemy teraz przyrownac wartosci w nawiasach do zera, wyznaczajac w ten sposob rozwiazania naszej rownosci.

222 -3=0 V x4+4=0

Pierwsze rownanie jest rownaniem kwadratowym, ktére mozemy obliczy¢ tradycyjnie delta, ale mozemy tez to rozpisa¢ w nastepujacy sposob:

3 3 3
2:&273:0,2x2:3,x2:—,x: — V. o x=—4/—=
2 2 2

Z drugiego réwnania otrzymamy:

r+4=0,z=—-4

To oznacza, ze nasze réwnanie z tresci zadania ma facznie trzy rozwigzania:
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Zadanie 27 0-2 pkt

Rozwigz nieréwnoéé z2 — 9 > 0.

V

-3

(e

Odpowiedz: \(x\in(-\infty;-3)\c

Krok 1. Obliczenie migjsc zerowych wielomianu.
Aby rozwiaza¢ nieréwno$¢ musimy najpierw sprawdzic jakie ma miejsca zerowe, czyli musimy sprawdzi¢ dla jakich argumentéw 2 — 9 = 0. Mozemy to zrobi¢
tradycyjnie (tak jak to zazwyczaj bywa) metoda delty, ale akurat w tym przypadku jestesmy w stanie to powstate réwnanie kwadratowe obliczy¢ w pamieci, bo:

Krok 2. Szkicowanie wykresu paraboli.
Zaznaczamy na osi obliczone miejsca zerowe i rysujemy przechodzaca przez te punkty parabole z ramionami skierowanymi do géry (bo przed z? nie stoi zadna
ujemna wartosq):

V

-3

e

Krok 3. Odczytanie rozwigzania.
Interesuja nas argumenty, dla ktérych nieréwnos$¢ przyjmuje wartosci wieksze od zera. W zwigzku z tym rozwigzaniem tej nierbwnosci jest suma przedziatow:

z € (—o0; —3) U (3;+00)
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2pe
Dana jest liczba a = \/(2 — 2\/5)2 — 24/5. Wykaz, ze liczba a jest catkowita.

Odpowiedz: Udowodniono upraszcz

Krok 1. Obliczenie wartosci pierwiastka.
Zadanie jest dos¢ podchwytliwe, a kluczem do sukcesu jest poprawne pozbycie sie pierwiastka. Zastanowmy sie jaka wartos¢ wyjdzie nam z pierwiastkowania liczby

\V(2- 2\/5)2. Czy bedzie to po prostu 2 — 2+/5? Gdyby tak byto, to mielibysmy sytuacje w ktorej z pierwiastka kwadratowego wyjdzie nam wynik ujemny (bo
2 — 2\/§jest ujemne), a to jest przeciez sprzeczne z definicjg pierwiastka. Czy to oznacza, ze zadanie ma btad? Wszystko jest w porzadku, poniewaz wartos¢
2 — 24/5 jest faktycznie ujemna, jednak podniesiona do kwadratu daje juz liczbe dodatnig, no a pierwiastkowanie liczby dodatniej daje liczbe dodatnia.

Musimy po prostu pamietaé, ze v/2 = |z|. Teraz sprawa jest juz jasna i to oznacza, ze \/(2 —2/5)2 =2 - 2V/5].

Krok 2. Pozbycie sie wartosci bezwzgledne;j.

To jednak nie koniec zadania. Aby wykonac dalsze odejmowanie, ktére znajduje sie na koncu przyktadu musimy pozby¢ sie wartosci bezwzglednej. Ustalilismy juz, ze
2 — 2\/§jest liczba ujemna. Jezeli mamy przyktadowo obliczy¢ wartos¢ bezwzgledna z liczby ujemnej, np. | — 5| to opuszczajac warto$é bezwzgledna zmieniamy
znak i dlatego np. | — 5| = 5. W naszym przypadku to oznacza, ze:

[2—2v5| = —(2—-2V5) = —2+2V5

Krok 3. Obliczenie wartosci wyrazenia i zakonczenie dowodzenia.
Wiemy juz, ze z pierwiastka wyjdzie nam wynik —2 + 2+/5 i od tej liczby zgodnie z wyrazeniem musimy jeszcze odjac¢ 2v/5, otrzymujac:

a=-2+2V5-2V5,a=-2

—2 jest liczba catkowita, zatem dowodzenie mozemy uznac za zakonczone.

Zadanie 29 0-2 pkt

Dhugos¢ krawedzi szescianu zwigkszono o 20%. Oblicz, o ile procent wzrosta objetos¢ tego szescianu.

Odpowiedz: 72,8%

a - dtugosc¢ krawedzi szescianu przed powigkszeniem
1, 2a - dhugos¢ krawedzi szescianu po powiekszeniu

V = a® - objetos¢ szescianu przed powiekszeniem
V =1,2a-1,2a-1,2a = 1,728a® - objetos¢ szescianu po powiekszeniu

Skoro przed powiekszeniem szecian miat objetos¢ a® (czyli 1a®), a po powiekszeniu ma objetosé réwna 1, 728a® to objetosé wzrosta o 72, 8%.
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Zadanie 30 0-5 pkt

Prosta y = z + 4 przecina okrag o réwnaniu (z + 1)2 + (y — 2)? = 25 w punktach A i B. Oblicz wspétrzedne punktéw A i B, a nastepnie oblicz obwéd tréjkata
ABS, gdzie S jest srodkiem danego okregu.

AY
8__

Odpowiedz: A = (—5,—1), \(B=(

Krok 1. Utozenie i rozwigzanie uktadu réwnan.
Ze wzoru prostej oraz rébwnania okregu mozemy utozy¢ nastepujacy uktad réwnan:

y=x+4 ,
(z+1)2+(y—2)2=25

Podstawiajac pierwsze réwnanie do drugiego otrzymamy:

(+1)2+(2+4-2=25, @+ 1)+ (x+2)?=25, 2 + 2+ 142> +4x+4=25, 22> + 62 —20=0 /:2, 2> +3¢-10=0

Krok 2. Rozwigzanie powstatego réwnania kwadratowego.
Wspdtczynnikia =1, b =3, ¢ = —10

A=b—dac=3"—4-1-(—10) =9 — (—40) =9+ 40 =49, VA= V49 =7

-b—VvA -3-7 —10 -b+vVA —-3+7 4
11:7_—:—:—57;1:2:—: =—=—=2
2a 2-1 2 2a 2.1 2

Krok 3. Zapisanie wspotrzednych przeciecia sie prostej z okregiem.
Otrzymalismy dwie wspdtrzedne iksowe, bo i nasza prosta (zgodnie z trescig zadania) przecina okrag w dwoch miejscach. To oznacza, ze pierwsza wspotrzedna

iksowa nalezy do punktu A, natomiast druga wspoétrzedna nalezy do punktu B. Musimy jeszcze obliczy¢ wspdtrzedne igrekowe, a zrobimy to podstawiajac
wspdtrzedne iksowe do réwnania prostej y = x + 4:

Dlaz = —5:
y=-5+4
y=-1

Dlaz = 2:
y=2+4=6

To nam daje nastepujace wspotrzedne:
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A= (-5-1), B=(2;6)

Krok 4. Obliczenie dtugosci promienia.
Réwnanie okregu o $rodku w punkcie S = (a; b) oraz promieniu 7 przyjmuje postaé:

(o -+ (g b =

Teraz do tej postaci mozemy przyréwnac rownanie z tresci zadania. W naszym réwnaniu z tresci zadania po prawej stronie znalazta sie wartos¢ 25, zatem jest to
nasze 72. Mozemy wiec zapisac, ze:

rP?=25,r=5 VvV r=-5

Ujemne rozwigzanie oczywiscie odrzucamy, bo promien nie moze by¢ ujemny.

Krok 5. Sporzadzenie rysunku pomocniczego i zapisanie dtugosci bokéw AS oraz BS.
Z rébwnania okregu mozemy wprost odczytaé, ze wspdtrzedne srodka okregu to S = (—1; 2). Ta informagja w potaczeniu z obliczeniami z krokéw poprzednich, czyli
dtugos$¢ promienia r = 5 oraz wspdtrzedne punktow A = (—5; —1), B = (2;6) pozwoli nam stworzy¢ nastepujacy rysunek pomocniczy:

A
8__
— 7t

Z rysunku dos¢ jasno wynika, ze odcinki o dtugosci AS oraz AB sa rowne dtugosci promienia, zatem mozemy zapisac, ze:

|AS| =5, |BS| =5

Krok 6. Obliczenie dtugosci odcinka AB.
Skorzystamy ze wzoru na dtugos¢ odcinka w uktadzie wspotrzednych, poniewaz znamy wspotrzedne punktéw A oraz B.

|AB| = \/(25 — 24)2 + (us — va)? , |AB| = /(2 (-5))2 + (6 — (-1))?, |AB| = VT + 72, |AB| = VA9 + 49, [AB| = V9.2, |AB| = 7v2

Krok 7. Obliczenie dtugosci obwodu.
Mamy juz wszystkie niezbedne informacje, zatem mozemy bez problemu obliczy¢ dtugos¢ obwodu:

Obw=5+5+7V2=10+7V2
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Zadanie 31 0-5 pkt

Dany jest ostrostup prawidtowy tréjkatny. Pole powierzchni bocznej tego ostrostupa jest réwne 24, a kat ptaski sciany bocznej przy podstawie ma miare o i tgae = 2
. Wyznacz cosinus kata nachylenia $ciany bocznej ostrostupa do ptaszczyzny jego podstawy.

S

A

Odpowiedz: \(\frac{\sqrt{3}}{6}

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Na poczatku stworzmy prosty rysunek pomocniczy, na ktérym zaznaczymy przede wszystkim kat a (co stanowi w sumie jedna z wigkszych putapek tego zadania,
bo zazwyczaj zaznaczamy inne katy w ostrostupie niz kat ptaski $ciany bocznej) oraz kat S, ktory jest katem nachylenia $ciany bocznej ostrostupa do ptaszczyzny

podstawy:

Krok 2. Rozpisanie tangensa.

Spojrzmy na tréjkat prostokatny DBS, ktory utworzyt nam sie na rysunku pomocniczym. Wiemy, ze tangens to stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej
naprzeciw kata o do dtugosci przyprostokatnej lezacej przy tym kacie. W naszym przypadku otrzymamy wiec nastepujace réwnanie:

1
Za,a=h
/ 2(1,(1 b
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Z naszych obliczen wynika wiec, ze wysokos¢ Sciany bocznej jest rowna dtugosci krawedzi podstawy.

Krok 3. Obliczenie dtugosci krawedzi podstawy.
Skorzystamy teraz z informagji, ktéra moéwi ze pole powierzchni bocznej tego ostrostupa jest rowne 24. W naszym ostrostupie mamy 3 identyczne Sciany boczne,
zatem pole powierzchni kazdej z nich jest réwne:

P,=24:3=28

W $cianie bocznej znajduje sie trojkat o podstawie a oraz wysokosci hyp, ktdra jak juz ustalilismy jest réwna dtugosci a, zatem:

Wartos$¢ ujemna oczywiscie odrzucamy, bo dtugosé nie moze by¢ ujemna. W zwiazku z tym a = 4 i tym samym hy = 4.

Krok 4. Obliczenie wysokosci tréjkata znajdujacego sie w podstawie oraz obliczenie dtugosci odcinka AO.

Spéjrzmy teraz na trojkat prostokatny AOS z zaznaczonym katem f. To whasnie cosinus tego kata musimy wyznaczy¢, a do tego niezbedna bedzie znajomo$¢
odcinka AO. Czym jest ten odcinek AO? Jest to dtugos¢ % wysokosci tréjkata rownobocznego znajdujgcego sie w podstawie (wynika to z wtasnosci tréjkatow
rownobocznych). Musimy wiec obliczy¢ wysokos¢ tréjkata rownobocznego, korzystajac z nastepujacego wzoru:

3 43
hy = a‘; ,hp:T‘/_,hpzzx/ﬁ

Odcinek AO jest zatem réwny:

Krok 5. Obliczenie wartosci cosinusa.

<
]

c’;‘l
Q

Mamy juz komplet informacji do obliczenia cosinusa, bowiem cosinus opisuje zaleznos¢ miedzy przyprostokatna lezaca przy kacie (u nas jest to |AO| = 2

przeciwprostokatna (u nas jest to hy = 4). W zwigzku z tym:

23 V3

2 1
Z ,cosﬂ:T-Z,cosB:T

cosf =
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Zadanie 32

0-5 pkt

Turysta pokonat pieszo trase dtugosci 30km z miejscowosci A do migjscowosci B ze statg predkoscig. Rowerem poruszatby sie z predkoscig o Qka” wigksza i

przybytby do celu o 3 godziny wczesniej. Wyznacz predkos¢ marszu turysty i czas przejscia tej drogi.

Odpowiedz: \(v=6\frac{km}{h},\

Krok 1. Wprowadzenie oznaczen do zadania.

s = 30 - pokonana trasa (w km)

v1 - predkos¢ marszu (w %)

vy = v1 + 9 - predkos¢ jazdy rowerem (w '“)—T)
t1 - czas marszu (w godzinach)

ty = t1 — 3 - czas jazdy rowerem (w godzinach)

Krok 2. Utworzenie i rozwigzanie uktadu réownan.

Skorzystamy teraz ze wzoru na droge s = vt i zapiszemy w formie uktadu réwnan, relacje dotyczaca predkosci marszu oraz jazdy rowerem:

S:’Ul-tl 5
s =wvy -ty

30:’l)1~t1 3
30 =y - ts

Podstawiajac pod drugie réwnanie dane z kroku pierwszego otrzymamy:

30=wv;-t; ,
30=(vy+9)-(t; —3)

UIZ% )
180 = (vy +9) - (t, — 3)

Teraz skorzystamy z metody podstawiania i podstawimy v z pierwszego réwnania do drugiego:

3o:<%+9).(t1—3)

Wymnazajac poszczegdlne nawiasy i upraszczajac zapis do postaci ogoélnej otrzymamy:

30:30—%-&-9151—27 /—30,—%4—%1—27:0 /.tl,—90+9t§—27t1:0 /;9,—10+t§—3t1:0,t%—3t1—10:0

Krok 3. Rozwigzanie powstatego réwnania kwadratowego.
Wspétczynnikiia = 1, b= -3, ¢ = —10

A=b—dac=(-3)2—4-1-(—10)=9— (—40) =9+40 =49, VA=V49 =7

: —b-vVA  —(-3)-7 3-7 —4 —b+VA  —(=3)+T 347
= - - - -

— =" =-2,t = =

2a 2.1 2 2 2a 2.1 2

Ujemny wynik musimy odrzuci¢, bowiem czas nie moze by¢ ujemny. To oznacza, ze t; = 5.
Krok 4. Obliczenie predkosci marszu.
Znamy dtugos¢ drogi s = 30km, wiemy tez ze czas jazdy wynosi t = 5h, zatem bez problemu obliczymy predkos¢ marszu:

s 30km *ka
t sh 0T R
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