MATEMATIX.PL

Klucz odpowiedzi i rozwigzania — Matura prébna z matematyki (poziom podstawowy) -
Operon 2009

Opracowanie Matematix.pl na podstawie rozwigzan zadan w serwisie — nie jest to oficjalny dokument CKE ani wydawnictwa. Zadania i rozwigzania online: matematix.pl. Wygenerowano
26.09.2026.

Odpowiedzi do zadan zamknietych

Zadanie Odpowiedz Pkt
1 D (3% 1
2 B(24) 1
3 B( 1
& : .l J. : —d——t : & ! .' '. —>—— .l
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)
4 B (8) 1
5 D (150) 1
6 C (4v/3) 1
7 D (5) 1
8 C (=00, —1) U (3,00)) 1
9 (6) 1
10 D (16) 1
11 B (m = —5) 1
12 B (25%) 1
13 B (z® — 62 + 8z) 1
14 A (20) 1
15 D(-1) 1
16 C(~17) 1
17 A(d) 1
18 A (13) 1
19 € (20°) 1
20 B (z > 6) 1

Rozwigzania krok po kroku

SFR

Liczba 2772 - 98 jest réwna:

Odpowiedz: D (3°)

Aby rozwigzac to zadanie najprosciej bedzie zamieni¢ wszystkie potegi na takie, ktére majg jednakowa podstawe. Jak juz to zrobimy, to zostanie nam tylko
wykona¢ poprawnie dziatania na potegach. W tym przypadku wspdlng podstawg moze by¢ trojka, zatem:

2772.90 = (3%)72.(32)0 = 376.312 — 36

o1k

Kat « jest ostry i sina = % Wtedy cosa jest rowny:

Odpowiedz: B ( 3¥5 )

Z jedynki trygonometrycznej wiemy, ze sin’a 4 cos?a = 1. Warto$¢ sinusa znamy, zatem:

2
2 4 4 4 4 4
sin*a + cos’a =1 =) + cos’a =1 , — + cos’a =1 -, cos’a = —5 , cosa = —5 V.  cosa = — —5
7 49 49 49 49 49

Z rownania otrzymaliSmy dwa rozwigzania, ale ujemne rozwiazanie musimy odrzuci¢, a to dlatego ze w tresci zadania jest podana informacja o tym iz kat « jest

ostry. Dla katow ostrych cosinus przyjmuje jedynie wartosci dodatnie, stad tez prawidtowa odpowiedzia jest jedynie cosa = 4/ 45
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o1pi

Zaznacz, na ktérym rysunku jest przedstawiony zbidr rozwiazan nieréwnosci |z — 2| < 4.

Odpowiedz: B (
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Aby wybra¢ odpowiedni rysunek, to najpierw musimy rozwigzac te nieréwnos¢, tak jak rozwiazuje sie nieréwnosci z wartoscig bezwzgledna, czyli:

lz—2/<4,z2-2<4 V z-2>-4,2<6 V z>-2,z¢c(—2;6)

Zbidr rozwigzan tej nierébwnosci zostat wiec przedstawiony na drugim rysunku.

o1

Dany jest okrag o réwnaniu (z + 3)2 + (y + 2)2 = 16. Dhugo$¢ tego okregu jest réwna:
Odpowiedz: B (87)

Krok 1. Obliczenie dtugosci promienia okregu.
Z tablic matematycznych mozemy odczytaé, ze wzdr na réwnanie okregu o srodku w punkcie S = (a; b) oraz promieniu r ma postac:

(0= + (=t =

Nas z tego wzoru interesuje tylko dtugos¢ promienia. Przyréwnujac wzér z tablic do wzoru z tresci zadania (a w zasadzie tylko to co pojawia sie po prawej stronie
po znaku réwnosci) widzimy, ze:

rP=16,r=4 V r=-4

Wartos¢ ujemna oczywiscie odrzucamy, bo promien nie moze by¢ ujemny. To oznacza, ze promien tego okregu ma dtugos¢ 4.

Krok 2. Obliczenie dtugosci (czyli obwodu) tego okregu.
Znajac dtugos¢ promienia mozemy bez problemu obliczy¢ dtugos¢ obwodu tego okregu:

Obw = 27r, Obw =27 -4, Obw = 8~

Objetos¢ szescianu jest rowna 125. Pole powierzchni catkowitej tego szescianu jest réwne:

Odpowiedz: D (150)

Krok 1. Obliczenie dtugosci krawedzi szescianu.
Dtugos$¢ krawedzi szescianu obliczymy korzystajac z informacgji o objetosci tej bryty:

V=a®,125=0a®,a=5

Krok 2. Obliczenie pola powierzchni catkowitej szeScianu.
Szescian sktada sie z szesciu jednakowych $cian, ktore sa kwadratami. W naszym przypadku sa to kwadraty o boku dtugosci 5, zatem:

P.=6a*, P.=6-5%, P,=6-25, P, =150
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Wysokos¢ trojkata rownobocznego wpisanego w okrag jest réwna 64/3. Promien tego okregu jest rowny:

Ir=3h

Odpowiedz: C (4+/3)

Zgodnie z whasnosciami tréjkatéw réwnobocznych wpisanych w okrag, promien takiego okregu stanowi % dtugosci wysokosci tréjkata. W zwiazku z tym:

r:%.ﬁ\/ﬁ:4\/§
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o1pi

Najmniejsza wartos¢ funkgji kwadratowej f(z) = 3(z — 4)% + 5 to:

W=(—-45)

‘\
—
Odpowiedz: D (5)
Krok 1. Okreslenie wspotrzednych wierzchotka paraboli.
Funkcja kwadratowa przedstawiona jest w postaci kanonicznej, czyli takiej z ktdrej w prosty sposéb mozemy odczytac wierzchotek paraboli. Posta¢ kanoniczna
opisujemy jako y = a(z — p)? + ¢, gdzie p oraz g sa wspdtrzednymi wierzchotka paraboli W = (p; q). Skoro znamy wzér naszej funkdji i jest ona przedstawiona

doktadnie w takiej postaci jakiej potrzebujemy (nawet znaki plus i minus sie zgadzaja), to bez problemu odczytamy z niej wspdtrzedne wierzchotka paraboli:
W = (4;5).

Krok 2. Ustalenie najmniejszej wartosci funkgji kwadratowej.

Nasza funkcja kwadratowa jest parabolg, ktéra ma ramiona skierowane do géry (wiemy to, bo gdybysmy przeksztatcili ja do postaci ogélnej, czyli wymnozyli to
wszystko przez siebie, to przed 2 stataby dodatnia wartosc). Skoro tak, to najmniejsza wartos¢ funkdja ta przyjmuje w swoim wierzchotku i my wspétrzedne tego
wierzchotka juz znamy. W zwiazku z tym mozemy stwierdzi¢, ze nasza funkgcja przyjmuje najmniejsza wartos¢ dla argumentu @ = —4, a ta wartoscig bedzie y = 5.

W=(—-45)

V
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o1pi

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci —(z + 1)(z — 3) < 0 jest:

V

— 3

Odpowiedz: C ((—o0, —1) U (3, 00))

Krok 1. Obliczenie miejsc zerowych wielomianu.
Ta nierownos¢ jest zapisana w postaci iloczynowej, zatem w bardzo tatwy sposob wyznaczymy jej miejsca zerowe - wystarczy przyréwnac wartos¢ kazdego z
nawiasow do zera:

z+1=0 V z-3=0,z=-1 V z=3

Krok 2. Szkicowanie wykresu paraboli.
Ramiona paraboli beda skierowane do dotu (a to za sprawa tego minusa, ktory znalazt sie na poczatku nieréwnosci). Zaznaczamy wyznaczone przed chwila miejsca
zerowe (kropki beda zamalowane, bo w nieréwnosci wystapit znak <) i szkicujemy wykres paraboli.

V

Krok 3. Odczytanie rozwigzania.
Interesujg nas wartosci mniejsze lub réwne zero, zatem rozwigzaniem naszej nieréwnosci jest suma przedziatow:

z € (—o0,—1) U (3,00)

SF

Liczba log0, 1 + log,16 jest rowna:
Odpowiedz: C (3)

Jezeli logarytm nie ma podanej podstawy, to znaczy ze domysinie znajduje sie tam 10 (czyli log0, 1 = log;(0, 1). To oznacza, ze te dwa logarytmy ktdre pojawity
sie w zadaniu majg dwie zupetnie rézne podstawy. Skoro tak, to nie wykonamy tutaj zadnych dziatar bezposrednio na logarytmach, ale mozemy wprost obliczy¢
wartos¢ jednego i drugiego logarytmu:

log0,1 = —1, log,16 =4

W zwigzku z tym:

log0,1 4+ logy16 = —1+4=3
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Zadanie 10 0-1 pkt

Na diagramie sg przedstawione wyniki pomiaru wzrostu uczniéw klasy 3d.

[
liczba
uczniow

10 +
9 —
8 —+
7 4
6 —
5 —+
44
3+
2 —+
1 —+

160 165 170 175 180 WZrost w cm

lle 0s6b w tej klasie ma wzrost powyzej Sredniego?

Odpowiedz: D (16)

Krok 1. Obliczenie liczby wszystkich uczniéw w klasie.
W klasie jest:

549+ 10+ 4 + 2 = 30 uczniow

Krok 2. Obliczenie sredniego wzrostu.
Skorzystamy tutaj ze Sredniej arytmetycznej. W liczniku dodajemy do siebie wszystkie wyniki pomiaru wzrostu, a w mianowniku zapisujemy taczng liczbe uczniow:

. 160-5+165-9+170-10+175-4+180-2

) 800 + 1485 + 1700 + 700 + 360 5045
sr = T =
30

) § 30 ) § W,s’r%lﬁ&?[cm]

Krok 3. Ustalenie ilu uczniéw ma wzrost powyzej Sredniego.
Powyzej Sredniego wzrostu (czyli wzrost 170cm, 175¢m lub 180cm) ma tacznie:

10 + 4 + 2 = 16 uczniow

Zadanie 11 0-1 pkt

Prosta o réwnaniu y = ma + 6 przechodzi przez punkt A = (2, —4), gdy:
Odpowiedz: B (m = —5)

Aby sprawdzi¢ jaki parametr m ma nasza prosta wystarczy podstawi¢ do jej réwnania wspétrzedne punktu A, czyli podstawi¢ = 2 orazy = —4.

y=mzx+6, —4=m-24+6, —10=2m, m= -5
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Zadanie 12 0-1 pkt

Torba kosztowata 4024, a po podwyzce 502 O ile procent podwyzszono cene tej torby?

Odpowiedz: B (25%)

Krok 1. Obliczenie wzrostu ceny torby.
Torba kosztowata 402/, teraz kosztuje 5024, zatem jej cena wzrosta o:

502t — 40zt = 1024

Krok 2. Obliczenie o ile procent podwyzszono cene torby.
Torba kosztowata 402/, podniesiono jej cene o 1024, zatem podniesiono jej cene o:

102t 1
— - 100% = — - 100% = 25
104 % 1 % %

Zadanie 13 0-1 pkt

Dane sa wielomiany W(z) = z — 4i M(z) = x? — 2. Wielomian W (z) - M(z) jest réwny:
Odpowiedz: B (@® — 622 + 8x)

Naszym zadaniem jest po prostu wymnozenie przez siebie tych dwdch wielomianéw:

W(z) -M(z)=(z—4)- (¢ —22) =, =2° — 22> — 42’ + 8z = , =2° — 62" + 8z

Zadanie 14 0-1 pkt

Punkty P = (—1,2) i R = (3, —1) sa sasiednimi wierzchotkami kwadratu. Obwéd tego kwadratu jest rowny:
Odpowiedz: A (20)
Krok 1. Obliczenie dtugosci boku kwadratu.

Skoro punkty P oraz R sa sasiednimi wierzchotkami kwadratu, to mozemy korzystajac z tej informadji obliczy¢ dtugos¢ boku kwadratu. Najprosciej bedzie to
zrobi¢ stosujac nastepujacy wzor na dtugos¢ odcinka w uktadzie wspotrzednych:

|PR| = \/(zR —zp)?+ (yr — yp)?

Stosujac ten wzér do naszych danych otrzymamy:

PRI = /(e —2p)2 + (y - yp)* , |PRI = /(3= (~1)) + (~1-2)?, |PR| = /# + (=3)? , |PR| = VI6 19, |PR| = V35, |PR| = 5

Zadanie 15 0-1 pkt

Liczby 5, « + 4, 1 w podanej kolejnosci tworzg cigg arytmetyczny. Zatem liczba x jest rowna:
Odpowiedz: D (—1)
Zgodnie z wasnosciami ciggéw arytmetycznych dla trzech kolejno wypisanych wyrazéw ciggu prawdziwa bedzie zalezno$¢:

_ a1+as
asz

Znamy wartos¢ pierwszego i trzeciego wyrazu, drugi wyraz jest opisany jako x + 4, zatem:

1'+4:52L1,1'+4:g,z+4:3,z:—1

Zadanie 16 0-1 pkt

Wykres funkgji f(z) = 4% + k przechodzi przez punkt (2, —1), gdy liczba k jest réwna:
Odpowiedz: C (—17)

Aby poznac¢ wartos¢ parametru k wystarczy podstawi¢ do wzoru tej funkgji wspétrzedne znanego nam punktu, czyliz = 2 orazy = —1:

fl@)=4"+k, —1=4+4k, —1=16+k, k=—17
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Zadanie 17 0-1 pkt
W ciggu geometrycznym pierwszy wyraz jest rowny 1, a iloraz czwartego wyrazu przez trzeci jest réwny % Drugi wyraz tego ciggu jest réwny:

Odpowiedz: A (%)

Z tresci zadania wynika wprost, ze iloraz tego ciggu geometrycznego jest rowny q = % Znamy wartos¢ pierwszego wyrazu, znamy tez iloraz ciggu, wiec mozemy
obliczy¢ warto$¢ dowolnego wyrazu:
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Zadanie 18 0-1 pkt

Podstawa tréjkata rownoramiennego ma dtugos¢ 24, a wysokos¢ opuszczona na te podstawe jest rowna 5. Ramie tego trojkata ma diugosc:

Odpowiedz: A (13)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Wysokos$¢ w tréjkacie réwnoramiennym dzieli podstawe na dwie réwne czesci w zwiazku z tym:

To oznacza, ze dtugos¢ ramienia obliczymy wprost z Twierdzenia Pitagorasa.

Krok 2. Obliczenie dtugosci ramienia tréjkata.
Korzystajac z trojkata prostokatnego, ktory stworzyta nam wysokos¢ mozemy zapisac zgodnie z Twierdzeniem Pitagorasa:
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122452 =2%,144+25=2%,169 =22, 2=13 V z=-13

Ujemna dtugos¢ odrzucamy, zatem zostaje nam z = 13.
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Zadanie 19 0-1 pkt

Kat srodkowy « jest oparty na tuku wyznaczonym przez % okregu. Kat wpisany, oparty na tym samym tuku, co kat a ma miare:

Odpowiedz: C (20°)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Sprobujmy narysowac sobie te sytuacje:

Zgodnie z oznaczeniami na powyzszym rysunku bedziemy poszukiwac miary kata wpisanego, czyli kata 5.

Krok 2. Obliczenie miary kata c.
Kat a bedzie stanowi¢ % kata petnego, czyli bedzie mie¢ miare:

! 360° = 40"
5 =
Krok 3. Obliczenie miary kata 3.
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Z wiasnosci katow Srodkowych i wpisanych (ktore s oparte na tym samym tuku) wynika, ze miara kata wpisanego jest dwukrotnie mniejsza od miary kata
Srodkowego, czyli:

1 1
= — = —-40° =20"
B=za, B=5-40", f=20

Zadanie 20 0-1 pkt

Funkda liniowa f(z) = —%x + 4 przyjmuje wartosci ujemne dla:

Odpowiedz: B (z > 6)

Krok 1. Zapisanie nieréwnosci.
Chcemy sie dowiedzie¢ kiedy funkcja przyjmuje wartosci ujemne, czyli kiedy zajdzie nastepujgca nierébwnosc:

2
7§x+4<0

Krok 2. Rozwigzanie powstatej nieréwnosci.
Teraz musimy rozwigza¢ nasza nieréwnos¢, pamietajac o tym by dzielac lub mnozac przez liczbe ujemna zmieni¢ znak na przeciwny:

2 2
7§m+4<0, ,§m<,4 /-(73),2z>12,z>6

Rozwiaz rownanie z° + 2% +z + 1 = 0.

Odpowiedz: x = —1

Krok 1. Wytgczenie odpowiednich czynnikéw przed nawias i zapisanie réwnania w postaci iloczynowej.
Tradycyjnie w tego typu zadaniach musimy wytaczy¢ wspdlne czesci przed nawias. Wspdlng czescig pierwszego i drugiego wyrazu jest 2, a z trzeciego i czwartego
wyrazu mozemy wytaczy¢ liczbe 1. To oznacza, ze:

P+’ +z+1=0,2%(z+1)+1(z+1)=0, (2> +1)(z+1)=0

Krok 2. Wyznaczenie rozwiazan z postaci iloczynowej.
Korzystajac z postaci iloczynowej przyréwnujemy wartosci w nawiasach do zera, wyznaczajac w ten sposéb rozwigzania naszej réwnosci.

z24+1=0 \Y, z+1=0,z>=-1 \Y z=-1

Z pierwszego réwnania nie uzyskamy zadnego rozwiazania, bo nie istnieje jakakolwiek liczba rzeczywista, ktéra podniesiona do kwadratu daje liczbe ujemna. Zatem
jedynym rozwigzaniem tego réwnania jest x = —1.
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Zadanie 22 0-2 pkt

Rozwiaz graficznie nieréwnosé¢ 2 > z + 2.
AY
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Odpowiedz: \(x\in(-\infty;-1)\c

To zadanie mogliby$my rozwigzac jak klasyczng nieréwnosc (czyli np. metoda delty), pamietajac o tym by najpierw przenies¢ wszystkie wyrazy na lewa strone.
Jednak w tym zadaniu prosza nas o graficzne rozwiazanie podanej nieréwnosci, zatem powinnismy zgodnie z poleceniem pokusic sie o rozwigzanie tej nieréwnosci
rysujac po prostu wykresy funkgji, ktérych wzory znalazty sie po lewej i prawej stronie nieréwnosci, czyli 2 oraz = + 2.

Krok 1. Sporzadzenie wykreséw funkgji 2 oraz  + 2.
Z radji tego, iz mamy rozwigzac graficznie nasza nieréwnos¢, to nasz rysunek powinien by¢ jak najdoktadniejszy. W szczegdlnosci musimy zwréci¢ uwage na to, by
parabola z2 miata wierzchotek w poczatku uktadu wspdtrzednych, a prosta z + 2 przecinata o$ igrekéw w punkcie (0; 2).

v

2

84 Y_x

i
i
.
i
-1
24

3L

Krok 2. Interpretacja rysunku i odczytanie rozwigzan nieréwnosci.

Po doktadnym narysowaniu obydwu wykreséw widzimy ze przeciety sie one w dwéch punktach: A = (—1; —1) oraz B = (2;4). To whasnie te punkty beda
kluczowymi do wyznaczenia rozwigzan nieréwnosci. Interesuje nas sytuacja w ktorej wyrazenie po lewej stronie jest wieksze od tego po prawej stronie, czyli
interesuja nas wszystkie te miejsca w ktérych po prostu parabola 2 jest wyzej (czyli przyjmuje wieksze wartosci) od prostej = + 2. Rozwigzaniem tej nieréwnosci
bedzie wiec:

z € (—oo0; —1) U (2;400)
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Zadanie 23 0-2 pkt

Wyznacz réwnania stycznych do okregu z2 — 4x + y? — 2y — 4 = 0 réwnolegtych do osi OY".

Odpowiedz: x = —1 oraz \(x=5\

Krok 1. Zapisanie réwnania w postaci kanonicznej.
Wzér na réwnanie okregu o $rodku w punkcie S = (a; b) oraz promieniu 7 ma postaé:

(z—a)’+(y—b)*=r?

Sprébujmy przeksztatci¢ nasze réwnanie z tresci zadania whasnie do takiej postaci jak powyzej. Mozemy to zrobi¢ w nastepujacy sposob:

2 —dzty’ —2y-4=0,(z-2)7 -4+ (y-1)7-1-4=0,(z-2>+@w-1)>-9=0, (-2 +(@y-1)2*=9

Krok 2. Odczytanie wspotrzednych srodka okregu oraz dtugosci promienia.
Z otrzymanej przed chwilg postaci po przyréownaniu poszczegélnych liczb do wzoru na réwnanie okregu mozemy odczyta¢, ze Srodek okregu ma wspotrzedne
S = (2;1), natomiast promien bedzie réwny r = 3 (bo r* = 9).

Krok 3. Sporzadzenie rysunku pomocniczego i odczytanie rozwigzania.
Na podstawie wyznaczonych informacji stwérzmy prosty rysunek pomocniczy, ktoéry pozwoli nam odczytac rozwigzanie zadania.
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Z rysunku wynika, ze proste styczne do okregu (ktére sg jednoczesnie réwnolegte do osi OY) to proste x = —1 oraz z = 5.
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Podstawy trapezu réwnoramiennego maja dtugosci 4cm i 6¢m, a cosinus kata ostrego trapezu jest rowny % Oblicz obwod trapezu.

D y  C

X
A 1 E H F1 B

Odpowiedz: Obw = 14

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Stworzmy prosty rysunek pomocniczy, ktéry pozwoli nam dostrzec wiasnosci trapezu réwnoramiennego:

D y  C

X
A1 E H F1 B

Krok 2. Obliczenie dtugosci ramienia trapezu.
Spéjrzmy na tréjkat FBC. Z definigji cosinusa wynika, ze:

FB
coso = ——

BC

Warto$¢ cosinusa jest nam znana, znamy tez dtugosc¢ odcinka F'B, zatem bez problemu obliczymy dtugos¢ ramienia tego trapezu:

1 1
—=—— . BC=2
2  BC'’ ¢

Krok 3. Obliczenie obwodu trapezu.
Znamy juz wszystkie potrzebne dtugosci bokdw, zatem mozemy przejs¢ do obliczenia obwodu trapezu:

Obw=6+4+2+2, Obw=14
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Zadanie 25 0-2 pkt

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego wyraza sie wzorem S,, = n(n — 2). Oblicz pierwszy wyraz ciagu i jego réznice.

Odpowiedz: r = 2 oraz \(a_{1}

| sposéb - obliczajac wartosci pierwszego i drugiego wyrazu:
Krok 1. Obliczenie wartosci pierwszego wyrazu.
Jezeli podstawimy do wzoru n = 1, to otrzymamy "sume pierwszego wyrazu", czyli tak naprawde wartosc¢ tego pierwszego wyrazu. W zwigzku z tym:

S,=n(n-2),5=11-2),85=1--1, 5§, =-1

To oznacza, ze a1 = —1.

Krok 2. Obliczenie wartosci drugiego wyrazu.
Jezeli tym razem podstawimy n = 2, to otrzymamy sume dwdch pierwszych wyrazéw, czyli a1 + as. Wartos¢ a1 juz znamy, wiec dzieki temu bedziemy w stanie
obliczy¢ wartos¢ drugiego wyrazu. Zatem:

Sp=n(n—2),8 =22-2),8=2-0,8=0

Zgodnie z tym co sobie powiedzielismy Sy = aj + a». Podstawiajac pod to a; = —1 otrzymamy:

Sy=a;+ay,0=—-1+ay, a,=1

Krok 3. Obliczenie réznicy ciggu arytmetycznego.
Znajac dwa pierwsze wyrazy ciagu bez problemu obliczymy réznice ciggu arytmetycznego:

r=ay—a,r=1—(-1),r=2

Il sposdb - wyznaczajac wzér ciggu:
Krok 1. Wyznaczenie wzoru ciggu arytmetycznego.
Dobrym sposobem na rozwigzanie tego zadania bytoby tez wyznaczenie wzoru ciggu. Uda nam sie to zrobi¢ w nastepujgcy sposob:

n="S5n—5n1,an=n(n—-2)—(n—-1)((n—1)—2),an=n(n—-2)—(n—-1)(n-3),an=n>-2n—-n’+3n+n—-3, a,=2n—-3

Krok 2. Wyznaczenie wartosci pierwszego wyrazu.
Znajac wzor ciggu mozemy wyznaczy¢ bez problemu warto$¢ dowolnego wyrazu. Szukajac wartosci pierwszego wyrazu podstawimy n = 1 i otrzymamy:

a;=2-1-3,a1=2-3,a1=-1

Krok 3. Wyznaczenie réznicy ciagu.

Tak naprawde nie musimy nic wiecej liczy¢ by poznaé réznice ciggu. Z wtasnosci wzoréw ciggdéw arytmetycznych wynika, ze réznica ciagu jest liczba ktéra znajduje
sie przed n. W tym przypadku przed n znalazta sie dwojka, czyli 7 = 2. Gdybysmy o tej wtasnosci nie pamietali, to zawsze mozemy wyliczy¢ wartos¢ drugiego
wyrazu i potem obliczy¢ roznice ciagu:

a,=2n—3,0a,=2-2—-3,a,=4—-3,a,=1

Zatem rdznica ciggu wyniesie:

r=ay—a,r=1—(-1),r=2
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Zadanie 26 0-2 pkt

Sprowadz wyrazenie | — 1| + |z| — | — 4 1| do najprostszej postaci, gdy z € (0, 1).
Odpowiedz: x

Krok 1. Ustalenie, czy dana wartos¢ jest dodatnia czy ujemna.

Aby opusci¢ nawiasy bezwzglednosci musimy najpierw ustali¢, czy liczby z ktorych wyznaczamy wartosci bezwzgledne sa dodatnie, czy tez ujemne. Jezeli wartos¢ w
nawiasie jest dodatnia, to opuszczajac nawias nie zmieniamy znaku np |5| = 5. Jezeli warto$¢ w nawiasie jest ujemna, to opuszczajac nawias wartosci bezwzglednej
musimy zmieni¢ znak liczby np. | — 5| = 5 (i na tym wtaénie polega cata trudno$¢ tego zadania). Sprawdzmy zatem po kolei jakie wartosci znalazty sie w
nawiasach:

|z — 1| - tutaj warto$¢ w nawiasie jest ujemna. Przyktadowo dla z = 0,2 mamy [0,2 — 1
|| - tutaj warto$¢ w nawiasie jest dodatnia. Przyktadowo dla z = 0,2 mamy |0, 2|.
| — = + 1| - tutaj warto$¢ w nawiasie jest dodatnia. Przyktadowo dla z = 0,2 mamy | — 0,2 + 1|, czyli |0, 8|.

L czyli| —0,8|.

Krok 2. Uproszczenie wyrazenia.
Zgodnie wiec z tym co zapisaliSmy powyzej, opuszczajac pierwszy nawias wartosci bezwzglednej bedziemy musieli zmieni¢ znaki, natomiast pozostate nawiasy
opuscimy bez zmiany znakéw. Oprécz tego musimy uwazac na to, ze przed trzecim nawiasem stoi minus, ktory wptynie na zmiane znakdw:

e =1+ |z|—|—-2z+1=, =—z+1+z—(—2z+1)=, =—z+1l+z+z—-1==z

Zadanie 27 0-2 pkt

Za dwa lata Julka bedzie dwa razy starsza niz byta osiem lat temu. lle lat ma Julka?
Odpowiedz: 18 lat

Krok 1. Wprowadzenie oznaczen i utworzenie réwnania.

x - wiek Julki

 + 2 - wiek Julki za dwa lata
z — 8 - wiek Julki osiem lat temu

Z tresci zadania wiemy, ze za dwa lata Julka bedzie dwa razy starsza niz byta osiem lat temu, czyli:

z+2=2-(z—8)

Krok 2. Rozwigzanie powstatego réwnania.
Musimy teraz rozwigzac¢ powstate réwnanie:

z+2=2-(z—8),z+2=2z—-16, —xz=-18,2=18

Zadanie 28 0-2 pkt

W prostokacie przekatna dtugosci d dzieli kat prostokata na dwie rowne czesci. Wykaz, ze pole kwadratu zbudowanego na tej przekatnej jest dwa razy wieksze od
pola prostokata.

Odpowiedz: Udowodniono zapisuja

Krok 1. Dostrzezenie, ze poczatkowy prostokat musi by¢ kwadratem.
Z tredci zadania wiemy, ze przekatna prostokata dzieli kat na dwie rowne czesci (czyli na katy 45°). Jest to sytuacja charakterystyczna tylko i wytacznie dla
kwadratu i wasnie stad tez mozemy wywnioskowad, ze nasz prostokat wyjsciowy jest po prostu kwadratem.

Krok 2. Wyznaczenie dtugosci boku kwadratu zbudowanego na przekatnej.
Wiemy juz, ze nasz wyjéciowy prostokat jest kwadratem, a skoro tak to wiemy tez, ze jezeli jego bok ma dtugo$¢ a to przekatng mozemy zapisac jako d = av/2.
Tym samym dtugos¢ boku kwadratu zbudowanego na tej przekatnej bedzie rowna wtasnie av/2.

Krok 3. Obliczenie pdl powierzchni obydwu kwadratéw i zakorczenie dowodzenia.

Pole pierwszego (wyjéciowego) kwadratu jest rowne: P = a - a = a®

Pole drugiego (zbudowanego na przekatnej) kwadratu jest rowne: P = av/2 - av/2 = 242

To oznacza, ze pole drugiego kwadratu jest dwukrotnie wieksze i to wtasnie nalezato udowodnic.
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Zadanie 29 0-5 pkt

Ciag (4, z,y) jest ciagiem geometrycznym malejacym. Ciag (y, z + 1, 5) jest ciagiem arytmetycznym. Wyznacz z.
Odpowiedz: x = 2

Krok 1. Rozpisanie wartosci « z wykorzystaniem whasnosci ciggéw geometrycznych i arytmetycznych.
Korzystajac z wtasnosci ciagéw geometrycznych mozemy zapisaé, ze:

a22:a1-a3,w2:4~y

Korzystajac z wkasnosci ciggdw arytmetycznych mozemy zapisa¢, ze:

_ai1+tag y+5

,r+1=

Krok 2. Zbudowanie i rozwigzanie uktadu réwnan.
W poprzednim kroku otrzymalismy dwa réwnania z ktérych mogliby$my stworzy¢ uktad rownan:

{w2:4y ,
+5
J)+1:yT

Sprobujmy teraz rozwigzac ten uktad réwnan metoda podstawiania. Najlepiej bedzie przeksztatci¢ drugie réwnanie tak aby dato sie podstawic igreka z drugiego
réwnania do réwnania pierwszego (podstawianie iksa tez jest dobre, ale jest wbrew pozorom nieco trudniejsze, bo pojawi sie potegowanie). Zatem:

=4y

z+1=42 /~2

Podstawiajac teraz igreka z drugiego réwnania do pierwszego otrzymamy:

e’ =4.-(2c-3), 2 =812, 2> — 8z +12=0

Krok 3. Rozwigzanie powstatego réwnania kwadratowego.
Wspoétczynniki: a = 1, b= —8, ¢ = 12

A=b—dac=(—8)2—4-1-12=64—-48=16, VA=+16=4

Krok 4. Interpretacja otrzymanego wyniku.

Otrzymalismy dwie mozliwosci * = 2 oraz = 6. Musimy sie zastanowi¢, czy przypadkiem ktérejs z nich nie trzeba odrzuci¢. Gdy = 2, to ciag geometryczny
bedzie malejacy (4, 2,y). Gdy & = 6, to ciag geometryczny jest rosnacy (4, 6, y). W tresci zadania mamy podane, ze ciag geometryczny ma by¢ malejacy, dlatego
jedyna poprawna odpowiedzig jest = 2.
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Zadanie 30

0-5 pkt

Samochod przejechat 180km, jadac ze stata predkoscia. Gdyby jechat z predkoscig o 30kTm wiekszg, to czas przejazdu skrécitby sie o godzine. Z jaka predkoscia

jechat samochdéd?

ok
Odpowiedz: v = 60"

Krok 1. Wprowadzenie oznaczen do zadania.

s = 180 - pokonana trasa (w km)

v - predkos¢ jazdy samochodu (w k%)

v2 = v1 + 30 - predko$¢ jazdy samochodu (w kTm), gdy samochdéd zwieksza predkos¢ o BOkTm
t1 - czas jazdy (w godzinach)

ty = t1 — 1 - czas jazdy (w godzinach), gdy samochod jedzie szybciej

Krok 2. Utworzenie i rozwigzanie uktadu réwnan.

Skorzystamy teraz ze wzoru na droge s = vt i zapiszemy relacje dotyczaca predkosci jazdy w obydwu przypadkach w formie uktadu réwnan:

S:'Ul'tl 5
S:’Ug'tQ

180:111-t1 5
180 = vy - 2

Podstawiajac pod drugie réwnanie dane z kroku pierwszego otrzymamy:

180 =vy - t1
180 = (U1 +30) . (t1 — 1)

180
{'Ul = >
180 = (v1 4+ 30) - (t1 — 1)

Teraz skorzystamy z metody podstawiania i podstawimy v, z pierwszego réwnania do drugiego:

180
180 = (t— + 30) Sty —1)
1

Wymnazajac poszczegdlne nawiasy i upraszczajac zapis do postaci ogdlnej otrzymamy:

180

180
180 = 180 — —— + 30t — 30 /7180, — 30t -30=0 /~t1, — 180 + 30> — 30t; = 0 /:30, —6+t2—t1 =0, ¢
1 1

Krok 3. Rozwigzanie powstatego réwnania kwadratowego.
Wspdtczynnikia =1, b= —1, c = —6

A=b"—dac=(-1)>—4-1-(=6)=1—(—24) =25, VA=+25=5

—-b—VA —(-1)-5 1-5 —4 b+VA _ —(-1)+5 145 6

2a 2.1 2 2 2a 2.1 2

Ujemny wynik musimy odrzuci¢, bowiem czas nie moze by¢ ujemny. To oznacza, ze t1 = 3.
Krok 4. Obliczenie predkosci jazdy samochodu.
Znamy dtugos$¢ drogi s = 180km, wiemy tez ze czas jazdy wynosi t; = 3h, zatem bez problemu obliczymy predkos$¢ auta:

s 180km km
V=g, v=—ap ,U—GOT
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Zadanie 31 0-4 pkt

Punkty A = (—2,4), B = (—2,-2),C = (5,—3), D = (1,4) sa wierzchotkami czworokata. Oblicz wspdtrzedne punktu przeciecia przekatnych tego
czworokata.

C

Odpowiedz: (0;2)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Sprébujmy zwizualizowac sobie jak ten czworokat bedzie wygladac i gdzie bedzie miat punkt przeciecia sie przekatnych:

y

C

Z pomoca tego rysunku mozemy okresli¢ plan postepowania: musimy wyznaczy¢ réwnania prostych AC oraz BD, a nastepnie z rdwnan tych prostych utozy¢
uktad roéwnan, ktérego wynikiem beda wspotrzedne poszukiwanego punktu przeciecia.

Krok 2. Wyznaczenie réwnania prostej AC.
Wyznaczmy réwnanie prostej AC, czyli prostej przechodzacej przez punkty A oraz C, czyli przez ktére tworzg jedna z przekatnych czworokata. Mozemy to zrobi¢
za pomocg wzoru z tablic, czyli:

(Y—ya)(@c —z4) — (Yo —ya)(@ —z4) =0

Do tego wzoru wystarczy tylko podstawi¢ wspotrzedne punktéw A oraz C'i otrzymamy poszukiwany wzér. Istnieje tez drugi sposéb na wyznaczenie réwnania
prostej, ktory jest nieco szybszy i wkasnie z niego tutaj skorzystamy. Aby wyznaczy¢ prosta w postaci y = ax + b przechodzaca przez dwa punkty wystarczy
stworzy¢ prosty uktad rownan, w ktérym podstawimy po kolei wspdtrzedne obydwu punktéw. | tak oto otrzymujemy:

4=-2a+b ,
—-3=5a+b
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Odejmujac to réwnanie stronami otrzymamy:

7T=-Ta,a=-1

Znajac wspotczynnik a mozemy teraz podstawic te warto$¢ do jednego z réwnan, wyznaczajac tym samym wspotczynnik b:

4=-2a+b,4=-2-(-1)+b,4=2+b,b=2

To oznacza, ze nasza prosta AC przyjmuje postat y = —1z + 2, czyliy = —x + 2.

Krok 3. Wyznaczenie rownania prostej BD.
Postepujemy analogicznie jak w przypadku prostej AC, podstawiajac tym razem wspétrzedne punktéw B oraz D:

—2=-2a+b ,
4=1a+b
Odejmujac to réwnanie stronami otrzymamy:
—6=-3a,a=2

Znajac wspotczynnik a mozemy teraz podstawic te wartos$¢ do jednego z réwnan, wyznaczajac tym samym wspotczynnik b:

—2=-2+b, —2=-2-2+b, —2=—4+b,b=2

To oznacza, ze nasza prosta BD przyjmuje postaé¢ y = 2z + 2.
Krok 4. Wyznaczenie miejsca przeciecia sie przekatnych.

Rozwigzaniem uktadu réwnan dwéch prostych sg wspdtrzedne punktu ich przeciecia (czyli doktadnie to czego szukamy). W zwiazku z tym musimy stworzy¢ uktad
réownan z dwoch réwnan prostych wyznaczonych przed chwilg i sprawdzi¢ jakie wspdtrzedne otrzymamy:

y=-z+2 ,
y=2z+2

Korzystajac z metody podstawiania otrzymamy:

—x+2=2x+2, —3z=0,z=0

Znajac iksa mozemy teraz obliczy¢ igreka, podstawiajgc * = 0 do jednego z réwnan:

y=—z+2,y=-0+2,y=2

To oznacza, ze wspdtrzedne punktu przeciecia sie przekatnych sa réwne (0; 2).
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