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Rozwiazania krok po kroku

Warto$¢ wyrazenia logy2 + l0g48 + log,16 jest rowna:

Odpowiedz: D (4)

Pkt

0-1 pkt

Wszystkie wystepujace w wyrazeniu logarytmy majg jednakowa podstawe. Mozemy wiec skorzysta¢ z wkasnosci dziatan na logarytmach i zapisac, ze cato$¢ bedzie

réwna:

l0ga2 + logs8 + logs16 = logs(2 - 8 - 16) = log4256

Jesli jestesmy w stanie obliczy¢ ten logarytm w pamieci, to od reki mozemy zapisa¢, ze logs256 = 4. Jedli jednak chcieliby$smy to rozpisa¢ do postaci potegi, to
cato$¢ wygladataby nastepujaco:

Musimy teraz rozwigzac rownanie 4 = 256. Wiedzac, ze 256 = 44 mozemy rozpisac, ze:

1094256 = x

4 =256, 4% =4 ¢z =14

Wartos¢ tego wyrazenia jest wiec réwna 4.
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i
Dokoricz zdanie. Wybierz whasciwa odpowiedz sposrod podanych. Liczba v/ 2 - /2 jest réwna:
Odpowiedz: C (27)

Najlepszym sposobem na rozwiazanie tego zadania bedzie przejscie z postaci pierwiastkéw na potegi, korzystajac z zaleznosci ¥an = aw. Z tej zaleznosci wynika, ze
przyktadowo V2 = 2%, wiec catos¢ moglibysmy rozpisac jako:

Vo va=nla ot = {lmato | = 22%:(2%)%:2-~

RIS
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Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b wyrazenie (2a — 3b)% — (3a + 2b)? jest rowne:
Odpowiedz: C (—5a* — 24ab + 5b%)

W tym zadaniu skorzystamy ze wzoréw skréconego mnozenia, czyli (a — b)* = a* — 2ab + b* oraz (a + b)? = a* + 2ab + b% Nasze wyrazenie z treci zadania
mozemy wiec rozpisa¢ w nastepujacy sposob:

(2a — 3b)? — (3a + 2b)* = 4a® — 12ab + 9b® — (9a® + 12ab + 4b%) = , = 4a® — 12ab + 9b* — 9a® — 12ab — 4b*> = —5a” — 24ab + 5b°

lle jest wszystkich dwucyfrowych liczb naturalnych wigkszych od 20, w ktérych zapisie dziesietnym wystepuja tylko cyfry parzyste?
Odpowiedz: B (19)

Ustalmy jakie cyfry moga sie pojawi¢ w naszej poszukiwanej liczbie dwucyfrowej. Chcemy, by ta liczba byta wigksza od 20 i by wszystkie cyfry byty parzyste, zatem:
- w rzedzie dziesigtek mozemy miec cyfry 2,4, 6, 8, czyli mamy 4 mozliwoéci uzupetnienia tej cyfry.
- w rzedzie jednosci mozemy miec cyfry 0, 2,4, 6, 8, czyli mamy 5 mozliwosci uzupetnienia tej cyfry.

Jest jednak maty problem, poniewaz w ten sposéb uwzglednilibysmy liczbe 20 jako pasujaca do naszego zdarzenia, a chcemy by ta liczba byta wieksza od 20.
Najlepiej bedzie wiec zastosowac tradycyjnie regute mnozenia, a na koniec odejmiemy tg jedna, niepasujaca liczbe. W takim razie, zgodnie z reguta mnozenia takich
liczb mielibysmy:

5-4=20

| od tego odejmujemy jedna liczbe (czyli dwudziestke), ktora nam nie pasuje do rozwiazania, stad tez wszystkich interesujacych nas liczb bedziemy miec:

20-1=19
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Na rysunku przedstawiono geometryczna interpretacje uktadu réwnan stopnia pierwszego z dwiema niewiadomymi z i y. Punkt przeciecia dwu prostych oraz ich
punkty wspdlne z osig Ox uktadu wspdtrzednych maja wspotrzedne catkowite.

Vi

4_

Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich dokonczenie ponizszego zdania byto prawdziwe.
Uktadem réwnan, ktérego interpretacje geometryczna przedstawiono na rysunku powyzej, jest uktad:

3(y+4)—6(z—3)=0 ,
A'{fily77(x77):0

5 [3y+4)—6x=0
|4y+2(x-7)=0

By —6e=0
Ndy—2(z—-7)=0
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y=2z—4 ,
F. _ 1 1
y=—5z+33

Odpowiedz: B. oraz F.

Krok 1. Wybér pierwszej poprawnej odpowiedzi.

Celem zadania jest tak naprawde ustalenie jakimi rownaniami sg opisane nasze proste. Najprosciej bedzie zacza¢ od ustalenia jaka jest postac kierunkowa tych
prostych, czyli najpierw warto zerknac¢ na proponowane odpowiedzi D, E oraz F (bo wtasnie tam wszystkie rbwnania sa zapisane w tej postaci, wiec jest spore
prawdopodobienstwo, ze znajdziemy tam pierwsza poprawna odpowiedz?). Mozemy oczywiscie wyznacza¢ takie réwnania w standardowy sposob, ale sprobujmy
podejs¢ do tego zadania nieco bardziej analitycznie, analizujgc podane odpowiedzi.

Widzimy, ze jedna prosta przecina 0§ Oz dlay = —4, adruga dlay = 3%, wiec wspotczynniki b tych prostych powinny by¢ rowne odpowiednio b = —4 oraz

b= 3%. Tak sie sktada, ze w kazdej parze mamy takie wspdtczynniki, wiec analizujemy dalej. Widzimy, ze jedna prosta jest rosnaca, a druga malejaca, czyli jedna
powinna mie¢ wspdtczynnik kierunkowy a dodatni, a druga ujemny. W ten sposéb sposréd odpowiedzi D, E, F mozemy juz odrzuci¢ odpowiedz D. Zostaty nam juz
odpowiedzi E oraz F, ktére réznig sie tylko pierwszym réwnaniem, ktore opisuje prostg rosnaca. Sprawdzmy zatem jaka wartos¢ przyjmuje kazde z réwnan dla & = 2
. Prosta y = = — 4 przyjmuje warto$¢ y = 2 — 4 = —2, natomiast prosta y = 2z — 4 przyjmie wartos¢ y = 2 - 2 — 4 = 0. Na wykresie wida¢, ze ta wartos¢
powinna by¢ réwna 0, bo prosta przechodzi przez punkt o wspdtrzednych (2;0), stad tez po tej prostej analizie mozemy stwierdzi¢, ze pierwsza poprawna
odpowiedzig bedzie F.

Dla upewnienia sie, mozemy oczywiscie analogicznie sprawdzi¢ to drugie réwnanie y = —%z + 3%, podstawiajac np. = 7. Wyjdzie nam, ze
Y= —% ST+ 3% = —3% + 3% = 0 i to sie zgadza, bo prosta przechodzi przez punkt o wspdtrzednych (7;0).

Krok 2. Wybér drugiej poprawnej odpowiedzi.

Druga odpowiedz bedzie znajdowac sie wéréd proponowanych A, B oraz C. Méwigc bardzo obrazowo, musimy sprawdzi¢ ktére rownania da sie przeksztatci¢ do
postaci tych z odpowiedzi F. Tu warto zauwazy¢, ze kazdy uktad ma rozne drugie rownania, wiec mozemy skupic sie tylko na nich. Przeksztatémy zatem te rownania
do postaci kierunkowej:

Odp. A. (drugie réwnanie)

1

7
—dy—T(z—-7)=0, —4y—Tz+49=0, —4y:7z—49,y:—z$+12z

To réwnanie jest wiec na pewno btedne, bo nie otrzymaliSmy postaci y = —%x + 3%.

Odp. B. (drugie réwnanie)
1 1
dy+2(x—7)=0,4y+22z—-14=0,4dy=—22+14=0, y:—5w+35
To réwnanie jest poprawne, bo otrzymalismy doktadnie to samo co w odpowiedzi F.
Odp. C. (drugie réwnanie)
1 1
dy—2(x—7)=0,4y—22+14=0, dy=2z — 14, y:§$_35
To réwnanie jest wiec na pewno btedne, bo nie otrzymalismy postaci y = —%w + 3%.

| w ten oto sposob udato nam sie ustali¢, ze poprawng odpowiedzig bedzie takze odpowiedz B.
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Dany jest wielomian W(z) = 2(z — 1)(x + 3)(x? + 4). lloczyn wszystkich rzeczywistych pierwiastkow tego wielomianu jest réwny:

Odpowiedz: B (—3)

Pierwiastkami wielomianu nazywamy wszystkie te zmienne x, dla ktérych wielomian przyjmuje wartos¢ réwnga 0. Méwiac wprost, musimy rozwigza¢ nastepujace
rownanie:

2(z —1)(z +3)(z2+4) =0

Jest to rownanie w postaci iloczynowej, wiec wystarczy przyréwnac wszystkie wartosci do zera, zatem:

z—1=0 V z43=0 V 2’°44=0,z=1 V z=-3 V z’=-4

Z ostatniego réwnania 22 = —4 nie otrzymamy rozwiazan, poniewaz nie istnieje jakakolwiek liczba rzeczywista, ktéra podniesiona do kwadratu databy ujemny
wynik. Stad tez jedynymi pierwiastkami tego wielomianu bedg z = 1 oraz z = —3.

Celem zadania jest podanie iloczynu wszystkich rzeczywistych pierwiastkow, zatem:

1-(-3)=-3

o1 pic
(2z — 4)(2z — 6)*
i-2)2-2)

Odpowiedz: A (dokladnie jedno rozwiazanie: z = 3.)

Roéwnanie = 0 ma w zbiorze liczb rzeczywistych:

Krok 1. Zapisanie zatozen.
Z racji tego, iz na matematyce nie istnieje dzielenie przez zera, to mianownik naszego utamka musi by¢ rézny od zera. W zwiazku z tym, moglibysmy zapisac, ze:

(1-2)2—2) #0

Mamy postac iloczynowa, zatem:

1—-z#0 V 2—-z#0,z#1 V z#2

Krok 2. Rozwigzanie réwnania.
Teraz mozemy przejs¢ do rozwigzywania rownania. Najlepiej jest rozpoczaé od wymnozenia catosci przez to, co jest w mianowniku utamka, dzieki czemu otrzymamy:

(2z — 4)(2z — 6)2

1-z)(2-=2) =0 /'(1_1)(2—@,(21—4)(21_6)2:0

Otrzymalismy réwnanie w postaci iloczynowej, zatem chcac je rozwiazac, wystarczy przyrownaé wartosci w nawiasach do zera:

20—-4=0 V 20-6=0,2r=4 V 22=6,z=2 V z=3

Krok 3. Weryfikacja otrzymanych wynikéw.
Otrzymane wyniki musimy jeszcze zweryfikowac ze wzgledu na zapisane wczesniej zatozenia. Okazuje sig, Zze rozwigzanie x = 2 musimy odrzuci¢, poniewaz dla tej
liczby warto$¢ mianownika wychodzita réwna 0. Stad tez to réwnanie bedzie mie¢ jedynie jedno rozwigzanie i bedzie nim = = 3.
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Réwnanie |z — 3| = m z niewiadoma = ma dwa rozwigzania. Jednym z nich jest liczba 5. Drugim rozwigzaniem tego réwnania jest liczba:
Odpowiedz: C (1)
Krok 1. Obliczenie wartosci m.

Skoro jednym z rozwigzan tego réwnania jest £ = 5, to mozemy podstawic¢ to rozwigzanie do naszego rownania, co pozwoli nam dowiedziec sie jaka jest wartos¢ m
, zatem:

5—=3=m, [2|=m,m=2

Krok 2. Rozwigzanie réwnania.
Skoro m = 2, to istota zadania opiera sie tak naprawde na tym, by rozwigza¢ réwnanie z wartoscia bezwzgledna |z — 3| = 2. Warto$¢ bezwzgledna z ¢ — 3 bedzie
réowna 2 wtedy, gdy & — 3 bedzie rowne 2, lub tez gdy  — 3 bedzie réwne —2. W zwigzku z tym mozemy zapisa¢, ze:

z—3=2 V z—-3=-2,2z=5 V z=1

Widzimy wiec, ze drugim rozwigzaniem tego réwnania bedzie z = 1.

1
V5

-2 . .
Dla £ = ——— wartos¢ wyrazenia
5

— jest rowna:
z—1

Odpowiedz: B +/5)

Krok 1. Rozpisanie liczby x.
Cate zadanie bedzie nieco prostsze w momencie, gdy troche przeksztatcimy podana liczbe . Usuwajac niewymiernos¢ z mianownika, otrzymamy taka oto sytuacje:

miﬁ—27(¢§—2)-¢37 _5-ns 26
a B S5

Vs vAvs | ®

Krok 2. Obliczenie wartosci wyrazenia.
Podstawiajac teraz wyznaczong przed chwilg wartos¢ « do naszego wyrazenia, otrzymamy takie oto dziatanie:

-2 —2 2 2, ws o, 5 10 5 5v5 5V o

v-1" 1 26 | 28 258 5 25 2/5 VB VBB | ©

Zadanie 10 0-2 pkt

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 liczba 8" — 2" jest podzielna przez 12.

Odpowiedz: Udowodniono korzysta
Wytaczajgc wspolny czynnik przed nawias, mozemy nasza liczbe rozpisa¢ w nastepujacy sposob:

8" —2n=2n. (4" — 1)

Teraz powinniémy dostrzec, ze wyrazenie w nawiasie da sie rozpisa¢ wykorzystujac wzor skréconego mnozenia a2 — b% = (a — b)(a + b). Dzigki temu otrzymamy
taka oto sytuadje:

(2" - 1) (2" +1)

Jesli sie dobrze przyjrzymy, to zauwazymy, ze liczby 2" — 1, 2" oraz 2" + 1 to po prostu trzy kolejne liczby naturalne. To z kolei prowadzi nas do wniosku, ze jedna z
tych liczb jest podzielna przez 3.

Dodatkowo z tresci zadania wiemy, ze n > 2, a to by oznaczato, ze liczba 2" jest na pewno liczba parzystg i to taka, ktora jest podzielna przez 4.

To oznacza, ze nasza liczba jest podzielna przez 3 i przez 4 jednoczesnie, wiec jest tym samym podzielna przez 12, co nalezato udowodnic.
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Zadanie 11 0-5 pkt

Na rysunku przedstawiono fragment paraboli, ktéra jest wykresem funkgji kwadratowej f. Ta parabola przecina os Oy w punkcie (0, 2), a jej wierzchotkiem jest
punkt (1,4).

Zadanie 1.

Wyznacz i zapisz rownanie osi symetrii wykresu funkgji f.

Zadanie 2.

Wyznacz wzor funkdji f. Zapisz obliczenia.

Zadanie 3.

Funkdja g jest okre$lona dla kazdej liczby rzeczywistej @ wzorem g(x) = f(z) + m, gdzie m jest pewna liczba rzeczywista. Jednym z miejsc zerowych funkgji g jest
liczba 0. Liczba m jest réwna:

A —2
B.2
C.—4

D.4
Odpowiedz: 1. z = 1 2. \(f(x

Zadanie 1.
O3 symetrii przechodzi zawsze przez wierzchotek paraboli. Wspdtrzedna @ wierzchotka paraboli jest rowna 1, stad tez mozemy by¢ pewni, ze rownaniem osi symetrii
wykresu funkgji f jest z = 1.
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Zadanie 2.
Znajac wspotrzedne wierzchotka paraboli, najprosciej bedzie skorzystac z postaci kanonicznej, czyli f(z) = a(z — p)2 + g. Skoro wspdtrzedne wierzchotka sa réwne
(1;4), top = 1 oraz g = 4, zatem:

flz) =a(z—1)2+4

Do petnego wzoru brakuje nam jeszcze wspétczynnika a. Aby go pozna¢, wystarczy podstawi¢ do wyznaczonego przed chwila réwnania wspotrzedne jednego z
punktdw, przez ktory przechodzi wykres. Mozemy tutaj skorzysta¢ z punktu podanego w tresci zadania, czyli (0;2). W zwigzku z tym:

2=a-(0-1)2+4,2=0a-(-1)%+4,2=0a-1+4,2=a+4,a=-2

To oznacza, ze wzorem tej funkdji jest f(z) = —2(z — 1)2 + 4.

Zadanie 3.

Ze wzoru g(z) = f(z) + m wynika, ze funkgja g(z) powstata w wyniku przesuniecia funkdi f(z) o m jednostek w gore lub w dét. Aby funkgja g(z) miata miejsce
zerowe rowne 0, to funkga f(z) musiataby by¢ przesunieta o 2 jednostki w dot, czyli mielibysmy wtedy wzér g(z) = f(z) — 2. To prowadzi nas do wniosku, ze
m= —2.
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Zadanie 12 0-4 pkt

Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkgji wyktadniczej f okreslonej wzorem f(z) = a® oraz lezacy na tym wykresie punkt A = (2, 3).

Zadanie 1.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F — jesli jest fatszywe.

Liczba f(0) — f(3) jest ujemna. P | F

Liczba logs f(2) jest réwna 1. P F

Zadanie 2.

Oblicz warto$¢ a. Zapisz obliczenia.

Zadania 3.

Jeden z ponizszych rysunkow przedstawia fragment wykresu funkgji g okreslonej wzorem g(z) = f(x — 3). Fragment wykresu funkgji g przedstawiono na rysunku:
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D.
Odpowiedz: 1. P oraz P 2. \(a=

Zadanie 1.

Krok 1. Ocena prawdziwosci pierwszego zdania.

Z wykresu funkgji odczytujemy, ze f(0) = 1 (czyli, ze dla argumentu & = 0 funkdja przyjmuje warto$¢ réwna 1) oraz ze f(3) = 5. To oznacza, ze
F(0) — f(3) =1 — 5 = —4, czyli zdanie jest prawda.

Krok 2. Ocena prawdziwosci drugiego zdania.
Z wykresu odczytujemy, ze f(2) jest réwne 3. W takim razie logs f(2) to nic innego jak logs3, a ten jest rzeczywiscie réwny 1. Zdanie jest wiec prawda.

Zadanie 2.
Wiemy, ze funkga f(x) = a” przechodzi przez punkt A = (2; 3), zatem podstawiajac wspdtrzedne tego punktu do wzoru, otrzymamy:

3:a2,a:\/§ Vo oa=-3
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Ujemna wartos¢ a odrzucamy, poniewaz nasza funkcja wyktadnicza jest rosnaca, a wiec tutaj a > 1. To oznacza, ze zostaje nam tylko a = /3.

Zadanie 3.
Zapis g(z) = f(z — 3) oznacza, ze funkgja g(z) powstaje w wyniku przesuniecia funkgji f(z) o 3 miejsca w prawo. Taka sytuage mamy na rysunku z pierwszej
odpowiedzi.

Zadanie 13 0-1 pkt

Dana jest prosta k o réwnaniu y = %w + 4. Prosta [ o rownaniu y = (2m + 1)z — 2, gdzie m to pewna liczba rzeczywista, jest prostopadta do proste;j k.

Liczba m jest réwna:
Odpowiedz: B (—2)
Dwie proste sg wzgledem siebie prostopadte wtedy, gdy iloczyn ich wspétczynnikow kierunkowych jest rowny —1. Prosta k ma ten wspdtczynnik rowny %

natomiast prosta [ ma ten wspotczynnik réwny 2m — 1. Skoro ich iloczyn ma by¢ rowny —1, to:

%-(2m+1):71,§m+%:71,%mzfé /-E,mzfé,m:72

Zadanie 14 0-1 pkt

Na poczatku listopada w bufecie pracowniczym podniesiono cene za obiad z 202/ do 2427 Z koricem miesigca okazato sie, ze sprzedano mniej obiadéw niz w
pazdzierniku, ale wptywy z ich sprzedazy w listopadzie byty o 8% wyzsze niz w miesiacu przed podwyzka.

Liczba sprzedanych obiadéw w listopadzie spadta o:

Odpowiedz: B (10%)

Krok 1. Wprowadzenie oznaczen do tresci zadania.
Wprowadzmy do zadania proste oznaczenia:

x - liczba sprzedanych obiadéw w pazdzierniku (po cenie 202z7)
y - liczba sprzedanych obiadéw w listopadzie (po cenie 2421

To z kolei oznacza, ze na obiadach w pazdzierniku zarobiono 20z, a w listopadzie 24y.

Krok 2. Ustalenie spadku liczby sprzedanych obiadéw.
Z treéci zadania wynika, ze jak wptywy z pazdziernika powiekszymy o 8%, to otrzymamy wptywy z listopada, czyli mozemy utozy¢ nastepujace réwnanie:

20z - 1,08 = 24y, 21,6z = 24y /24, y=0,9z

Otrzymany zapis oznacza, ze liczba sprzedanych obiadéw w listopadzie stanowi 90% tych, ktére byty sprzedane w pazdzierniku, czyli tym samym sprzedaz spadta o
10%.
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Zadanie 15 0-1 pkt

Dany jest ciag (a,,) okreslony wzorem a,, = 3 - (—2)" dla kazdej liczby naturalnej n > 1.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F — jesli jest fatszywe. Ciag (a,,) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie 3.
Ciag (ay,) jest malejacy.

Ciag (an) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie 3.
Prawda

Fatsz

Ciag (ay) jest malejacy.

Prawda
Fatsz

Odpowiedz: 1) FALSZ

Krok 1. Ocena prawdziwosci pierwszego zdania.
Patrzac sie na wzér ciagu mozemy zauwazy(¢, ze ¢ = —2, bo to whasnie liczba —2 jest podnoszona do potegi n. Jesli tego nie dostrzegamy, to zawsze mozemy obliczyé
a1 oraz a, zatem:

a1=3-(-2)'=3-(-2)=—-6,a,=3-(—2)=3-4=12

W takim razie iloraz bedzie rowny:

Zdanie jest wiec fatszem.

Krok 2. Ocena prawdziwosci drugiego zdania.
Juz po obliczeniu pierwszych dwdch wyrazéw w pierwszym kroku wida¢ wyraznie, ze ten cigg na pewno nie jest malejacy (nie bedzie tez rosnacy, tylko bedzie niemonot:
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Zadanie 16

Kat « jest ostry, a sina = 2 - cosa.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F — jesli jest fatszywe. tga = 2

ino — 1
smafz

tga =2

Prawda
Fatsz

ino — L
sma—2

Prawda
Fatsz

Odpowiedz: 1) PRAWDA

Krok 1. Ocena prawdziwosci pierwszego zdania.
Z wiasnosci funkgji trygonometrycznych wiemy, ze tgo =

sina
cosa”

Skoro tak, to podane w tresci rbwnanie mozemy przeksztatci¢ w nastepujacy sposob:

. sina
sina = 2 - cosa, —— =2, tgaa = 2
cosa

Zdanie jest wiec prawda.

Krok 2. Ocena prawdziwosci drugiego zdania.
Tym razem skorzystamy z jedynki trygonometrycznej, czyli zaleznosci sin’a + cos’a = 1. Z réwnania sina = 2 - cosa wynika, ze cosa = %sina. Podstawiajac to

otrzymamy:
2a i+ (Lsina) =1 sine s Lsinto— 1. % sine— 1 4, 4 [+, .
sin‘o —sina| =1, sina+ —sin‘a = —sin‘o = =, sinfa= —, sina =4/ — sina = —
2 ’ 4 T4 5 5 5
Skoro a jest katem ostrym, to sinus takiego kata musi by¢ dodatni, wiec ujemne rozwigzanie odrzucamy i zostaje nam jedynie sina = %, €O mozemy jeszcze rozf
) 2 2v/5 2v/5
s = — = ———— = ——
V5 V5.5 5

Sinus nie jest wiec rowny % czyli zdanie jest fatszem.
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Zadanie 17

Dany jest trojkat ABC, w ktérym 2 - |[AB| =3 - |BC| =4 - |AC| = 12.

Ocen prawdziwos$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F — jedli jest fatszywe. Obwad tréjkata ABC jest réwny 12.
Tréjkat ABC jest ostrokatny.

Obwod trojkata ABC jest rowny 12.
Prawda

Fatsz

Tréjkat ABC jest ostrokatny.

Prawda
Fatsz

Odpowiedz: 1) FALSZ

Krok 1. Obliczenie dtugosci wszystkich bokoéw tréjkata.
Z rownania wynika, ze:

2|AB| =12, |AB| =6

3|BC| =12, |BC| = 4

4AC| =12, |AC| =3

Krok 2. Ocena prawdziwosci pierwszego zdania.
Obwdd tego tréjkata jest rowny:

Obw=6+4+3, Obw =13

Zdanie jest wiec fatszem.

Krok 3. Ocena prawdziwosci drugiego zdania.

Z twierdzenia Pitagorasa wiemy, ze jezeli a® + b? = ¢ to trojkat jest prostokatny. Mozemy tutaj tez doda, ze jezeli a® + b? > ¢ to trojkat jest ostrokatny, a jezel
rozwartokatny. Musimy wiec obliczy¢ ile to jest a2 + b% i odnieé¢ ten wynik do wartosci c2. | tu uwaga - pod a oraz b zawsze podstawimy krétsze boki, natomiast |

z tym:

A+ =32+4, a2 +b0*=9+16,a>+0*=25

Wyszto nam wiec, ze a® + b? < c?, poniewaz 25 < 36. To oznacza, ze ten trojkat jest rozwartokatny, czyli zdanie jest fatszem.
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Zadanie 18

Punkt A jest srodkiem okregu stycznego do obu osi uktadu wspdtrzednych i lezy na prostej o réwnaniu y = —3x + 8. Obie wspotrzedne punktu A s3 dodatn

Promier omawianego okregu jest réwny:

Odpowiedz: A (2)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Jezeli okrag jest styczny do osi uktadu wspdtrzednych i obie wspotrzedne ma dodatnie, to musi znajdowac sie w pierwszej ¢wiartce uktadu. Jezeli do tego dorysi
y = —3z + §, to catos¢ bedzie wyglada¢ mniej wiecej w ten sposob:

Krok 2. Obliczenie dtugosci promienia okregu.
Tu powinni$my dostrzec, ze aby okrag byt styczny do osi uktadu, to jego wspétrzedne srodka okregu musza miec jednakowa wspoétrzedna. Po prowadzi nas do
punkt S = (2;2). Tym samym widzimy, ze promien okregu musi mie¢ dtugos¢ r = 2.
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Zadanie 19

Dany jest trojkat ABC, w ktorym |AC| = 5. Dwusieczna CD kata AC'B dzieli bok AB na odcinki o dtugosci |[AD| = 4, |DB| = 3 (zobacz rysunek).

C

A B

Oblicz dtugos¢ a boku BC tréjkata ABC. Zapisz obliczenia.
Odpowiedz: \(|BC|=\frac{15{4\

W tym zadaniu skorzystamy z twierdzenia o dwusiecznej kata w tréjkacie. Na jego podstawie mozemy utozy¢ nastepujaca proporgje:
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Zadanie 20

Punkty A = (1,1) i C = (5,5) sa przeciwlegtymi wierzchotkami rombu ABC D. Wierzchotek B lezy na osi Oz uktadu wspétrzednych.

Wierzchotek B ma wspotrzedne:

5 e
\ \
1\
4 : ’1
3 H K
\
1 N Ab“ - |

-
3+

Odpowiedz: C ((6,0))

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
NanieSmy na uktad wspotrzednych znane punkty A oraz C'i sprobujmy naszkicowa¢ omawiany romb. Wiemy, ze wszystkie boki rombu maja jednakowa dtugos
Oz) musi by¢ oddalony o jednakowa odlegtos¢ zaréwno od punktu A jak i C. Sytuagja z tresci zadania bedzie wiec wygladaé nastepujaco:
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S5+ e
\ \
4 — \
x\ \
1 \
3 \\ \
\
2 -1 \ \
\ \

3

Krok 2. Wyznaczenie wspotrzednych wierzchotka B.
Wiemy, ze wierzchotek B lezy na osi Oz, czyli wiemy, ze jego wspétrzedna yp = 0. Brakuje nam tylko wspotrzednej  tego punktu. Punktem wyjscia do jej wyz
dtugosci bokéw rombu maja jednakowa miare, zatem korzystajac ze wzoru na dtugos¢ odcinka moglibysmy zapisac, ze:

|AB| = |BC|, /(x5 — 24)* + (yp — ya)? = 1/ (ec — 26)* + (ye — y5)* , (5 — ©a)* + (y5 — 94)* = (2 — =6)* + (vc

Teraz wystarczy podstawi¢ do tego réwnania znane nam wspétrzedne. W przypadku punktu B w miejsce yp podstawimy oczywiscie 0, a w miejsce g mozemy
przejrzystos¢ zapisu, zatem:

(zB— z4)®+ (yB — ya)* = (zc — zB)* + (Yo — yB)?, (z — 1)’ +(0—-1)>=(5-2)?+(5—-0)*, 22— 22+ 1+1=25— 10z +2®+ 25, — 2z +

To oznacza, ze wierzchotek B ma wspotrzedne (6;0).
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Zadanie 21

Na okregu o $rodku S wybrano takie punkty: 4, Bi C, ze |<ASB| = 124°, a |[<BSC| = 92° (zobacz rysunek).

B

Miara kata ABC jest rowna:
Odpowiedz: C (72°)

Krok 1. Obliczenie miary kata ASC.
Kat ASC oraz katy 1247 192 tworza kat petny. To oznacza, ze miara kata ASC bedzie réwna:

|<ASC| = 360° — 124" — 92° = 144°

Krok 2. Obliczenie miary kata ABC.
Kat ABC jest katem wpisanym, ktory opiera sie na tym samym tuku co kat srodkowy ASC'. Z wtasnosci katdéw srodkowych i wpisanych wiemy, ze miara kata
razie dwa razy mniejsza od kata srodkowego ASC, zatem:

|<ABC| = 144" : 2 = 72°
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Zadanie 22

Trojkat ABC jest tréjkatem rownoramiennym, w ktorym |AC| = | BC|. Punkt D jest $rodkiem podstawy AB trojkata, a E — $rodkiem boku AC. Pétproste E
punktach F'i G (jak na rysunku).

A D B

Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC jest punkt:

1. | symetralnych bokd

poniewaz jest on punkiem przeciecia | 2. | dwusiecznych katdo

Q

B.
3. | srodkowych trojkat:

Odpowiedz: B., poniewaz 2.

Srodkiem okregu wpisanego w tréjkat jest zawsze punkt przeciecia sie dwusiecznych tréjkata. W takim razie $rodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC jest pu
przeciecia dwusiecznych katéw trojkata ABC.
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Zadanie 23

Okrag o $rodku S jest styczny do prostej k w punkcie A. Punkt B lezy na prostej k w odlegtosci 24 od punktu A i w odlegtosci 26 od punktu S.

Promien tego okregu jest réwny:

26

A 24 b

Odpowiedz: B (10)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Kluczem do sukcesu bedzie dobry rysunek pomocniczy. Tu powinnismy pamietac o tym, ze z wkasnosci stycznych do okregu wynika, ze promien naszego okreg
a to sprawi, ze otrzymamy taki oto tréjkat prostokatny:

26

A 24 o,

Mamy tréjkat prostokatny, w ktérym znamy dtugosci dwoch bokow. Trzecim bokiem jest promien, ktérego szukamy, zatem jest to idealna sytuacja do zastosov

Krok 2. Obliczenie dtugosci promienia okregu.

r? 4242 =267, 7?4+ 576 =676, r* =100, r=10 VvV r=-10
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Ujemny wynik oczywiscie odrzucamy, poniewaz promien musi by¢ liczba dodatnia, stad tez zostaje nam r = 10.
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Zadanie 24

W pewnym graniastostupie prawidtowym czworokatnym przekatna Sciany bocznej jest piec razy dtuzsza od przekatnej podstawy.

Stosunek dtugosci krawedzi bocznej tego graniastostupa do dtugosci krawedzi jego podstawy jest réwny:

, oy

Odpowiedz: D (7)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Graniastostup jest prawidtowy czworokatny, czyli w podstawie bedzie miat kwadrat. Oznaczmy zatem krawedz podstawy jako a, natomiast krawedz bocznga jakc
przekatna podstawy ma dtugo$¢ a+/2 (bo jest to przekatna podstawy o boku a), a przekatna éciany bocznej bedzie pieciokrotnie duzsza, czyli bedzie miata dtu
wygladac nastepujaco:
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Krok 2. Obliczenie stosunku dtugosci krawedzi bocznej do krawedzi podstawy.

Spojrzmy teraz na trojkat prostokatny, ktory powstat nam na Scianie bocznej. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa mozemy zapisac, ze:

a2+ = (5av2)?, a®+ b2 =25-a%- 2, a® + b2 = 50a%, b> = 4942, b =

b=—-49a2,b="Ta

Vot

Ujemny wynik oczywiscie odrzucamy, bo dtugo$¢ boku nie moze by¢ ujemna. W takim razie zostaje nam wynik b = 7a, ktéry informuje nas, ze krawedz boczna

podstawy.
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Zadanie 25

Podstawg ostrostupa prawidtowego trojkatnego ABC'S jest tréjkat rownoboczny ABC. Pole Sciany bocznej ostrostupa jest dwa razy wieksze od pola jego poc
ostrostupa jest rowna 6 (zobacz rysunek).

S

B

Wysokos¢ ostrostupa poprowadzona z wierzchotka C' do $ciany bocznej ABS jest réwna:

Odpowiedz: C (3)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Zanim zaczniemy cokolwiek liczy¢, sprébujmy zaznaczy¢ na rysunku jakiej wysokosci szukamy, bo jest to dos¢ rzadko spotykana sytuacja:
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Mowiac bardziej obrazowo, szukamy wysokosci ostrostupa, tak jakby ostrostup ABC'S byt przewrdcony (trojkat ABS bytby wtedy jego podstawa).
Krok 2. Obliczenie wysokosci ostrostupa z wierzchotka C.

Niezaleznie od tego jak jest utozony ostrostup, to jego objetos¢ bedzie taka sama i to bedzie nasz punkt wyjscia do dalszych obliczen. Jezeli przyjmiemy, ze pole

objetos¢ ostrostupa bedzie réwna:

Z tresci zadania wynika, ze $ciana boczna ma pole powierzchni dwa razy wigksze od podstawy. Tym samym pole $ciany ABS bedzie rowne 2. Jezeli potraktuje
ostrostupa, to opuszczona na nig wysoko$¢ z wierzchotka C' musi by¢ na tyle dtuga, by objetos¢ bryty w dalszym ciagu byta réwna 2z, czyli:

1
2$:§-2$~HC7HC:3
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Zadanie 26

W dwéch pudetkach umieszczono 7 kul. W jednym z pudetek znalazty sie cztery kule ponumerowane liczbami: 1, 2, 3 i 4, a w drugim pudetku - trzy kule ponut
polega na losowaniu dwoch kul — po jednej z kazdego pudetka, a konczy sie wygrana, jesli suma liczb z wylosowanych kul jest podzielna przez 3.

Prawdopodobienstwo wygranej w tej grze jest rowne:

Odpowiedz: C (%)

Krok 1. Ustalenie liczby wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych.

W pierwszym pudetku mamy 4 kule, w drugim mamy 3 kule, czyli zgodnie z reguta mnozenia, wszystkich zdarzen elementarnych bedziemy mie¢ [2| =4 -3 =
Krok 2. Ustalenie liczby zdarzen sprzyjajacych.

Zdarzeniem sprzyjajacym jest sytuacja, w ktérej wylosowane kule utworzg liczbe podzielng przez 3. Sprébujmy zatem wypisac interesujace nas mozliwosci:

(1;2),(2;4),(3;3), (4;2)

Widzimy, ze sa 4 sprzyjajace zdarzenia, czyli |A| = 4.
Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.

Prawdopodobienstwo obliczymy korzystajac ze wzoru:

_ A4
e 123

[y
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Zadanie 27

Ciag arytmetyczny (a,,) ma dwanascie wyrazow, ktorych suma jest rowna 168. Réznica a; — ay wynosi 22.

Wyznacz wzér ogdlny ciagu (a,,). Zapisz obliczenia.

Odpowiedz: a, = —2n + 27

Krok 1. Obliczenie wartosci a; oraz ais.
Korzystajac ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciaggu, mozemy zapisac, ze:

gnzw.lz, 1682#-12,14:$,a1+a12:28

Z tresci zadania wiemy, ze a1 — a1z = 22, czyli ze tym samym a; = 22 + a12. Podstawiajac te informacje do réwnania a; + a1z = 28, wyjdzie nam, ze:

224+ app+a; =28, 2a15,=6, a;p=3

Musimy jeszcze obliczy¢ warto$¢ ay. ZapisaliSmy przed chwilg, ze a; = 22 + ay,, zatem:

a1=22+4+3,a1=25

Krok 2. Obliczenie réznicy ciagu.
Do wyznaczenia wzoru potrzebujemy jeszcze roznicy ciagu arytmetycznego. Korzystajac ze wzoru na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego wiemy, ze:

a2 = a1 + 11r

Podstawiajac do tego réownania znane nam a; = 25 oraz a2 = 3, otrzymamy:

3=25+11r, 11=-22, r=—2

Krok 3. Zapisanie wzoru.
Do zapisania wzoru skorzystamy ze standardowego wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego:

an=a1+ (n—1)r

Podstawiajac do niego a3 = 25 oraz r = —2, otrzymamy:

a,=25+(n—-1)-(-2),a,=25—2n+2, a,= —2n+27
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Zadanie 28

Rozwazamy wszystkie tréjkaty prostokatne ABC o przeciwprostokatnej AC, w ktérych A = (0,0), B = (m, 0), a wierzchotek C' lezy na prostej o réwnaniu g

wspotrzedne sg liczbami dodatnimi. Na rysunku przedstawiono jeden z takich trojkatow.

YA

Zadanie 1.

Wyznacz dtugos¢ przeciwprostokatnej AC trojkata — sposrdd rozwazanych — w ktdrym dtugosé przyprostokatnej BC jest rowna 2. Zapisz obliczenia.

Zadanie 2.

Podaj wzér i dziedzine funkgji opisujacej zaleznos¢ pola tréjkata ABC' od m. Oblicz wspétrzedne wierzchotka C' tego sposrdd rozwazanych tréjkatow, ktory ma
Odpowiedz: 1. \(JAC|=2\sqrt{10}

Zadanie 1.

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Co prawda nie jest to konieczne do wykonania obliczen, ale zobrazujmy sobie moze o co w ogéle chodzi z tymi tréjkatami, ktére spetniaja warunki zadania. Take
zrozumieniu istoty zadania. Ogdlnie chodzi o to, ze te trdjkaty moga wygladaé w ten sposéb:
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s

W tym zadaniu interesuje nas jeden konkretny trojkat - ten, ktérego przyprostokatna BC ma dtugosé 2.

Krok 2. Wyznaczenie wspotrzednych punktu C.
Jezeli dtugo$¢ boku BC jest rowna 2, a punkt B lezy na osi OX, to wspotrzedna y punktu C' na pewno jest réwna yc = 2. Sprobujmy teraz obliczy¢ wspotrzec
lezy na prostej o réwnaniu y = —%z + 5, to moglibySmy zapisac, ze:

1

2:7§z+5, 73:7%1,12

To oznacza, ze C' = (6;2).

Krok 3. Obliczenie dtugosci przeciwprostokatnej AC.
Znajac wspdtrzedne punktéw A oraz C' mozemy obliczy¢ dtugo$é przeciwprostokatnej AC, korzystajac po prostu ze wzoru na dtugo$¢ odcinka:

lAC| = \/(ch 24)?+ (yo — ya)?, |AC| = \/(6 —0)24 (2-0)2, |[AC| = V62 +22, |AC| = V36 + 4, |AC| = V40 =V

Ewentualnie moglibysmy oczywiscie skorzysta¢ z twierdzenia Pitagorasa, dostrzegajac ze | AB| = 6 oraz | BC| = 2, zatem:

6% +42 = |AC|?, 36 +4 = |AC?, |AC]> = 40, |AC| = V40 Vv |AC|=—V40

Ujemny wynik odrzucamy, poniewaz dtugo$¢ boku musi by¢ dodatnia, zatem zostaje nam |AC| = /40, co mozemy jeszcze rozpisaé jako |AC| = 24/10.
Zadanie 2.

Krok 1. Rozpisanie wspétrzednych punktu C.

Powinnismy dostrzec, ze wspodtrzedna ¢ musi by¢ taka sama jak z g (dobrze to byto wida¢ chociazby w poprzedniej czesci zadania). Skoro wiec wspdtrzedna x;
to takze ¢ = m. Dodatkowo, skoro punkt C' lezy na prostej okreslonej réownaniem y = 7%m + 5, to mozemy zapisa¢, ze yo = — %m + 5.

To pozwala nam zapisac, ze C' = (m; 7%m +5).

Krok 2. Zapisanie wzoru funkgji P(m).
Pole trojkata ABC' obliczymy ze wzoru:

1
P~ - -|AB|-|BC|

Powinnismy zauwazy¢, ze dtugos¢ odcinka A B bedzie rowna tyle, co wspdtrzedna = punktu B, czyli |AB| = m. Z kolei wysoko$¢ | BC| bedzie réwna tyle, ile w
|BC| = — %m + 5. Jesli tego nie dostrzegasz, to zwrd¢ uwage na pierwsze zadanie, tam jest to bardzo dobrze widoczne.

Mozemy wiec zapisa, ze:
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Otrzymalismy informacje, ze pole powierzchni mozna opisa¢ wzorem —%mQ + %m W ten sposob udato nam sie zapisa¢ wzér na pole z uzyciem tylko jednej r
potraktowa¢ jak funkgje kwadratowa (dla jakiej$ wartosci m otrzymamy konkretne pole P). Zapisalibysmy wiec, ze P(m) = — %m2 + %m.

Krok 3. Wyznaczenie dziedziny funkgji.
Wspétrzedne punktu C' sa dodatnie (tak wynika z tresci zadania), zatem:

1 1
m >0 oraz —5m+5>0,m>0 oraz —5m>—5,m>0 oraz m < 10

Przy okazji zwrd¢ uwage, ze zmienit sie znak drugiej nierébwnosci na przeciwny. Stato sie tak dlatego, poniewaz majgc posta¢ — %m > —b wykonywalismy obus
przez liczbe ujemna, a mnozac lub dzielac nieréwnos¢ przez liczbe ujemna zawsze trzeba zmieni¢ znak na przeciwny.

Wyszto nam wiec, ze m musi by¢ wieksze od 0 i mniejsze od 10, stad tez dziedzing funkgi P(m) bedzie m € (0; 10).
Krok 4. Wyznaczenie wspétrzednych wierzchotka paraboli.

Wykresem funkgji kwadratowej jest parabola. Tutaj parabola bedzie mie¢ ramiona skierowane do dotu (bo wspétczynnik a = 7%). Sytuadja bedzie wiec wygladi
poziomej osi mamy m, a na pionowej pole P):

N
W

3\/

Chcemy sie dowiedzie¢, dla jakiego m osiagniemy jak najwigksze pole P. Z wiasnosci parabol wiemy, ze parabola skierowana ramionami do dotu osiagnie swoja
Obliczmy zatem dla jakiej wartosci m to najwieksze pole jest przyjmowana, a pomoze nam w tym wzdr na pierwsza wspotrzedna wierzchotka paraboli:

—b

2a

Ty —

W naszym przypadku wspotczynnik a = 7% orazb = %, zatem:

5 5

-7 -3 5 1 5
tw=—2— zp=—2,z :(7—>:<7—),z :(7—>~72,m =5
w 2 (—1) w 7% w 2 2 w 9 (=2), aw

e

Tu warto przy okazji doda¢, ze otrzymany wynik miesci sie w naszej dziedzinie, zatem wszystko jest w porzadku.
Krok 5. Wyznaczenie wspétrzednych punktu C.

W poprzednim kroku otrzymalismy informacje, ze pole powierzchni bedzie najwieksze wtedy, gdy wspétrzedna x bedzie rowna 5. W naszym przypadku wspotrz
m, zatem to pole bedzie najwieksze wtedy, gdy m = 5. Wspodtrzedna y punktu C jest opisana jako —%m + 5, zatem:
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1 1 1
—__. = _9= —2=
Yo 5 5+5, Yo 2+5,y0 )

To oznacza, ze najwigksze pole powierzchni otrzymamy wtedy, gdy C = (5;21).
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