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Odpowiedzi do zadan zamknietych

Zadanie Odpowiedz

1 B(—7)

2 c@2)

3 C (625)

4 D(-4-V?2)

5 D (2)

6 C (3z% — 8zy — 317
7 D ((3, +00))

8 B (—5)

9 A(12)

10 A(-E)

11 B (najwieksza wartos$¢ rowng —5)
12 )

13 B ((4,0))

14 C(22)

15 c

16 B (sina = YI)
17 D (30)

18 D (24)

19 B (36°)

20 B (12m)

21 Ala= %)

22 Cly=—2z+ 4
23 D@=1,b=2)
24 A(32)

25 A (20)

Rozwiazania krok po kroku

" . . . . a+
Jedlia =2 ib= 3, towartoé¢ wyrazenia —F

jest rowna:
Odpowiedz: B (7%)

Podstawiajac liczby a = % ib= % do wyrazenia z tresci zadania, otrzymamy:

$+2-3 243 3% g2 ). 1o 7y_ _u 3 11
g,g.g”’%,g”’q%’:’, 3/ 3\ 3) 7 3 7) 7
62022,22022
Liczba jest réowna:

122021
Odpowiedz: C (12)
W liczniku mamy jednakowe wyktadniki poteg, zatem mozemy wymnozy¢ przez siebie podstawy, dzieki czemu otrzymamy:

62022 . 22022 122022

_ 21920222021 _ 19l _ 19

122021 122021
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g

W firmie XYZ 48% pracownikéw zna jezyk angielski, a sposrdd nich 8% zdato egzamin panstwowy z tego jezyka i posiada miedzynarodowy certyfikat jezykowy.
Wynika stad, ze najmniejsza mozliwa liczba pracownikéw firmy to:

Odpowiedz: C (625)

Wprowadzmy do tresci zadania proste oznaczenia:

z - liczba pracownikéw

0,48z - liczba pracownikéw znajgcych angielski

0,08 - 0,48z = 0,0384x - liczba pracownikow, ktorzy majg certyfikat

Mogtoby sie wydawac, ze skoro ma to by¢ jak najmniejsza liczbe pracownikéw, to liczba majacych certyfikat powinna by¢ réwna 1. Nie do konca jest to dobre
zatozenie, bo w takim przypadku np. liczba oséb znajgcych angielski wysztaby nam niecatkowita. Jak zatem podej$¢ do zadania? Najprosciej bedzie sprawdzi¢, co sie
stanie, gdy w miejsce « podstawimy po kolei odpowiedzi z naszego zadania:

0,0384 - 100 = 3,84, 0,0384 -250 = 9,6, 0,0384 - 625 = 24, 0,0384 - 1225 = 47,04

Wynik bedacy liczba naturalnag otrzymalismy jedynie w trzecim przypadku, tak wiec to bedzie prawidtowa odpowiedz.

o1pe

. w2 o
Liczba ———— jest rowna:

1-2V2

Odpowiedz: D (—4 — ﬂ)
Zadanie polega na usunieciu niewymiernosci z mianownika. Aby tego dokona¢, musimy licznik i mianownik pomnozy¢ przez 1 + 2v/2, co pozwoli nam w
mianowniku zastosowac¢ wzor skroconego mnozenia (a — b)(a + b) = a® — b?. Catos¢ obliczen bedzie wygladac nastepujaco:

WE ™R 4D mE+l2 VB4 Taew 2w+, s
1-2v2  (1-2v2)-(1+2v2) = 1-(2v2p 142 - N

o1 pi

Liczba logs12 — logs3 + logs1 jest rowna:
Odpowiedz: D (2)

Korzystajac z dziatar na logarytmach, mozemy zapisa¢, ze:

12
loga12 — loga23 + loge1 = loga (?) + logal = logad + logel = loga(4 - 1) = logad = 2

1pi

Dla dowolnych liczb z i y wyrazenie (22 — y)? — (z + 2y)? jest rowne:

Odpowiedz: C (322 — 8zy — 33%)

Musimy uprosci¢ nasze wyrazenie, korzystajac ze wzoréw skréconego mnozenia. Pamietajac o tym, ze (a — b)? = a* — 2ab + b* oraz ze (a + b)? = a® + 2ab + b*
wyjdzie nam wtedy:

(2x7y)27(a:+2y)2: , :(4x274xy+y2)7(x2+4xy+4y2): , =4z —day+ o — ¥ —day— 4P = |, = 32% — 8zy — 3y°
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o1t
Proste o réwnaniach y = ¢ + 4 iy = —2z + m + 1 przecinaja sie w punkcie, ktérego obie wspotrzedne sg dodatnie. Wynika stad, ze m nalezy do przedziatu:
Odpowiedz: D ((3, +00))
Ustalmy najpierw kiedy te dwie proste sie ze soba przetna. W tym celu musimy rozwigza¢ nastepujacy uktad réwnan:
y=z+4 ,
y=-2zx+m+1
Korzystajac z metody podstawiania otrzymamy:
1
z+4=-2z+m+1,3z=-3+m,z=-1+ gm
Chcemy, by x byt wiekszy od zera, zatem:
1 1
-1+-m>0, -m>1,m>3
3 3
Wynika stad, ze m nalezy do przedziatu (3, +00).
o1pi

Najmniejsza liczba catkowita spetniajaca nieréwnos¢ 3(z — 4) < 5(z — 6) + 29 jest:
Odpowiedz: B (—5)

Aby odpowiedzie¢ na pytanie, musimy rozwigza¢ podang nieréwnosc. W trakcie obliczen musimy pamietac o tym, ze dzielac lub mnozac obydwie strony nieréwnosci

przez liczbe ujemna, musimy zmienic¢ znak na przeciwny:

1
3 -12<52-30+29, 3z ~12<5z -1, ~ 20 <11, 2> -5

Musimy teraz ustali¢, jaka jest najmniejsza liczba catkowita wieksza od 75%. Taka liczbg bedzie —5 i taka tez bedzie nasza odpowiedz.

Liczba wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby 60 jest réwna:

Odpowiedz: A (12)
Dodatnimi dzielnikami liczby 60 sa:

1,2,3,4,5,6,10,12,15, 20, 30, 60

Takich dzielnikow mamy wiec 12.

2z
Funkgja f jest okreslona wzorem f(z) =

z2—9
Odpowiedz: A (7‘76)

Musimy obliczy¢ wartos¢ f(—\/g) czyli do wzoru funkgji musimy po prostu podstawi¢ —+/3:

(V32— (—V3) -3 _3+43-3 V33
f(—V3) = (—V3) 9 7f(—\/§)—W,f(—\/§)—_—6— 6
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Zadanie 11 0-1 pkt

Funkgja kwadratowa f jest okreslona wzorem f(z) = —3(z — 2)? — 5. Funkga f ma:

N

V

W=(2:—5)

Odpowiedz: B (najwieksza warto$¢ rowna —5)

Krok 1. Odczytanie wspdtrzednych wierzchotka paraboli.

Nasza funkcja zapisana jest w postaci kanonicznej f(z) = a(z — p)? + g. Z tej postaci odczytamy wspdtrzedne wierzchotka paraboli W = (p; q), co pozwoli nam za
chwile udzieli¢ odpowiedzi na pytanie o najmniejsza/najwieksza wartos¢. Aby dobrze odczytac te wspodtrzedne mozemy sobie przeksztatci¢ wzor funkgji w taki oto
sposéb:

fl) = -3(z—2)* -5, f(z) = —3(z — 2)*+ (-5)

Teraz wyraznie wida¢, ze p = 2 oraz ¢ = —5.
Krok 2. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Funkcja ma wspdtczynnik a ujemny (@ = —3), wiec ramiona paraboli beda skierowane do dotu. Mozemy zatem szkicowo narysowac sobie, ze cata sytuacja bedzie
wygladac nastepujgco:
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V

W=(2:—5)

To oznacza, ze prawidtowa odpowiedzig bedzie informacja, ze najwieksza wartosc tej funkgji jest rowna —5.

matematix.pl - Matura prébna z matematyki (poziom podstawowy) - Nowa Era 2022 5/22



Zadanie 12 0-1 pkt

Dwa boki tréjkata zawieraja sie w osiach uktadu wspétrzednych, a trzeci jest zawarty w prostej o réwnaniu y = 2z — 6. Pole tego tréjkata wynosi:

AY

e
n——
ot
|
o
e
=

F

Odpowiedz: C (9)

Krok 1. Wyznaczenie wspotrzednych wierzchotkéw trojkata.
Jezeli boki trojkata zawieraja sie w osiach uktadu wspotrzednych, to znaczy, ze jeden wierzchotek lezy na osi Oz, drugi na osi Oy, a trzeci jest w punkcie (0; 0).
Sprébujmy zatem wyznaczy¢ wspdtrzedne pierwszego i drugiego wierzchotka.

Wierzchotek lezacy na osi Oz ma wspétrzedng y = 0, zatem podstawiajac to do réwnania prostej otrzymamy:

0=2x—-6, —2x=—-6,2=3

To oznacza, ze jednym z wierzchotkow tréjkata jest punkt (3;0).

| analogicznie wierzchotek lezacy na osi Oy ma wspdtrzedna = 0, zatem podstawiajac to do réwnania prostej otrzymamy:

y=2-0—-6,y=0—-6,y=—6

Czyli tutaj wierzchotkiem bedzie punkt o wspétrzednych (0; —6).

Krok 2. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Sytuagja z tresci zadania bedzie wyglada¢ nastepujaco:
AY

I
1 11 X

5
h——
ot
|

o
e
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Krok 3. Obliczenie pola powierzchni tréjkata.
Z rysunku wynika, ze mamy tréjkat prostokatny w ktérym a = 3 oraz h = 6, zatem:

P*lh P*1 3-6, P=9
_Ea’ _5 s =

Zadanie 13 0-1 pkt

Jesli jedynym miejscem zerowym funkgji kwadratowej f(z) = a(z — 2 1 g jest liczba 4, to wierzchotek paraboli bedacej wykresem funkgji f ma wspétrzedne:

LT

W=(H4:0)

Odpowiedz: B ((4,0))

Skoro jedynym miejscem zerowym jest z = 4, to parabole tej funkcji mozemy narysowac na jeden z dwéch sposobéw:

NVAyas

W=(40)
Z rysunku wynika wprost, ze niezaleznie od utozenia ramion, wierzchotek paraboli znajduje sie w punkcie W = (4;0).

Zadanie 14 0-1 pkt

Wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych podzielnych przez 3 i mnigjszych od 77 jest:
Odpowiedz: C (22)

Do zadania mozemy podej$¢ na rézne sposoby (teoretycznie mozemy nawet wypisaé wszystkie interesujace nas liczby). Najlepsza metoda bedzie potraktowania
tego zadania tak, jakby byt to ciag arytmetyczny. Pomoze nam w tym wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego:

ap=a1+ (n—1)r

Najmniejszg liczba dwucyfrowa podzielng przez 3 jest 12, wiec moglibysmy zapisa¢, ze a; = 12. Réznica ciggu jest rowna r = 3 (bo co trzeci wyraz bedzie podzielny
przez 3). Chcemy, by wartos¢ a,, byta mniejsza od 77, zatem:

2
a+n—1r<77,124(n—-1)-3<77,12+3n—-3<77,9+3n <77, 3n<68,n<22§

Co ten wynik oznacza? W ciggach n musi by¢ liczba naturalna, a skoro z nierébwnosci wyszto nam, ze n < 22 % to interesujgcymi nas rozwigzaniami beda
n € {1,2,3,...,21,22} To oznacza, ze bedziemy mie¢ doktadnie 22 liczby, ktére spetniaja warunki zadania.
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Zadanie 15

Ciag (4z, 3z + 6,9z) jest geometryczny i rosnacy. Jego iloraz jest rowny:
Odpowiedz: C ()

Z wiasnosci ciggdw geometrycznych wiemy, ze dla trzech kolejnych wyrazéw ciaggu zachodzi nastepujaca relagja:

2
a3 = ai-ag

Podstawiajac dane z tresci zadania, otrzymamy:

(3z +6)> =4z - 9z, 92 + 36z + 36 = 362%, — 272 +36x+36=0, —3z°+4z+4=0

Krok 2. Obliczenie miejsc zerowych wielomianu.
Teraz mozemy przystapi¢ do obliczenia miejsc zerowych.
Wspdtczynnikia = =3, b=4, c =4

A=b —dac=42—4.(=3)-4=16—(—48) =64, VA=+64=38

_b—vVA  —4-8 12  b+VA 448 4 2

xr1 = = ———2,12

2a 2-(=3) -6 2a 2-(-3) -6 3

Krok 3. Interpretacja otrzymanych wynikow.

Otrzymalismy dwa rézne wyniki, ale czy oba sg poprawne? Aby to ustali¢, sprawdzmy co sie stanie, gdy podstawimy do wyrazéw ciggu wartosci = 2 oraz
__2

T = —3-

Dlaz = 2:

a1=4-2=8,0a=3-2+6=12,a3=9-2=18

a=1-(-3) =4 =3 (-3 +6-4,0-9-(-3) = -6
Widzimy, ze nasz ciag jest rosnacy tylko dla = 2.

Krok 4. Obliczenie ilorazu ciagu geometrycznego.
Celem naszego zadania jest obliczenie ilorazu ciggu. Skoro tak, to mozemy zapisa¢, ze:

1

Jesli kat « jest ostry, a cosa = 3 to:

Odpowiedz: B (sina = *32)

Z jedynki trygonometrycznej wiemy, ze sin’a + cos?a = 1 w zwiazku z tym podstawiajac warto$¢ cosinusa otrzymamy:

0-1 pkt

0-1 pkt

1\’ 1)’ 15 15 15 V15
sin’a + cos’a =1, sin’a + (Z) =1, sin’a + (1_6) =1, sin*a = 6’ sina =4/ — V sinoa=— 6’ stna = 4 VvV  sitna = 7L/‘

16

Z tresci zadania wiemy, ze « jest katem ostrym, a dla takich katéw sinus przyjmuje wartosci dodatnie. Z tego tez wzgledu ujemne rozwigzanie musimy odrzucic i

zostaje nam sino = %.
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Zadanie 17 0-1 pkt

W tréjkacie prostokatnym sinus jednego z katéw ostrych jest rowny %, a przeciwprostokatna ma dtugo$¢ 34. Dtuzsza z przyprostokatnych tego tréjkata ma
dtugos¢ réwna:

Odpowiedz: D (30)

Krok 1. Obliczenie dtugosci pierwszej przyprostokatne;.
Sinus odpowiada za stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko dane kata wzgledem przeciwprostokatnej. Skoro wiec przeciwprostokatna ma dtugosé
34, to mozemy zapisa¢, ze:

8 34170, 17a=272, a =16
17 3

W ten sposéb udato nam sie ustali¢, ze jedna z przyprostokatnych ma dtugos¢ 16.
Krok 2. Obliczenie dtugosci drugiej przyprostokatne;j.

Nie wiemy jeszcze jednak, czy obliczona przed chwila przyprostokatna jest ta dtuzsza. Aby to ustali¢, musimy obliczy¢ dtugos¢ drugiej przyprostokatnej. Pomoze nam
w tym Twierdzenie Pitagorasa:

1624 b> = 347, 256 +b% = 1156, b = 1156, b* =900, b=30 Vv b= —30

Ujemny wynik oczywiscie odrzucamy, zatem zostaje nam b = 30, co jak sie okazuje, jest dtuzszg przyprostokatna trojkata.

Pole rownolegtoboku o bokach dtugosci 6 i 8 oraz kacie rozwartym o mierze 150° wynosi:

Odpowiedz: D (24)
Korzystajac ze wzoru na pole rownolegtoboku z sinusem mozemy zapisac, ze:

P=a-b-sina, P=6-8-sinl50"

Ustalmy teraz wartos¢ sinl150°. Jest to sinus kata rozwartego, zatem z pomoca musza nam przyjs¢ wzory rekurencyjne np. sin(90° + a) = cosa. Korzystajac z
tego wzoru mozemy zapisac, ze:

1
$in150° = sin(90° +60°) = cos60° = 3

Podstawiajac obliczong wartos¢ sinusa mozemy wréci¢ do naszych obliczen pola réwnolegtoboku:

1
P=6-8- 5, P=2
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Zadanie 19 0-1 pkt

Punkty A, B, C, D, E, lezace na okregu o $rodku S, sa wierzchotkami pieciokata, ktérego wszystkie boki maja jednakowe dtugosci. Punkt P lezy na krotszym tuku
CD (jak na rysunku).

Miara a kata APE wynosi:
Odpowiedz: B (36°)

Krok 1. Wyznaczenie miary kata ASE.
Kat ASE jest katem srodkowym, opartym na tuku AE. Z treci zadania mozemy wywnioskowa¢, ze odlegto$¢ miedzy punktami jest jednakowa (bo tylko w ten
sposdb powstatby nam pieciokat o jednakowej dtugosci bokdw), a to oznacza, ze tuk AE stanowi % dtugosci catego okregu.

Z wiasnosci okregow wynika, ze w takiej sytuacji kat Srodkowy bedzie stanowit % kata petnego, czyli bedzie miat miare:

1 . .
g~360 =72

Krok 2. Obliczenie miary kata APE.
Kat APE jest katem wpisanym, opartym na tym samym tuku co kat $srodkowy ASE. Z wtasnosci katow wpisanych i sSrodkowych wiemy, ze w takim razie miara
kata APE bedzie dwa razy mnigjsza od kata ASE, czyli:

|<APE| =172" :2 = 36
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Zadanie 20 0-1 pkt

Na rysunku przedstawiono wycinek kota o kacie srodkowym 120° i polu réwnym 127

Obwdd tego kota jest rowny:

Odpowiedz: B (127)

Krok 1. Obliczenie pola powierzchni kota.
p 120

Jezeli kat $rodkowy ma miare 120°, a petne koto ma 360°, to ten wycinek bedzie stanowit 557 = % pola powierzchni kota.

Skoro wiec wycinek kota ma pole réwne 12, to cate koto bedzie mie¢ powierzchnie trzy razy wieksza, czyli 367.
Krok 2. Obliczenie promienia kota.

Korzystajac ze wzoru na pole kota mozemy zapisa, ze:

P=mr?,36r=mr’, " =36,7r=6 V r=—6

Ujemny wynik oczywiscie odrzucamy, zatem zostaje nam r = 6.
Krok 3. Obliczenie obwodu kota.
Znajac dtugos¢ promienia 7 = 6 mozemy bez problemu obliczy¢ obwéd kota:

Obw = 27r , Obw =27 -6, Obw = 127

Zadanie 21 0-1 pkt

Przez punkty A = (—2,5) i B = (4,9) poprowadzono prosta. Wsp6tczynnik kierunkowy tej prostej jest rowny:
Odpowiedz: A (a = 2)

Nie musimy wyznaczac¢ rownania catej prostej. Aby poznac wartos¢ wspodtczynnika a mozemy skorzystac ze wzoru:

9—-5 4 2

Ti-(2)" 6 "3

@ 3
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Zadanie 22 0-1 pkt

Odcinek o koncach A = (1,3) i B = (5, 11) jest zawarty w prostej o réwnaniu y = 2z + 1. Symetralna odcinka AB ma réwnanie:
Odpowiedz: C (y = — 1z + i7)
Krok 1. Wyznaczenie wspotrzednych srodka odcinka.

Symetralna odcinka to prosta prostopadta, ktéra przechodzi przez srodek tego odcinka. Wyznaczmy zatem najpierw wspotrzedne srodka odcinka AB. Korzystajac
ze wzoru na srodek odcinka mozemy zapisac, ze:

_ (zatzs yatys _ (145 3+11 _(8.14 = (3;
oo () (155 (8]

Krok 2. Wyznaczenie rownania symetralnej odcinka AB.
Symetralna musi by¢ prosta prostopadta do prostej o réwnaniu y = 2z + 1. Dwie proste sa wzgledem siebie prostopadte tylko wtedy, gdy iloczyn ich
wspdtczynnikow kierunkowych jest rowny —1. Skoro tak, to nasza symetralna musi mie¢ a = 7%, bo (7%) -2 = —1. To oznacza, ze symetralna wyrazac sie

bedzie réwnaniem y = 7%1: + 0.

Brakujacy wspotczynnik b obliczymy podstawiajac wspotrzedne $rodka odcinka A B, zatem:

1 3 1 17
7T=—=-34+b,7=——-+b,b=8-=—
2 + 2 + 2 2
To oznacza, ze symetralna odcinka AB ma réwnanie y = —%m + %

o1pe

Wykresy funkdji liniowych f i g, okreslonych wzorami f(z) = az + bi g(x) = bz — a, przecinaja sie w punkcie M = (3, 5). Zatem:
Odpowiedz: D (a = 1,b = 2)

Z geometrycznej interpretacji uktadu rownan wiemy, ze chcac poznac wspotrzedne miejsc przeciecia sie funkgji, musimy rozwiazac uktad réwnan sktadajacy sie ze
wzordw tych funkgji. My juz wiemy, ze wspétrzedne tego punktu to M = (3,5), zatem podstawmy = = 3 oraz y = 5 do wzoréw obydwu funkgji:

5=a-3+b ,
5=b-3—a
5=3a+b ,
5=3b—a

Korzystajac z metody podstawiania mozemy teraz zapisac, ze:

1
3a+b:3b—a,4a:2b,a:5b

Jezeli teraz podstawimy wyznaczone a = %b do np. réwnania 5 = 3a + b, to otrzymamy:
1
5:3-§b+b, 5=1,5b+b,5=2,5b,b=2

Wiedzac, zeb=2izea = %b, wyjdzie nam, ze:

To oznacza, ze warunki zadania sg spetnione dlaa = 1,b = 2.
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Zadanie 24 0-1 pkt

Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego czworokgtnego ma dtugos¢ 2v/2, a jego przekatne sg prostopadte (jak na rysunku).

Objetos¢ tego graniastostupa jest réwna:
Odpowiedz: A (32)
Krok 1. Obliczenie dtugosci przekatnej podstawy.

W podstawie mamy kwadrat o boku a = 22 (wiemy, ze jest to kwadrat, bo graniastostup jest prawidtowy czworokatny). Z wtasnosci kwadratéow wynika, ze
przekatna ma dtugos¢ d = av/ 2, zatem:

d=2v2.vV2,d=2-2,d=4

Krok 2. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Jest to graniastostup prawidtowy czworokatny, zatem jego przekatne przecinaja sie w potowie swojej dtugosci. Skoro przecinaja sie w dodatku pod katem prostym,
to bedziemy miec takg oto sytuacje:
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Zaznaczony na rysunku tréjkat jest réwnoramienny, a skoro jest on jeszcze prostokatny, to bedzie to na pewno tréjkat o katach 45°,45°,90°.

Krok 3. Obliczenie wysokosci graniastostupa
Powinnismy dostrzec, ze tréjkaty zaznaczone na niebiesko i zielono sa tak naprawde trojkatami przystajacymi (obydwa maja jednakowe dtugosci przyprostokatnych i
miare kata miedzy nimi). Skoro tak, to wysoko$¢ graniastostupa bedzie taka sama jak dtugos¢ przekatnej podstawy, czyli H = 4.

Krok 4. Obliczenie objetosci graniastostupa.
Znajac wszystkie miary, mozemy juz bez problemu przystapic¢ do liczenia objetosci:

V=2v2-2V2.4,V=4.2.4,V =32

Zadanie 25 0-1 pkt

Klase 3c w pewnej szkole tworzy 12 chtopcéw i pewna liczba dziewczat. Prawdopodobienstwo, ze osoba wybrana losowo z tej klasy jest dziewczyna, wynosi %
Wynika stad, ze liczba oséb w tej klasie jest rowna:

Odpowiedz: A (20)

Wprowadzmy do zadania proste oznaczenia:
x - liczba dziewczat

12 - liczba chtopcow

x + 12 - taczna liczba uczniow

Skoro prawdopodobienstwo wylosowania dziewczyny (czyli x z liczby = + 12) jest rowne %, to:
T

%:H—m,2-(x+12):5z,2z+24:5z,3:v:24,z:8

To oznacza, ze w tej klasie mamy 8 + 12 = 20 ucznidw.
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Zadanie 26 0-2 pkt

Rozwiaz nieréwno$¢ z(2z — 1) + 4 > 8z.

V

NI~

Odpowiedz: \(x\in(-\infty;\frac
Krok 1. Zapisanie nierownosci w postaci ogolnej.
Zanim zaczniemy liczy¢, musimy przeksztatci¢ zapis nieréwnosci. Bedziemy dazy¢ do postaci ogdlnej, zatem wszystkie wyrazy musimy przenies¢ na lewa strone i

poprawnie wymnozy¢ nawias:

z(2z —1)+4>8z,z(2z—1)+4-8>0,22°—2z+4—-82>0,222-92+4>0

Krok 2. Obliczenie migjsc zerowych wielomianu.
Teraz mozemy przystapi¢ do obliczenia miejsc zerowych.
Wspotczynnikia =2, b= -9, c =4

A=b—dac=(-9)2-4-2.4=81-32=49, VA=149=7

2 1 cbiVA (947 947 16,
T3 T 90T Ty T T 2.2 T & T i

Krok 3. Szkicowanie wykresu paraboli.
Zaznaczamy otrzymane wyniki na osi liczbowej i rysujemy parabole. Ramiona paraboli beda skierowane do géry, bo wspétczynnik a jest dodatni, zatem:

V

NI~

Krok 4. Odczytanie rozwigzania.
Interesuja nas miejsca w ktorych funkcja przyjmuje wartosci wieksze zera. Patrzymy sie zatem co znajduje sie nad osig i widzimy, ze rozwigzaniem tej nieréwnosci
bedzie suma przedziatow = € (—o0; 1) U (4; +00)
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Zadanie 27 0-2 pkt

Liczba 4 jest pierwszym wyrazem pewnego ciggu arytmetycznego. Drugi wyraz tego ciagu jest rowny x + 4, a suma trzech jego poczatkowych wyrazéw wynosi
16%. Oblicz réznice tego ciagu.

Odpowiedz: r = 1,5
Z tresci zadania wynika, ze a1 = 4 oraz az = x + 4. To oznacza, ze rdznica tego ciggu to:

r=a—a,r=cz+4—-4,r==x

Skoro kazdy kolejny wyraz jest o & wiekszy od poprzedniego, to wartos¢ az bedzie réwna:

aa=c+4+zc=2cx+4

Suma trzech pierwszych wyrazéw jest rowna 162, zatem:

1 1 1
4+$+4+2z+4:16§,3z+12:165,3z:45,$:1,5

To oznacza, ze rdznica tego ciagu wynosi r = 1, 5.

Zadanie 28 0-2 pkt

W urnie znajduja sie jedynie kule biate i czarne. Prawdopodobierstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze losowo wybrana kula z tej urny bedzie biata, jest rowne %
Jezeli do urny dotozymy jedna biata kule, to prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej zwiekszy sie o ﬁ Ustal liczbe kul w tej urnie przed dotozeniem
dodatkowej kuli biatej.

Odpowiedz: 33

Krok 1. Wprowadzenie oznaczen do tresci zadania.
Liczba wszystkich kul:

Liczba biatych kul: %m

Liczba czarnych kul: %;1:

Po dotozeniu jednej kuli biatej bedziemy mie¢:
Liczba wszystkich kul: z 4- 1
Liczba biatych kul: %m +1

Krok 2. Obliczenie liczby kul przed dotozeniem dodatkowej kuli.
Prawdopodobienstwo wylosowania biatej kuli bedzie zatem réwne:

ge+l 1 1 gz+l 17 1 ge+l 18

2+l 3 51 241 551 z+1 &

Mnozac na krzyz, otrzymamy:

(éz-§—1>~&'>1:(m+1)-187 172 +51 =18z + 18, —xz=—-33, z =33

To oznacza, ze liczba wszystkich kul przed dotozeniem dodatkowej biatej kuli byta rowna 33.
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Zadanie 29 0-2 pkt

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba 64" — 4™ jest podzielna przez 12.
Odpowiedz: Wykazano, pokazujac

Do zadania mozna podejs¢ na rézne sposoby, ale najprosciej bedzie zauwazyc, ze:

64" — 4" — 4. (16" — 1)

Wartoé¢ 16" — 1 znajdujaca sie w nawiasie mozemy jeszcze rozpisac zgodnie ze wzorem skréconego mnozenia a® — b = (a — b)(a + b) jako (4" — 1)(4" + 1).
Otrzymamy wtedy:

47 (16"~ 1) = 4" (4" — 1)(4" + 1)

Powinnismy teraz dostrzec, ze otrzymaliSmy mnozenie trzech kolejnych liczb naturalnych. Bedzie to dobrze wida¢, gdy zamienimy wyrazy miejscami:

(47— 1) - 47 (4" 4+ 1)

Skoro sa to trzy kolejne liczby naturalne, to ktéras z nich jest na pewno podzielna przez 3. Dodatkowo widzimy, ze 4™ jest podzielne przez 4. Skoro wiec ten nasz
iloczyn dzieli sie przez 3 i 4, to bedzie takze podzielny przez iloczyn tych wartosci, czyli przez 12, co nalezato wtasnie udowodnic.
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Zadanie 30

Dany jest szescian ABCDEFGH. Odcinek taczacy wierzchotek H ze $rodkiem krawedzi BC' ma dtugos¢ HP = 4 (jak na rysunku).

H

AR R IS

A B

Oblicz objetos¢ tego szescianu.

Odpowiedz: \(V=18\frac{26}{27}\

Krok 1. Obliczenie dtugosci krawedzi szescianu.

G

0-4 pkt

Kluczem do sukcesu jest dostrzezenie, iz trojkat PCH jest prostokatny. Skoro tak, to pomoze nam tutaj Twierdzenie Pitagorasa. Jezeli przyjmiemy, ze dtugos¢

krawedzi sze$cianu ma dtugos¢ a, to

dtugos¢ |[HP| = 4 (ktdra jest przeciwprostokatng naszego tréjkata), zatem:

12 - 1 9 4 64 64
(50,) + (aV2)? = 42, Za2+2a2:16, Za2:16 /.5, a,?:?, a=15
Krok 2. Obliczenie objetosci szeScianu.
8\* 512 26
V=d,V=(= =— =18—
“ (3) ’ 27 27
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Zadanie 31 0-4 pkt

Liczba 4 jest jednym z miejsc zerowych funkgji kwadratowej f, a ponadto f(0) = f(12) = 2. Wyznacz najmniejsza wartos¢ funkgji f.

Ay

I(O)_.__:

I\.)
S

Odpowiedz: y = — %
Krok 1. Wyznaczenie wspotrzednej p wierzchotka paraboli.
Wykresem funkgcji kwadratowej jest zawsze parabola. Jedna z wtasnosci parabol jest to, ze jej wierzchotek znajduje sie zawsze w réwnej odlegtosci od argumentéw o
Jjednakowej wartosci (zwyczajowo méwimy, ze wierzchotek znajduje sie doktadnie miedzy miejscami zerowymi, cho¢ ta zaleznos$¢ dotyczy tak naprawde nie tylko
miejsc zerowych).

Ay

fo

r\)
S

Mozemy wiec zapisac, ze:

0+12 12
p:

Krok 2. Wyznaczenie drugiego miejsca zerowego.
Teraz skorzystamy z doktadnie tej samej wtasnosci co przed chwilg, tylko w druga strone. Odlegtos¢ od pierwszego miejsca zerowego do wierzchotka jest taka sama
jak od wierzchotka do drugiego miejsca, czyli:
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T1+ T2 44 xo

5 P, — =6,4+2,=12, 2o =38

Krok 3. Zapisanie wzoru funkgji w postaci iloczynowej.
Znajac wszystkie miejsca zerowe, mozemy przystapi¢ do zapisania wzoru funkgji w postaci iloczynowej:

y=a(z—z)(z—x2), y=alz —4)(z —8)

Brakuje nam jeszcze znajomosci wspotczynnika a. Mozemy skorzystac z informagji, ze np. f(0) = 2, czyli ze dla argumentu & = 0 funkgja przyjmuje warto$¢ y = 2.
Podstawiajac zatem te wspoétrzedne do wyznaczonej postaci iloczynowej, otrzymamy:

2:a-(074)-(078),2:a-(74)-(78),2:32a,a:1—16

To oznacza, ze petnym wzorem tej funkdji w postaci iloczynowej jest:

y=15@ -9

Krok 4. Wyznaczenie najmniejszej wartosci funkgji.
Funkcja ma ramiona skierowane do gory (bo wspétczynnik a jest dodatni), wiec najmniejsza wartos¢ tej funkdji jest przyjmowana w wierzchotku. Nie bedziemy tutaj

korzystac ze wzoru na wspotrzedng g, czyliqg = %, bo nie mamy postaci ogdinej. Mozemy postapic sprytniej i obliczy¢ warto$¢ funkgji dla = 6, czyli wiasnie
warto$¢ przyjmowana w wierzchotku:
1 1 1 1
=— - (6-4)-(6-8),y=—-2-(-2),y=—-(—4), y=—=
y=1g 6-49(6-8),y=12-2-(-2), y=35"(-4),y=—7
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Zadanie 32 0-4 pkt

Ramie AD trapezu ABCD o podstawach AB i C'D jest zarazem wysokoscia tego trapezu. Podstawa C'D i ramie BC' majg dtugosci rowne 8, a kat miedzy tymi
bokami jest réwny 120° (jak na rysunku).

D 3 C
120°

™
A B

Oblicz pole trapezu ABCD oraz dtugo$¢ jego przekatnej BD.
Odpowiedz: P = 40+/3 ora

Krok 1. Obliczenie miar katow.

Mozemy skorzysta¢ z wkasnosci trapezdw, ktéra méwi nam, ze katy przy jednym ramieniu trapezu maja taczna miare 180°. Skoro wiec kat BC'D ma miare 120°, to
kat ABC bedzie miat:

|<ABC| = 180" — 120° = 60°

Krok 2. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Nanoszac na rysunek odpowiednie katy, otrzymamy taka oto sytuacje:

D

™

A B

Wyszto nam, ze trojkat EBC jest trojkatem prostokatnym o katach 307,607, 90° i to bedzie punkt wyjscia do dalszych obliczen.

Krok 3. Obliczenie dtugosci odcinkéw EB oraz EC.
Z whasnosci tréjkatow o katach 30°,60°,90° wynika, ze, bok EB bedzie miat miare dwa razy krotsza od przeciwprostokatnej BC, czyli ze | EB| = 4. Dodatkowo z
tych samych whasnosci wynika, ze przyprostokatna EC bedzie v/3 razy diuzsza od przyprostokatnej EB, czyli |[EC| = 4+/3.

Krok 4. Obliczenie pola powierzchni trapezu.

Znamy juz tak naprawde wszystkie potrzebne dane do obliczenia pola trapezu. Dolna podstawa A B bedzie miata dtugo$¢ |AB| = 8 + 4 = 12, gérna podstawa ma
dhugoé¢ | DC| = 8, a wysokoé¢ naszego trapezu to |EC| = 4+/3. Skoro tak, to:

1 - 1 -
P=g(a+b)-h, P= (12 +8)-4v3, P:§v20-4\/§,P:10-4\/3,P:40\/§

NI
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Krok 5. Obliczenie dtugosci przekatnej BC.
Musimy jeszcze obliczy¢ dtugos¢ przekatnej BC. Dokonamy tego korzystajac z Twierdzenia Pitagorasa w trojkacie ABD. Mozemy zapisag, ze:

12+ (4v3)* = |BD|*, 144+ 16 -3 = |BD|*, 144+ 48 = |BD|*, |BD|*= 192, |BD| =v192 VvV |BD|=—v192

Ujemny wynik oczywiécie odrzucamy, zatem zostaje nam |BD| = V192, co mozemy jeszcze rozpisac jako |BD| = V64-3 =83
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