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Odpowiedzi do zadan zamknietych

Zadanie Odpowiedz

1 D (45)
2 A (147620)
3 C(-3)
4 A (43
5 D (%)
6 B(—13)
7 B (z = —1010)
8
| |
—q -4
D (
9 Bla=4,b=3)
10 D (-2)
1 Bly=2z— )
12 D (£
13 D ((—4,3))
14 c(7)
15 A (-10)
16 B(3)
17 C (427
18 A(162)
19 B (42)
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20 D (20v/2) 1

21 B (12m) 1
22 B (32) 1
23 C (216) 1
24 C(3,5) 1
25 C(18) 1

Rozwiazania krok po kroku

[v/1681 — 45| + /1681 jest réwna:

Odpowiedz: D (45)
Powinnismy zauwazy¢, ze V1681 = 41. Podstawiajac te informacje do naszego réwnania otrzymamy:

|V1681 — 45| + V1681 = [41 — 45| + 41 = | — 4| + 41 = 4+ 41 = 45

o1 pi

Cena komputera BIT byta réwna 196827. W ramach promodii sklep obnizyt ja o 25%. Po obnizce cena tego komputera jest réwna:
Odpowiedz: A (147627)

Z dziatu procentéw wiemy, ze obnizenie ceny o 25% sprawia, iz produkt kosztuje teraz 0, 75 warto$ci poczatkowej. Mozemy zatem zapisa¢, ze po obnizce cena tego
komputera wynosi:

0,75 - 196821 = 147621

Oczywiscie nic tez nie stoi na przeszkodzie, by najpierw obliczy¢ wysoko$¢ obnizki, a potem odliczy¢ ja od kwoty komputera. Mogliby$Smy wiec rozpisac to w taki
sposob:

Wysokos¢ obnizki wynosi: 0,25 - 196821 = 49221

Nowa cena komputera wynosi: 19682/ — 4922/ = 14762/
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Dane sg liczby a = 2 - log,2 oraz b = log,8. Réznica a — b jest réwna:

Odpowiedz: C (—%)

Do zadania mozna podejs¢ na rézne sposoby, wiec pokazmy sobie rézne metody rozwigzania takiego przyktadu.

| sposob - rozwiazujac kazdy logarytm osobno.
Zacznijmy od liczby a. Z wtasnosci poteg wiemy, ze dwdjke stojaca przed logarytmem mozemy przenies¢ w miejsce potegi liczby logarytmowanej, dzieki czemu
otrzymamy:

a=2-logs2 = log422 =logid =1

Logarytm b jest nieco trudniejszy, dlatego rozpiszmy go sobie w taki sposdb, by przej$¢ do postaci potegowej:

logl8 =z =4"=38

Pamietajac o tym, ze 4 = 22 oraz ze 8 = 23, otrzymamy:

4°=8,(2)*=2%,2"=2% 22=3,2=1,5

To oznacza, ze b = logs8 = 1,5
Teraz sprawa jest juz prosta, bowiem skoroa = 1orazb=1,5toa —b=1—-1,5= —%.

Il sposéb - korzystajac z dziatan na logarytmach
Rozpiszmy sobie logarytm a, przenoszac dwdjke w miejsce wyktadnika potegi liczby logarytmowanej:

a=2-logs2 = log422 = logs4

Oczywiscie wartos¢ powyzszego logarytmu jest rowna 1, ale nam postac logs4 bardzo pasuje, bo uzyjemy jej w odejmowaniu logarytméw, wiec mozemy ja tak

zostawic. Korzystajac ze wzoru logeb — logac = log, (%) mozemy zapisac, ze:

4 1
logsd — logs8 = log4§ = log4§

Aby rozwiaza¢ taki logarytm, najprosciej bedzie przejs¢ do zapisu potegowego:

1 1
log45:z:>4z:5

1

Wiedzac, ze 3 21 mozemy zapisac, ze:

z

1 1
==, @) =2"2"=2"22=-1,2=—=
2 2

To oznacza, ze a — b = 7%.
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Wartos¢ wyrazeniaz — 1 + —L; dlaz = h\’/% jest rowna:

Odpowiedz: A (142)

Krok 1. Uproszczenie zapisu liczby .
Zacznijmy od uproszczenia zapisu liczby , a doktadniej rzecz ujmujac od usuniecia niewymiernosci z mianownika. W tym celu musimy licznik oraz mianownik
utamka pomnozy¢ przez wartos¢ znajdujaca sie w mianowniku, czyli przez v/3. Obliczenia beda wyglada¢ nastepujgco:

1+v3 _ (1+Vv3)-v3 v3+3 V3

V3 V33 3 3

Krok 2. Podstawienie danych do wyrazenia.
Podstawiajac warto$¢ & do naszego wyrazenia bardzo wiele rzeczy zacznie sie teraz skraca¢, a catos¢ bedzie wygladaé nastepujaco:

1 V3 1 V3 V3 3 V3 3 V3 3.3 V3
=2 4114 —— =4 -, =

z—1+ — =,
z-1 3 ¥E 11 3

= =22 =2, 2

wl&‘| [
w
@

o1

i ei 3 : I . sinla . .
Jesli sina = 3 a kat o jest ostry, to warto$¢ wyrazenia cosle JESt rowna:

Odpowiedz: D (2)
Korzystajac z jedynki trygonometrycznej sina + cos’a = 1 mozemy zapisac, ze:

cos’a =1 — sin’a

W zwiazku z tym:

sina sin’a

cos’a 1 — sin’a

2

Widzimy, ze potrzebujemy zna¢ wartos¢ sin“a, a z tresci zadania wiemy, ze sina = %. Podniesmy zatem te warto$¢ do kwadratu, otrzymujac:

Podstawiajac teraz te warto$¢ do naszego wyrazenia, otrzymamy:
. 9 9

sin’o T 16 9 16 9

1 _ ein2y 1. 9 71 16 7 7

1 — sin‘a 1— =

1

Liczba %jest miejscem zerowym funkgji liniowej f okre$lonej wzorem f(z) = (%m - 4)z + 3m + 6. Wynika z tego, ze liczba m jest réowna:

Odpowiedz: B (— %)

Miejsce zerowe to taki argument x, dla ktérego funkcja przyjmuje wartos¢ rowna 0. Obrazowo rzecz ujmujac, musimy do wzoru funkgji podstawi¢ z = % i
sprawdzi¢, kiedy wartos¢ tej funkcji bedzie réwna 0, zatem:

5 3 15 3 1 1 17 4 12
(§m74)-z+3m+6—0, ﬁm73+3m+6—0, 1§m+3m+370,4zm+3—0,4zm773, Tmff?) /-ﬁ,mffﬁ

b=, == =
3 V3 3 V3.3 3
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Funkgja kwadratowa f jest okreslona wzorem f(z) = —4(z + 2021)(x — 1). Osia symetrii wykresu tej funkdi jest prosta o réwnaniu:

ﬁ\/

Odpowiedz: B (x = —1010)

Krok 1. Wyznaczenie miejsc zerowych.

Funkgja zapisana jest w postaci iloczynowej, a to oznacza, ze bardzo szybko jestesmy w stanie wyznaczy¢ jej miejsca zerowe - wystarczy przyrownac wartosci w
nawiasach do zera:

r+2021=0 V zz-1=0,z2=-2021 Vv =z=1

Krok 2. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Naszkicujmy parabole, ktéra jest wykresem naszej funkgji, zaznaczajgc oczywiscie wyznaczone przed chwilg miejsca zerowe. Ramiona paraboli bedg skierowane do
dotu, poniewaz wspotczynnik a jest ujemny (@ = —4):

Krok 3. Wyznaczenie osi symetrii wykresu funkgji.

O3 symetrii paraboli ma te wtasnos¢, ze przechodzi doktadnie miedzy miejscami zerowymi funkdji. Nasza prosta wyznaczymy wiec wyliczajac srednig arytmetyczna
dwodch miejsc zerowych:

—-2021+1 —2020
= = —1010
2 2

To oznacza, ze osig symetrii wykresu tej funkgji jest prosta = —1010.
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Wskaz wykres funkgji kwadratowej f okreslonej wzorem f(z) = —(z +4)? + 2.

Odpowiedz: D ( )

Powinniémy dostrzec, ze wzor funkgji zapisany jest w postaci kanonicznej, czyli f(z) = a(x — p)? + q. To oznacza, ze mozemy odczytaé ze wzoru wspétrzedne
wierzchotka paraboli W = (p; q).

fla)=—(z+ 4 +2, f(z) = —(z — (-4))*+2

To oznacza, ze p = —4 oraz g = 2, czyli W = (—4; 2). Taka sytuagje mamy jedynie na czwartym rysunku.

W dodatku warto zauwazy¢, ze nasza funkcja ma ujemny wspdtczynnik kierunkowy (to przez minusa stojacego na przodzie), co potwierdza wybér wykresu, bowiem
w takiej sytuacji parabola musi mie¢ ramiona skierowane do dotu.
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. . J2z—-3y=a—-0b
kt
Uktad rownan {2z+3y:a+b

Odpowiedz: B (a = 4,b = 3)

z dwiema niewiadomymi z i y ma jedno rozwigzanie, ktérym jest para liczb (2, 1). Wynika z tego, ze:

Aby rozwiagzad to zadanie, musimy podstawi¢ do uktadu réwnan = 2 oraz y = 1, zatem:

2.2-3-1=a—b ,
2.243-1=a+b

4—-3=a-0b ,
44+3=a+b

a—b=1 ,
at+b="17

Korzystajac z metody podstawiania mozemy teraz zapisac, ze:

1+b=7-0,20=6,b=3

Znamy juz warto$¢ b = 3, zatem podstawiajac jg do jednego z rownan np. a = 1 + b, obliczymy poszukiwana wartos¢ a:

a=1+b,a=1+3,a=14

Zadanie 10 0-1 pkt

Suma wszystkich rozwiazan réwnania (z* + 8)(z2 — 9) = 0 jest réwna:
Odpowiedz: D (—2)

Aby rozwiagzad to rownanie, musimy dziata¢ doktadnie tak jak przy standardowym réwnaniu zapisanym w postaci iloczynowej, czyli musimy przyréwnac wartosci w
nawiasach do zera. W zwiagzku z tym:

2+8=0 V 22-9=0,2°=-8 Vv 2’=9,z2=-2 VvV z=3 V z=-3

Naszym celem jest poznanie sumy wszystkich rozwiazan, zatem:

—24+3+(-3) =2

Zadanie 11 0-1 pkt

Przekatna AC rombu ABCD jest zawarta w prostej o réwnaniu y = 7%x + 1. Punkt S = (2; —2) jest $rodkiem symetrii tego rombu. Wynika z tego, ze
przekatna BD tego rombu jest zawarta w prostej o rownaniu:

Odpowiedz: B (y = %1 — %)

Whbrew pozorom nie musimy wyznacza¢ réwnania tej prostej. Wystarczy pamieta¢, ze przekatne rombu przecinaja sie pod katem prostym, a skoro tak, to bedziemy
mogli skorzystac z wtasnosci prostych prostopadtych. Aby dwie proste byly wzgledem siebie prostopadte, iloczyn ich wspotczynnikdw kierunkowych musi by¢ réwny
—1. Pierwsza prosta ma wspétczynnik a = —%, zatem druga (ta przez nas poszukiwana) musi mie¢ a = % bo —% . % = -1

Z proponowanych odpowiedzi tylko druga ma interesujacy nas wspétczynnik kierunkowy, zatem bez dalszych obliczen mozemy stwierdzi¢, ze druga przekatna tego

rombu jest zawarta w prostej o réwnaniu y = %m — %.
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Zadanie 12 0-1 pkt

Prosta o réwnaniu y = ax + b przechodzi przez punkty P = (—3;3) i Q = (4; —2). Wspdtczynnik b w réwnaniu tej prostej jest rowny:
Odpowiedz: D (£)

Aby wyznaczy¢ rownanie prostej przechodzacej przez dwa punkty najprosciej bedzie skorzysta¢ z metody uktadu réwnan. W tym celu do réwnania y = az + b
musimy podstawi¢ najpierw wspotrzedne punktu P, a pdzniej punktu @, otrzymujac:

3=-3a+b ,
—2=4a+b

Odejmujac te rbwnania stronami otrzymamy:

5
5=-7a,a=——
a 7

Znamy juz warto$¢ wspétczynnika a, jednak to nie koniec, bo nas interesuje poznanie wspotczynnika b. Podstawmy zatem obliczone a = —% do jednego z réwnan
w uktadzie (np. do pierwszego), dzigki czemu otrzymamy:

5 15 1 6
=— b.3=-3.(-2 b.3=—""4b.3=2=+b. b= —
3 3a+b, 3 3 ( 7)+ , 3 7+ , 3 7+ ) -

Zadanie 13 0-1 pkt

Na rysunku przedstawiono wykres funkdji f.

Vi

Zbiorem wartosci funkgji f jest:

Odpowiedz: D ({(—4, 3))

Zbidr wartosci funkdji odczytujemy z osi OY. Widzimy, ze mimo "przerw" funkda przyjmuje wartosci z przedziatu (—4, 3).
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Zadanie 14 0-1 pkt

Na rysunku przedstawiono wykres funkdji f.

Y

Miejscem zerowym funkgji h, okreslonej wzorem h(z) = f(z) + 2 jest liczba:

Odpowiedz: C (7)

Ze wzoru h(z) = f(z) + 2 wynika, ze funkgja h(z) jest tak naprawde przesunigciem funkgji f(z) o dwie jednostki w gére. Mozemy to sobie nawet zobrazowac na
rysunku:
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Migjsce zerowe to argument z, dla ktorego funkgja przyjmuje wartos¢ rowna 0, czyli tak naprawde interesuje nas miejsce przeciecia sie wykresu z osig OX. Z
rysunku szkicowego wynika wprost, ze tym argumentem bedzie z = 7.

Przy okazji zwré¢ uwage, ze ¢ = —3 nie jest miejscem zerowym, bo mamy tutaj niezamalowang kropke, wiec ten punkt nie nalezy do wykresu funkdji.

Zadanie 15 0-1 pkt

Ciag arytmetyczny (a,,) jest okreslony dla n > 1. Drugi i piaty wyraz tego ciagu spetniaja réwno$¢ as + 20 = a5 + 50. Rdznica r ciagu (a,) jest réwna:

Odpowiedz: A (—10)

Z wiasnosci ciggdw arytmetycznych wiemy, ze as = as + 3r. Skoro tak, to w podanej w zadaniu réwnosci podstawmy pod as warto$¢ ag + 37 i rozwigzmy powstate
rownanie:

ay+20=ay+3r+50,20=3r+50, —30=3r, r = —10
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Zadanie 16 0-1 pkt

Dany jest ciag geometryczny (4z + 4,z + 3,z + 1), ktérego wszystkie wyrazy sa dodatnie. lloraz g tego ciagu jest rowny:
Odpowiedz: B ()

Do zadania mozemy podej$¢ na rézne sposoby.

| sposob - dla spostrzegawczych.
Mogliby$my dostrzec, ze trzeci wyraz « + 1 jest 4 razy mniejszy od pierwszego wyrazu 4z + 4, a to znaczaco uprosci obliczenia. Z wtasnosci ciagdéw
geometrycznych wiemy, ze a3 = aq - q2, a wiec q2 = :—f Skoro tak, to:

2 z+1 2 z+1 s 1

1 1
= = == g== V ==
Era i I P I =73

Ujemne g odrzucamy, bo dla ujemnego g nigdy nie otrzymamy ciggu o dodatnich wyrazach (a zgodnie z trescig zadania - ciag ma mie¢ wszystkie wyrazy dodatnie).
Zostaje nam wiec ¢ = %

Il sposéb - korzystajac z wasnosci trzech kolejnych wyrazow ciggu geometrycznego.
Z wiasnosci ciggdw geometrycznych wiemy, ze dla trzech kolejnych wyrazéw ciagu zachodzi nastepujaca réwnosé:

a22 =ai- a3

Podstawiajac do tego wzoru warto$ci naszych wyrazéw, otrzymamy:

(z+32=(4z+4)-(z+1), 22 +62+9=42’ +4x+4z+4, 2>+ 6z +9=422+ 8z +4, — 322 -2z +5=0

Powstato nam do rozwiazania réwnanie kwadratowe w postaci ogélnej, zatem z pomoca przyjdzie nam delta.

Wspdtczynnikia = =3, b= -2, ¢ =5

A= —dac=(-2)2—4-(-3)-5=4—(—60)=4+60=164, VA=164=38

Z otrzymanych rozwigzan pasuje nam jedynie = 1, bo tylko wtedy nasze wyrazy beda dodatnie. Podstawmy zatem & = 1 do naszych wyrazéw:

a=4dz+4=4+4=8,ay=2+3=1+3=4,a3=z+1=1+1=2

Znajac wartosci dwoch dowolnych wyrazdw, obliczenie g jest juz tylko formalnoscia:

as
ay
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Zadanie 17 0-1 pkt

Punkty A, B, C'i D leza na okregu o $rodku S. Odcinek BD jest srednicg tego okregu, a miary katow ADC i CAD, wpisanych w ten okrag, sa rowne
odpowiednio 110° 128" (jak na rysunku).

D

Miara « kata wpisanego ABD jest réwna:
Odpowiedz: C (42°)

Krok 1. Obliczenie miary kata DC A.
Spojrzmy na tréjkat C AD. Znamy miary dwoch katdw tego trojkata, zatem i trzecig obliczymy bez problemu:

|<DCA| = 180° — 110" — 28° , [<DCA| = 42°

Krok 2. Wyznaczenie miary kata cv.
Jezeli sie dobrze przyjrzymy, to zauwazymy, ze zaréwno kat DC'A jak i kat « sa katami wpisanymi, ktore sa oparte na tym samym tuku. Z wtasnosci katow
wpisanych wiemy, ze w takiej sytuacji miara katow jest jednakowa, stad tez @ = 42°.
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Zadanie 18 0-1 pkt

Przyprostokatna BC tréjkata prostokatnego ABC' ma dtugos¢ 5. Wysokos¢ C'D tego trojkata, opuszczona na przeciwprostokatng, jest rowna 4, a dtugos¢ odcinka
BD jest réwna 3 (jak na rysunku).

B

C A

Pole trojkata ABC jest rowne:
Odpowiedz: A (162)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Powinnismy dostrzec, ze trojkaty BC'D oraz C AD sa trojkatami podobnymi. Skad to wiemy? Jezeli kat C BD oznaczymy sobie jako «, to kat BC'D ma miare
90° — o

To z kolei prowadzi nas do wniosku, ze skoro kat BC A jest katem prostym, to miara kata DC A bedzie rowna:

|<DCA| = 90° — |[<BCD|, |<DCA| = 90° — (90° — @) , |<DCA| = a

Skoro |[<DCA| = a to kat CAD ma miare 90° — «, czyli taka jak kat BC'D.

N3

o 90°% -«

C A

Krok 2. Obliczenie skali podobienstwa.
Zastanobwmy sie teraz jaka jest skala podobienstwa tych trojkatow. Szukamy diugosci bokéw odpowiadajacych i widzimy, ze taka pare stanowia jedne z
przyprostokatnych tych dwoch tréjkatow, czyli BD oraz DC, ktére maja dtugosci rowne 3 oraz 4. Przyjmujac, ze trdjkat C AD jest trojkatem podobnym do BC'D

mozemy zapisa¢, ze w takim razie skala podobienstwa wynosi k = %.
Krok 3. Obliczenie pola powierzchni tréjkata BC'D.
Zanim wykorzystamy wtasnosci trojkatow podobnych, to obliczmy miare trojkata BC' D. Znamy wszystkie miary tego tréjkata, wiec nie bedzie z tym zadnego

problemu:

1
PBCD:§'4'37PBCD:6

Krok 4. Obliczenie pola powierzchni tréjkata CAD.
Z whasnosci trojkatow podobnych wiemy, ze przy skali podobienstwa rownej k, trojkat podobny ma pole powierzchni k? razy wieksze od tréjkata podstawowego.
Skoro tak, to:
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4\? 16 96 6 2
PCAD:k2'PBCDv PCAD: (5) '67PCAD:?'6:PCAD:?:10§:]-U§

Krok 5. Obliczenie pola powierzchni trojkata ABC.
Na koniec zostata juz tylko formalnos¢, bowiem suma pél trojkatéw BC'D oraz C'AD daje nam poszukiwane pole powierzchni tréjkata ABC:

2 2
Papc = Ppep + Poap , Papc = 6+ 10§ , Papc = 16§

Zadanie 19 0-1 pkt

Tréjkaty ABC i PQR sa podobne. Boki trojkata ABC maja dtugosci: 12, 6, 10. Rdznica miedzy dtugoscia najdtuzszego boku trojkata PQR a dtugoscia jego boku
najkrétszego jest rowna 9. Obwdd trojkata PQR jest réwny:

Odpowiedz: B (42)

Krok 1. Obliczenie skali podobienstwa.

W trojkacie ABC réznica migdzy dtugoscig najdtuzszego i najkrétszego boku jest réwna 12 — 6 = 6. Z tresci zadania wynika, ze w trojkacie PQR ta rdznica jest
wieksza i wynosi 9. Skoro sa to tréjkaty podobne, to na podstawie tej informacji mozemy wysnué wniosek, ze skala podobienstwa trojkata PQR do tréjkata ABC
bedzie rowna:

Krok 2. Obliczenie obwodu trojkata PQR.
Trojkat ABC ma obwod réwny:

ObwABC: 12+ 6+ 10 = 28

Z wtasnosci trojkatow podobnych wynika, ze trojkat PQR bedzie miat ten obwdd k razy wiekszy, a skoro k = 1,5, to:

Obwpgr = k- Obwapc , Obwpgr = 1,5 - 28 , Obwpgr = 42

Zadanie 20 0-1 pkt

Punkt A = (—4;1) jest wierzchotkiem kwadratu ABC D. Przekatne tego kwadratu przecinaja sie w punkcie S = (0;4). Obwdd tego kwadratu jest réwny:
Odpowiedz: D (201/2)

Krok 1. Obliczenie dtugosci odcinka AS.
Na poczatek obliczmy dtugos¢ odcinka AS, czyli tak naprawde potowe dtugosci przekatnej kwadratu. Korzystajac ze wzoru na dtugo$¢ odcinka mozemy zapisac, ze:

|AS| =/ (@s — 2 + (us —ya)?, |AS| = /(0 (—4))+ (4~ 1)2, |AS| = V&1 3, |AS| =VIE 19, |AS| = V25, |AS| =5

Krok 2. Obliczenie dtugosci przekatnej kwadratu.
Skoro obliczony odcinek |AS| ma dtugos¢ réwna potowie przekatnej kwadratu, to cata przekatna bedzie mie¢ miare:

d=2-]AS|,d=2-5,d=10

Krok 3. Obliczenie dtugosci boku kwadratu.
Z wiasnosci kwadratéw wiemy, ze kwadrat o boku a ma przekatna o dtugosci av2. Przekatna naszego kwadratu ma dtugos¢ 10, zatem:
10 10-v2  10v2

a/2=10,a="—,a= , 4=
V2 V2.2 2

,a:5\/§

Krok 4. Obliczenie obwodu kwadratu.
Na koniec zostata juz tylko formalno$¢, czyli obliczenie obwodu kwadratu:

Obw = 4-5v2, Obw = 20v/2

matematix.pl - Matura probna z matematyki (poziom podstawowy) - Nowa Era 2021 14/34



Zadanie 21 0-1 pkt

Rozwazmy bryte powstata w nastepujacy sposob: w walcu, ktérego wysokos¢ jest rowna 4, a promien podstawy 2, wydrazono stozek o podstawie pokrywajacej sie z
gérna podstawa walca i wierzchotku lezacym w odlegtosci 1 od dolnej podstawy walca (jak na rysunku).

A

Objetos¢ powstatej bryty jest rowna:
Odpowiedz: B (127)
Krok 1. Obliczenie objetosci stozka.

Na poczatek obliczmy objetos¢ wydrazonego stozka. Wiemy, ze 7 = 2 oraz H = 3, zatem:

1 1 1
Vs:§-Pp-H,Vs:§-22-ﬂ‘-3,Vs:§-4ﬂ'-3,Vs:4ﬂ‘

Krok 2. Obliczenie objetosci walca.
Teraz obliczmy objetos¢ walca, podstawiajac do stosownego wzoru r = 2 oraz H = 4:

Vo=P,-H,V,=2>7-4,V,=4dr-4, V,, =167

Krok 3. Obliczenie objetosci powstatej bryty.
Interesujaca nas objetos¢ bryty bedzie réznica miedzy objetoscig walca i stozka, zatem:

V=V,-V,, V=16r—d4r, V = 12r

matematix.pl - Matura probna z matematyki (poziom podstawowy) - Nowa Era 2021 15/34



Zadanie 22 0-1 pkt

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym przekatna tworzy z podstawa kat 45°, a krawedz podstawy ma dtugoéé v/8. Objetos¢ tego graniastostupa jest
réwna:

Odpowiedz: B (32)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Narysujmy sobie te sytuacje, zaznaczajac odpowiednie miary na graniastostupie:
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Kluczowa obserwacja jest dostrzezenie, ze tak naprawde dtugos¢ przekatnej podstawy jest rowna wysokosci graniastostupa. Skad to wiemy? Zaznaczony na rysunku
tréjkat to charakterystyczny trojkat o katach 45°,45°,90° a wiec trojkat rownoramienny.

Krok 2. Obliczenie dtugosci przekatnej podstawy oraz wysokosci graniastostupa.

W podstawie mamy kwadrat, a z wtasnosci kwadratow wiemy, ze ich przekatnag mozna obliczy¢ ze wzoru d = a+/2. Skoro krawedz podstawy ma dtugos¢ a = V8,
to:

d=av2,d=v8-v2,d=V16,d=4

Tym samym, zgodnie z informacja omoéwiong w kroku pierwszym, mozemy zapisa¢, ze takze H = 4.

Krok 3. Obliczenie objetosci graniastostupa.
Obliczenie objetosci jest juz tylko formalnoscia:

V=P, -H,V=v8-v/8-4,V=8-4,V=32
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Zadanie 23 0-1 pkt

Pola trzech $cian prostopadtoscianu wynosza 72, 36 i 18. Objetos¢ tego prostopadtoscianu jest réwna:

r-————-—=-—-=-=—-—-F+--
I
I
I
I
I
I
I

Odpowiedz: C (216)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Narysujmy sobie prostopadtoscian i zastandwmy sie, co tak naprawde wynika z tresci zadania:
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Nie jest istotne jakimi symbolami opiszemy te Sciany. Wazne jest to, ze powstana nam tak naprawde trzy rézne prostokaty, ktérych pola zapisane sg w tresci
zadania. Korzystajgc ze wzoru na pole prostokata mozemy utozy¢ trzy nastepujace réwnania, ktére stworzg nam tym samym uktad réwnan:

a-b=18
b-c=36 ,
a-c=7T2

Krok 2. Rozwigzanie powstatego uktadu réwnan.
Naszym zadaniem jest teraz rozwigzanie uktadu rownan. Jest wiele drég na dojscie do wyniku, ale najprosciej bedzie chyba przeksztatci¢ pierwsze i drugie réwnanie
w taki sposéb:

Podstawmy teraz do trzeciego réwnania to, co otrzymaliSmy w réwnaniu pierwszym i drugim:

18 36 648
— =72, =72, 72 =648, =9,b=3 V b=-3
b b b2

Oczywiscie ujemng dtugos¢é musimy odrzuci¢, wiec zostaje nam b = 3. Teraz korzystajac z odpowiednich réwnan z uktadu, mozemy dojs$¢ do brakujacych dtugosci a
oraz c:

a-b=18,a-3=18,a=6

b-c=36,3-¢c=36,c=12
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Krok 3. Obliczenie objetosci prostopadtoscianu.
Znajac wszystkie dtugosci bokdw prostopadtoscianu, mozemy bez problemu obliczy¢ jego objetosc:

V=6-3-12, V=216

Zadanie 24 0-1 pkt

W grupie 64 dorostych osob przeprowadzono ankiete dotyczacg nauki jezykow obcych. Wyniki ankiety przedstawiono w tabeli.

Liczba lat nauki 0 1 2 3 4

o

Liczba osob 11 6 5 10 14 18

Mediana wyrazonego w latach czasu nauki jezykéw obcych jest réwna:

Odpowiedz: C (3, 5)

Z tresci zadania wynika, ze mamy 64 osoby, czyli jest to parzysta liczba. To oznacza, ze jak uporzadkujemy wyniki zapisane w tabeli, to mediana bedzie Srednia
arytmetyczna miedzy wynikiem osoby numer 32 oraz 33.

Aby dobrze sobie uzmystowi¢ te sytuacje to mozemy powiedzie¢, ze zestaw liczb z ktérego chcemy policzy¢ mediane wyglada mniej wiecej w ten sposdb:

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,2,2,...,5,5,5

Nas interesuje warto$¢ wyrazu numer 32 oraz 33. Oczywiscie nie bedziemy wypisywac ponad trzydziestu liczb. Wystarczy zauwazy(¢, ze oséb ktére maja 0, 1, 2 lub 3
lata nauki mamy 11 + 6 + 5 + 10 = 32. To prowadzi nas do wniosku, Ze trzydziesta druga osoba ma 3 lata nauki, a trzydziesta trzecia ma 4 lata. Skoro tak, to
mediana bedzie rowna:
3+4
m =

T,m:%,m:?),f)

Zadanie 25 0-1 pkt

W pojemniku sa kule biate i czarne. Kul biatych jest o 6 wiecej niz kul czarnych. Losujemy jedna kule. Prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej jest rowne %

Wynika z tego, ze wszystkich kul w pojemniku jest:

Odpowiedz: C (18)

Krok 1. Wypisanie danych z tresci zadania.

Korzystajac z informadji z tresci zadania mozemy zapisa¢, ze:
z - liczba kul czarnych

 + 6 - liczba kul biatych

T+ x4+ 6 = 2z + 6 - liczba wszystkich kul

2
5

Dodatkowo wiemy, ze prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej jest rowne

Krok 2. Obliczenie liczby kul w pojemniku.

Skoro biatych kul mamy z + 6, wszystkich kul jest 2z + 6, a szanse na wylosowanie biatej kuli wynosza % to mozemy zapisac, ze:
z+6 2

26+6 3

To réwnanie najprosciej bedzie rozwigza¢ wykonujac tak zwane mnozenie na krzyz:

(x+6)-3=(22+6)-2,3z+18=4z+12, —2=—6, =6

| tutaj uwaga - zgodnie z naszymi oznaczeniami, z jest liczba czarnych kul, a nas interesuje liczba wszystkich kul w pojemniku. Wszystkich kul jest 2z + 6, zatem jest
ich2:6+6=12+6=18.
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Zadanie 26 0-2 pkt

Rozwiaz nieréwnoé¢ (2z — 1)% — 4(2z — 1) > 0.

V

NI~
N
NN

Odpowiedz: \(x\in(-\infty;\frac

Te nierébwnos$¢ mozemy rozwiazac na rézne sposoby, oto dwa z nich:

| sposoéb - korzystajac z delty

Krok 1. Wymnozenie poszczegdlnych wyrazdw.

Na poczatek sprobujmy doprowadzi¢ zapis do postaci ogdinej, a w tym celu musimy wymnozy¢ wszystkie wyrazy znajdujace sie po lewej stronie. Przyda nam sie tu

przy okazji wzér skréconego mnozenia (a — b)? = a? — 2ab + b?, zatem:

(2z—1)*—4(2z—1)>0,42> —4z+1—-(8z—4)>0,42° 4z +1 -8z +4>0, 42>~ 122 +5>0

Krok 2. Obliczenie migjsc zerowych wielomianu.
Wspdtezynnikia =4, b= —12, ¢ =5

A=b—dac=(-12)>—4-4.5=144 - 80 =64, VA =64 =38

T =

b-VA —(-12)-8 12-8 4 1 “brVA  —(-12)+8 1248 20 1
- - -3 - - -

2a 2.4 8 T2 T T, 2.4 ) T %

Krok 3. Szkicowanie wykresu paraboli.
Wspétczynnik kierunkowy a jest dodatni, wiec parabola bedzie mie¢ ramiona skierowane do gory. Zaznaczamy na osi wyznaczone miejsca zerowe £ = % oraz
T = 2% (kropki beda niezamalowane, bo w nieréwnosci wystapit znak >) i rysujemy parabole:

V

N~
N
N~

Krok 4. Odczytanie rozwigzania.

Interesuja nas wyniki wieksze od zera, zatem przygladamy sie temu co znalazto sie nad osia. To oznacza, ze rozwigzaniem tej nierownosci jest suma przedziatow:

Lyued; o)

€ (—o0;
1:(002 3
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Il sposéb - wytgczajac wspdlny czynnik przed nawias

Krok 1. Wytaczenie wspdlnego czynnika przed nawias.
Jesli przyjrzymy sie tej nieréwnosci to zauwazymy, ze wspdlnym elementem (2 — 1)? oraz 4(2x — 1) jest 2z — 1. Skoro tak, to mozemy wytaczy¢ te wartoé¢ przed
nawias. Caty proces bedzie wygladat nastepujgco:

(-1 -42z-1)>0, 2z —-1)-2z—-1)—4Q2z—-1)>0, 2z —1-4)- 2z —1)>0, 2z —5)- 2z —1) >0

Krok 2. Obliczenie miejsc zerowych wielomianu.
Majac taki zapis, poznanie miejsc zerowych jest bardzo proste, poniewaz wystarczy zachowac sie tak jak przy postaci iloczynowej, czyli przyréwnac¢ wartosci w
nawiasach do zera. W zwiagzku z tym:

1
2c—-5=0 V 2x—-1=0,2z=5 V 2x:1,z:2§ V. o oz=—

Cata reszta rozwigzania jest juz taka sama jak w trzecim i czwartym kroku | sposobu. Wyjdzie nam wiec, ze € (—o0; %) U (2%; +00).

Zadanie 27 0-2 pkt

Wykresem funkdji kwadratowej f okreslonej wzorem f(z) = 2x% + bx + ¢ jest parabola o wierzchotku w punkcie W = (1; —8). Oblicz wartosci wspétczynnikow b
i ¢ we wzorze funkdji f.

Odpowiedz: b = —4 oraz \(c=-6

Krok 1. Zapisanie wzoru w postaci kanoniczne;j.
Znajac wspdtrzedne wierzchotka paraboli, mozemy bez problemu zapisa¢ wzér tej funkgji w postaci kanonicznej f(z) = a(z — p)? + q. Podstawiajac p = 1 oraz
q = —8, otrzymamy:

f@)=a(z—p)’+q, fz) =a-(z—1)*+(-8)

Ze wzoru podanego w tresci zadania wynika, ze a = 2, zatem mozemy jeszcze zapisa¢, ze:

fz)=2-(z—1)%-8

Krok 2. Przeksztatcenie wzoru funkgji do postaci ogdine;j.
Celem zadania jest poznanie wzoru w postaci ogélnej f(z) = az?® + bz + ¢, bo tylko wtedy bedziemy w stanie poda¢ wartoé¢ wspétczynnikéw b i c. W tym celu
wystarczy po prostu wykonac¢ mnozenie i potegowanie, ktére znalazto sie w postaci kanonicznej. Catos¢ bedzie wygladac nastepujaco:

fl@)=2-(2-1)" -8, f(z) =2-(2* ~22+1) -8, f(z) = 22" 4z +2 -8, f(z) = 22" — 42 -6

To oznacza, ze b = —4 oraz ¢ = —6.
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Zadanie 28 0-2 pkt

W pojemniku jest sze$¢ kul, w tym trzy kule czerwone i trzy kule biate. Kazda kula czerwona jest oznaczona inng liczba ze zbioru {1, 2, 3}. Analogicznie
ponumerowano kule biate. Do$wiadczenie polega na losowaniu z tego pojemnika dwéch kul bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na
tym, ze wylosowane kule maja taki sam kolor lub taki sam numer.

Odpowiedz: P(4) = £

Krok 1. Ustalenie liczby wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych.

W pojemniku mamy 3 kule czerwone i 3 biate, czyli facznie jest to 6 kul. Losujemy dwie kule (bez zwracania), zatem w pierwszym losowaniu mamy mozliwos¢
wylosowania jednej z szesciu kul, a w drugim losowaniu jednej z pieciu kul. To z kolei oznacza, ze wszystkich mozliwosci wylosowania kul mamy zgodnie z regutg
mnozenia 2] = 6 - 5 = 30.

Krok 2. Ustalenie liczby zdarzen sprzyjajacych.

Zadanie jest do$¢ podchwytliwe. To nie jest typowa sytuadja, dlatego musimy sobie to wszystko bardzo doktadnie rozpisac. Zdarzeniem sprzyjajacym jest
wylosowanie kul, ktére maja taki sam kolor lub numer. Wypiszmy sobie zatem te zdarzenia, dzielac je na dwie grupy - te, ktére pasuja nam ze wzgledu na kolor oraz
te, ktdre pasujg ze wzgledu na numer

Ze wzgledu na kolor:

(1e,2¢); (1¢,3¢); (2¢, 1¢); (2¢, 3¢); (3¢, 1¢); (3¢, 2¢) , (1b,2b); (1b, 3b); (2b, 1b); (2b, 3b); (3b, 1b); (3b, 2b)

Ze wzgledu na numer:

(1c; 1), (2¢; 2b), (3¢; 3b) , (1b; 1c), (2b;2¢), (3b; 3c)

tacznie mamy 12 zdarzen sprzyjajacych ze wzgledu na kolor i 6 zdarzen sprzyjajacych ze wzgledu na numer. tacznie tych zdarzen jest wiec |A| = 12 + 6 = 18.

Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.
Prawdopodobienstwo obliczymy korzystajac ze wzoru:

Al 18 3
PA) =22 _ 2
(4) 230 5

Zadanie 29 0-2 pkt

Udowodnij, ze dla kazdej ujemnej liczby rzeczywistej @ prawdziwa jest nieréwnos¢ ¢ + — < —.

Odpowiedz: Udowodniono, korzyst

Przeksztatcajac nierbwnosc¢ otrzymamy nastepujacy zapis:

x 4 4 36 5 9 9
sto<—3 /9 et—<-12 [ 2,2"+36>-12,2°+120+36 20, (z+6)>0

Kazda liczba rzeczywista podniesiona do kwadratu jest wieksza lub réwna 0, zatem nasze dowodzenie mozemy uznac za zakohczone.
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Zadanie 30 0-2 pkt

Dany jest kwadrat ABC'D. Zbudowano tréjkaty rownoboczne ACE i BDF tak, ze wierzchotek D kwadratu lezy wewnatrz trojkata AC'E, a wierzchotek C -
wewnatrz trojkata BDF. Odcinki CE i DF przecinaja sie w punkcie G (jak na rysunku).

F E
G

B A

Wykaz, ze |CG| = |CF)|.

Odpowiedz: Udowodniono, korzyst

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Skoro trojkaty ACE i BDF sa rownoboczne (czyli maja wszystkie katy o mierze 60°), a przekatne kwadratu tworza z bokami katy 45°, to sytuagja z tresci zadania

wyglada nastepujaco:

E
ANy G

C o0° D

OO
B A

Krok 2. Obliczenie miar poszczegdlnych katow.
Korzystajac z rysunku mozemy teraz obliczy¢ miare np. kata CDF"

|<CDF| = 60° —45° = 15°
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Mozna wiec powiedzie¢, ze w takim razie w trojkacie rownoramiennym C' DG katy przy podstawie maja 15°, zatem kat CG.D ma:

|<CGD| = 180" —15° — 15° = 150°

Spdjrzmy teraz na kat CGF'. Jest on katem przystajacym do kata CG D, zatem jego miara jest rowna:

|<CGF| = 180° — 150° = 30°

Bardzo podobnie mozemy obliczy¢ miare kata FFCG.
|[<FCG|=180" — 45" —15° = 120"

| teraz spogladamy na tréjkat CGF. Znamy juz dwie miary katéw w tym tréjkacie i sa to katy o mierze 30" oraz 120°, zatem trzeci kat ma miare:

|[<FCG| =180° —120° — 30° = 30°

To oznacza, ze katy przy boku F'G maja jednakowa miare, czyli ze trojkat CGF jest réwnoramienny. Skoro tak, to faktycznie |CG| = |CF, co nalezato udowodnié.
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Zadanie 31 0-2 pkt

Punkty A = (3;1), B = (6;5) sa wierzchotkami tréjkata prostokatnego ABC, w ktérym |<<BAC| = 90°. Wierzchotek C' tego tréjkata lezy na osi Oy uktadu
wspotrzednych. Oblicz wspdtrzedne wierzchotka C.

AY

Odpowiedz: \(C=\left(0;3\frac{1

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Dla lepszego zobrazowania sytuagji, narysujmy sobie uktad wspotrzednych z zaznaczonymi informacjami z tredci zadania:

AY

| I I | | I I I | ’
L0 | | I | | | | I X

Z rysunku jasno wynika, ze kluczem do sukcesu bedzie najpierw poznanie réwnania prostej AB, a nastepnie odszukanie prostej prostopadtej, ktéra przechodzi przez
punkt C. To wtasnie pozwoli nam na wyznaczenie wspdtrzednych punktu C.

Krok 2. Wyznaczenie wspdtczynnika kierunkowego a prostej AB.

Znajac wspotrzedne punktéw A oraz B, mozemy bez problemu wyznaczy¢ wzor prostej AB, ktora przez te punkty przechodzi. W tym celu mozemy skorzystac z
bardzo rozbudowanego wzoru z tablic lub z metody uktadu réwnan. Jednak nam tak naprawde wystarczy poznanie wspétczynnika kierunkowego a tej prostej, bo
to wtasnie jego potrzebujemy do dalszego rozwigzywania. Mozemy wiec skorzystac ze wzoru na wspdtczynnik a, czyli:
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a=YBZYA o _ 571’a:
Tp— Ty 6—3

4
3

Oczywiscie jesli nie pamietamy o tym wzorze, to mozemy wyznaczy¢ ten wspotczynnik a w standardowy sposob, czyli w trakcie wyznaczania réwnania prostej. W
tym celu do réwnania prostej y = ax + b musimy podstawi¢ najpierw wspdtrzedne punktu A, a potem wspdtrzedne punktu B, otrzymujac takie oto dwa réwnania:

1=3a+b ,
5=6a+b
Odejmujac te réwnania stronami otrzymamy:

4
—4=-3a,a=—
a ., a 3

. . . . . , . . 4
Wsp6tczynnika b nie musimy juz wyznaczad, wystarczy nam informacja, ze a = 3.

Krok 3. Wyznaczenie réwnania prostej AC.
Prosta AC musi by¢ prostopadta do AB. Z whasnosci prostych wiemy, ze aby tak sie stato, to iloczyn wspdtczynnikéw kierunkowych a musi by¢ rowny —1. Skoro
prosta AB ma ten wspotczynnik réwny a = %, to prosta AC' bedzie mie¢ a = —%, bo —% . % =-1

To oznacza, ze prosta AC wyraza sie réwnaniem y = f%m + b. Musimy jeszcze odnalez¢ brakujacy wspotczynnik b tej prostej, a dokonamy tego, podstawiajgc do
tego réwnania wspdtrzedne znanego nam punktu, ktéry do tej prostej nalezy, czyli w tym przypadku punktu A, zatem:

3 3 9 1
== 1=-2. 1=-2 —3=
y 4z+b, n 3+, 4+b,b 34

To oznacza, ze prosta AC wyraza sie rbwnaniem y = —%z + 3%.

Krok 4. Ustalenie wspdtrzednych punktu C.
Punkt C lezy na osi Oy, zatem na pewno wspoétrzedna = 0. Wspotrzedng y mozemy w takim razie odczyta¢ wprost z réwnania prostej AC' - jest ona réwna

wspotczynnikowi b, czyli jest rowna 3%. Jesli o tej whasnosci nie pamietamy, to mozemy po prostu podstawi¢ z = 0 do wzoru prostej y = —%z + 3%. Otrzymamy
wtedy:
3 1 1 1
=—=-0+3= =0+3— =3=
Yy 1 1’ Y 1’ Yy 1

To oznacza, ze poszukiwane wspotrzedne to C' = (0; 3%)4
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Zadanie 32 0-4 pkt

Ciag arytmetyczny (a,,) sktada sie z dwudziestu jeden wyrazéw, ktdrych suma jest réwna 147. Jesli odrzucimy dwa poczatkowe i trzy koncowe wyrazy tego ciagu, to
suma wszystkich pozostatych wyrazéw bedzie rowna 108. Zapisz wzér ogdlny ciagu (ay,).

Odpowiedz: \(a_{n}=\frac{1}{2}n

Krok 1. Rozpisanie sumy dwudziestu jeden wyrazéw.
W tym zadaniu skorzystamy ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciagu. Nasz ciagg ma 21 wyrazow, zatem n = 21. Wiemy tez, ze suma tych wyrazow jest
réowna 147. Podstawiajac te informacje do wzoru, otrzymamy taki oto zapis:

a; + a,

Sn:T'nvS?l:

a; + as a; + as a; + as

g2, M7= ——— 21, 7= —— , a+ay = 14

Z wiasnosci ciggdw wiemy, ze ag1 = aj + 207. Skoro tak, to mozemy kontynuowac obliczenia i zapisac, ze:

a;+ay =14, a;+a;+20r =14, 2a; +20r =14, a; + 10r =7

Krok 2. Zapisanie rownania po odjeciu dwdch poczatkowych i trzech koncowych wyrazéw.
Z tresci zadania wynika, ze kiedy odjeliSmy dwa poczatkowe i trzy koricowe wyrazy, to suma wszystkich wyrazéw zmalata do 108, czyli zmalata o 147 — 108 = 39.
Mozemy wiec matematycznie zapisac, ze:

a1+ az + aig + az + a2 = 39

Péki co mamy bardzo duzo niewiadomych, wiec sprébujmy uproscic¢ caty zapis. Korzystajac z wtasnosci ciggu, mozemy teraz rozpisa¢, ze np. as = a; + r albo tez
a9 = ay + 20r. Nasz zapis mozemy wiec przeksztatci¢ do nastepujacej postaci:

ai+ay+r+a+18r+a;+19r+a; +20r =39, a; +ay +r+a; + 187 + a; + 197 + a; + 20r = 39, 5a, + 58r = 39

Krok 3. Obliczenie réznicy ciggu arytmetycznego.

Z pierwszego kroku wiemy juz, ze a; + 107 = 7, a z drugiego wiemy, ze 5a; + 58r = 39. Mamy wiec dwa réwnania i dwie niewiadome, zatem z pomoca moze nam
przyjs¢ uktad réwnan:

a1 +10r=7 ,
5a1 + 58r = 39

a;=7-10r ,
5a; + 58r = 39
Korzystajac z metody podstawiania mozemy teraz podstawic¢ pierwsze réwnanie do drugiego i zapisa¢, ze:

1
5-(7—10r)+58r:39,35—507‘+58r:39,35+87':39,87‘:4,r:5

Krok 4. Wyznaczenie wartosci pierwszego wyrazu.
Korzystajac z wybranego réwnania np. a; + 10r = 7, mozemy podstawi¢ r = % i obliczy¢ wartos¢ ay, zatem:

1
a1+10r:7,a1+10~§:7,a1+5:7,a1:2

Krok 5. Zapisanie wzoru ciggu.
Znajacr = % oraz a; = 2, mozemy bez przeszkdd wyznaczyé wzér ogdlny ciagu, podstawiajac te dwie dane do wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego:

1 1 1 1 1
an:a1+(n—1)r,an:2+(n—1)~§,an:2+§n—5,an:5n+1§
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Zadanie 33 0-4 pkt

Podstawy trapezu prostokatnego ABCD maja dtugosci AB = 13, C'D = 11. Prosta bedaca symetralng ramienia AD przecina to ramie w punkcie E, a ramie¢ BC'
- prostopadte do podstaw trapezu - w punkcie F, takim ze BF = 1 (jak na rysunku).

D 11 C
=

Ly
I
A 13 B

Oblicz pole trapezu ABCD.
Odpowiedz: P = 96
Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Skoro punkt E przecina odcinek AD w potowie dtugosci, a bok E'F jest prostopadty do boku AD, to taczac punkty A z F oraz D z F otrzymamy tak naprawde
tréjkat réwnoramienny AF'D, ktérego wysokoscia jest odcinek EF"

D 11 C
.

/]

A 13

A skad wiemy, ze jest to tréjkat rownoramienny? Mozemy by¢ tego pewni, poniewaz wysokos¢ trojkata dzieli podstawe na dwie réwne czedci, a to charakterystyczny
element tréjkatow rownoramiennych.

Ly
i
B

Krok 2. Obliczenie dtugosci odcinka AF oraz DF.
Spdjrzmy na trojkat prostokatny ABFE'. To wtasnie z tego trojkata jestesmy w stanie obliczy¢ dtugosé odcinka AF,, korzystajac z Twierdzenia Pitagorasa:

132+ 1% = |AF?, 169 + 1 = |AF?, |[AF? =170, |AF| =170 Vv |AF|=—v170

Ujemny wynik oczywiscie odrzucamy, bo dtugo$é boku nie moze by¢ ujemna. To oznacza, ze zaréwno |AF| = 4/170 jak i |[DF| = 4/170. Poki co mozemy te wyniki
zostawi¢ w takiej postaci.
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Krok 3. Obliczenie dtugosci odcinka C'F.
Spdjrzmy teraz na trojkat DCF. Jest to takze trojkat prostokatny, znamy dwie dtugosci bokdw tego trojkata, zatem z pomoca po raz kolejny przyjdzie nam
Twierdzenie Pitagorasa:

112+ |CF> = (V170)?, 121 + |CF|> = 170, |CF|* =49, |CF| =7 Vv |CF|=-7

Ujemny wynik oczywiécie odrzucamy, zatem zostaje nam |CF| = T.
Krok 4. Obliczenie dtugosci boku BC.

Jest to trapez prostokatny, zatem bok BC' bedzie jednocze$nie wysokoscig naszej figury. Skoro znamy dtugosci odcinkéw | BF| = 1 oraz |C'F| = 7, to wyznaczenie
dtugosci boku BC jest formalnoscia:

|BC| = |BF| +|CF|, |BC| =1+7, |BC| =8

Krok 5. Obliczenie pola powierzchni trapezu.
Mamy wszystkie potrzebne dane do obliczenia pola trapezu, poniewaz znamy dtugosci obydwu podstaw oraz wysokosci. W zwiazku z tym:

1 1 1
P=c(a+b)-h, P=(13+11)-8, P==-24-8, P=12-8, P =96
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Zadanie 34 0-5 pkt

W ostrostupie ABC'S podstawa jest trojkat rownoboczny ABC' o boku dtugosci 4, Sciana boczna BC'S tez jest trojkatem réwnobocznym, a spodek O wysokosci
SO ostrostupa jest srodkiem wysokosci AD trojkata ABC (jak na rysunku).

S

Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

Odpowiedz: V = 44/3 oraz

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Nanoszac na rysunek kluczowe informacje, otrzymamy taka oto sytuacje:

matematix.pl - Matura probna z matematyki (poziom podstawowy) - Nowa Era 2021 31/34



Krok 2. Obliczenie wysokosci trojkata znajdujacego sie w podstawie.
W podstawie mamy tréjkat rownoboczny o boku a = 4. Korzystajac ze wzoru na wysoko$¢ trojkata rownobocznego mozemy zapisac, ze:

4
”‘f,hpzﬁ,hp:%@

h, =
» 2

Krok 3. Obliczenie dtugosci odcinka OD.
Wysokos¢ ostrostupa SO dzieli nam wysoko$¢ podstawy na dwie réwne czesci (tak wynika wprost z zadania). Kazda z tych czesci ma dtugosé¢ %hp. Skoro tak, to

odcinek OD bedzie mie¢ dtugosé:

1 —
oD| = < -2v/3, |0D| =3

Krok 4. Obliczenie wysokosci tréjkata BC'S.
Trojkat BO'S jest takze tréjkatem rownobocznym o boku a = 4 (wynika to z zadania). Jego wysokos¢ obliczymy wiec doktadnie tak samo, jak wysokos$¢ hy, zatem:

_ ) )
a\2/3,hb:$,hb:2\/3

hy =

Krok 5. Obliczenie wysokosci ostrostupa.
Spogladamy teraz na kluczowy tréjkat prostokatny SOD. Korzystajac z Twierdzenia Pitagorasa mozemy obliczy¢ wysokos¢ ostrostupa:

(V3)?+H2=(2v3)?,3+H>=4-3,34+H2=12, H2=9,H=3 VvV H=-3

Ujemna warto$¢ oczywiscie odrzucamy, zatem zostaje nam H = 3.

Krok 6. Obliczenie pola powierzchni podstawy.
W podstawie mamy tréjkat rownoboczny o boku a = 4. Korzystajac ze wzoru na pole trojkata rownobocznego mozemy zapisad, ze:

%/3 42,/3 1
a*V/3 P V3 P 6/3 43

P 4 » 4P 4 » Ep T 4
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Krok 7. Obliczenie objetosci ostrostupa.
Wiemy, ze P, = 4/3. Wysokos¢ ostrostupa tez juz znamy, bowiem H = 3. Mozemy zatem przystapi¢ do obliczenia objetosci:

1 1
V=3P H, V:§-4\/§-3, V=4v3

Krok 8. Obliczenie dtugosci krawedzi AS.
Spogladamy tym razem na tréjkat prostokatny AOS. Odcinek AO bedzie taki sam jak OD, czyli ma dtugos¢ |AS| = /3. Wiemy tez, ze wysoko$¢ ostrostupa jest
rowna H = 3, zatem ponownie mozemy skorzystac z Twierdzenia Pitagorasa i zapisa¢, ze:

(V3)2+32=|AS]?, 3+9=|AS?, |AS|* =12, |AS|=VI2=V4-3=2V3

Krok 9. Obliczenie pola powierzchni tréjkata ABS (oraz AC'S).
Trojkat ABS jest trojkatem réwnoramiennym (takim obréconym), w ktérym podstawa |AS| = 24/3, a ramiona |AB| = 4 oraz | BS| = 4.

Musimy pozna¢ pole tego trojkata, a do tego potrzebujemy wysokosci. Wiemy, ze w tréjkatach réwnoramiennych wysokos¢ dzieli podstawe na dwie réwne czesci
(patrz rysunek), tworzac nam tym samym kolejne tréjkaty prostokatne. Ponownie z pomoca przyjdzie nam wiec Twierdzenie Pitagorasa:

(V32 4+h'=4%,3+h2=16, h=+13

To oznacza, ze pole tréjkata ABS bedzie réwne:

1 —_
Pups= ?2\/§-V13, Pups= V3 V13, Paps = V39

Analogiczna sytuadja jest w tréjkacie AC'S (tutaj takze mamy podstawe |AS| = 2+/3 oraz ramiona |AC| = 4 oraz |C'S| = 4), zatem takze P4cs = v/ 39.
Krok 10. Obliczenie pola powierzchni catkowitej.

Podsumowujac - nasz tréjkat sktada sie z dwoch trojkatéw réwnobocznych o polu 4v/3 (wyliczyliSmy to w szostym kroku) oraz dwéch trojkatow o polu v/ 39
(wyliczyliSmy to w dziewigtym kroku). Skoro tak, to pole powierzchni catkowitej bedzie rowne:
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P, =43+ 4v3 + /39 + /39 = 8v3 + 2V/39
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