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Odpowiedz

Cc@

A(d)

C (0 4% nizsza od ceny poczatkowej)
C(—4)

C (5000 - (1 + 0,81 -0,03)%27)

D ((~3,0))

A(a=9)

D (cztery rozwigzania, ktérych suma jest réwna —5)
D (z = 2,196)

D (log 3% =2 — 3a)

A ((0,4))

Ay=3z+1)

B (f(z) = —3(z —2)2—2)

C (D = (—3,0) U (0,3) i funkcja ma jedno miejsce zerowe)
B (4)

D(@=2luba=-4)

A (4v/5)

A—3y+3=0)

C@A(V3+1)

D (216°)

CP.=3%-P)

B (45%)

Rozwiazania krok po kroku

Dany jest utamek dziesietny nieskoriczony okresowy 0, 1(2345). Na setnym miejscu po przecinku znajduje sie w nim cyfra:

Odpowiedz: C (4)

W okresie utamka znajduje sie wartos¢ 2345, czyli nasz utamek bedzie wygladat w ten oto sposéb:

0,1234523452345.. .

Pkt

0-1 pkt

Teraz do zadania mozna podejs¢ na wiele sposobow (tak jak jest nam wygodniej). Przyktadowo mozemy dostrzec, ze jak wypiszemy sobie 24 razy okres naszego
utamka (a okres sktada sie z czterech cyfr), to bedziemy mie¢ 1 4 4 - 24 = 97 cyfr po przecinku. To by oznaczato, ze dziewiecdziesiata siodma cyfrg po przecinku jest

piatka, czyli dziewiec¢dziesigta 6sma cyfra bedzie dwdjka, dziewiecdziesiata dziewiata cyfra bedzie trojka, a setna cyfra bedzie czwdrka.

Mozemy tez do zadania podejs¢ w nieco inny sposob. Spojrzmy na to ktorymi cyframi po przecinku jest np. dwdjka. Widzimy, ze to bedzie druga, szdsta, dziesiata,
czternasta itd. cyfra po przecinku. Mozna wigc powiedzie¢, ze poczawszy od drugiej cyfry, to co czwarta cyfra po przecinku jest dwojka. Skoro co czwarta cyfra
(poczawszy od drugiej) jest dwojka, to i co czterdziesta bedzie dwojka. To by oznaczato, ze czterdziesta druga cyfra jest dwdjka, tak jak i osiemdziesigta druga takze
jest dwojka. Czyli osiemdziesiata szosta, dziewiecdziesiata, dziewiecdziesigta czwarta i dziewiecdziesigta 6sma takze sg dwojkami. To prowadzi nas do wniosku, ze
dziewiecdziesigta dziewiagta bedzie trojka, a setna bedzie czworka.
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Liczba przeciwna do liczby jest réwna:

Odpowiedz: A (%)

Krok 1. Obliczenie wartosci liczby.
Obliczmy wartos¢ naszej liczby, wykonujac dziatania na potegach. Tutaj dobrze jest od razu zamieni¢ sobie podstawy poszczegdlnych poteg na takie, by byty one
rowne 2. Cato$¢ bedzie wygladac nastepujaco:

(-2 (3) " _ (=202 _

-1.2%.25 —1.28 —1.28 1 1

(VB)® WFp T @ 2 P22

Krok 2. Wyznaczenie liczby przeciwnej.
Musimy jeszcze ustali¢ jaka jest liczba przeciwna do 7%. Liczba przeciwna ma jak sama nazwa wskazuje - przeciwny znak, zatem liczbg przeciwng do utamka 7%
bedzie % i to jest nasza odpowiedz.

o1pi

Cene pewnego towaru podwyzszono o 20%, nastepnie otrzymana w ten sposéb nowa cene obnizono o 20%. Cena koncowa jest:
Odpowiedz: C (0 4% nizsza od ceny poczatkowej)

Rozpiszmy to sobie po kolei:
Cena poczatkowa:

Teraz cena jest podwyzszona o 20%, czyli nowa cena bedzie stanowita 120% ceny poczatkowej. Mozemy zapisaé, ze:
Cena po podwyzce: 1,2 -z = 1,2z

Teraz cena jest obnizona o 20%, czyli nowa cena bedzie stanowita 80% ceny po pierwszej podwyzce (ktéra byta rowna 1, 2z). Mozemy zapisa¢, ze:
Cena po obnizce: 0,8 - 1,2z = 0,96z

Skoro cena poczatkowa byta rowna z, a po podwyzce i obnizce jest réwna ostatecznie 0, 96z, to widzimy wyraznie, ze cena spadta o 0, 04z, czyli 0 4%.

o1pi

Liczba ﬁ - ﬁ jest rowna:

Odpowiedz: C (—4)

1
V3-2

. ) S 1
i oddzielnie wyrazenia ——.
Y V3+2

To zadanie bedzie najprosciej rozwiazac obliczajac oddzielnie warto$¢ wyrazenia

. . L. N 1
Krok 1. Obliczenie wartosci wyrazenia Y

Zacznijmy od ﬁ Musimy usuna¢ niewymierno$¢ z mianownika i to jest ten trudniejszy przypadek, gdzie w mianowniku nie mamy jedynie pierwiastka, a cate
wyrazenie. W takiej sytuacji musimy pomnozy¢ licznik i mianownik przez wartos¢ V342 (uwaga na znakil), dzieki czemu w mianowniku utamka skorzystamy ze
wzoru skréconego mnozenia (a — b)(a + b) = a® — b2. Cato$¢ bedzie wygladac nastepujaco:

1 1 (V8+2)  VB+2 V342 VB+2 e,

VA2 (-2 Btz vF_w | 8-4 -1

1
V32’
Analogicznie jak przed chwilg, tutaj takze musimy usuna¢ niewymiernos¢ z mianownika. Rdznica jest tylko taka, ze tym razem licznik i mianownik musimy pomnozy¢

przez /3 — 2, zatem cato$¢ bedzie wyglada¢ nastepujaco:

Krok 2. Obliczenie warto$ci wyrazenia

1 13- vB-2  VB-2 V3-2
Vit2 (V3+2)-(V3-2) y3F_2 = 3-4 -1 V3+2

Krok 3. Obliczenie wartosci catej liczby.
Korzystajac z obliczen dokonanych w pierwszym i drugim kroku mozemy zapisac, ze:

11
V3-2 V3+2

=—V3-2-(—V3+2)=-V3-2+v3-2=—4

matematix.pl - Matura prébna z matematyki (poziom podstawowy) - Nowa Era 2020 2/31



g

Kwote 500027 ulokowano w banku na lokacie oprocentowanej 3% w stosunku rocznym, z odsetkami kapitalizowanymi co rok. Przy kazdej kapitalizacji od odsetek
pobiera sie podatek w wysokosci 19%. Kwota lokaty po dwdch latach wyniesie:

Odpowiedz: C (5000 - (1 + 0,81 -0, 03)2zl)

Krok 1. Obliczenie kwoty lokaty (bez uwzgledniania podatku od odsetek).
W tym zadaniu skorzystamy ze wzoru na kapitalizacje odsetek:

K, to kwota po naliczeniu odsetek

K to kapitat poczatkowy

p to oprocentowanie w okresie pojedynczej kapitalizacji
n to liczba kapitalizagji

Problemem w tym zadaniu jest fakt, ze ten wzér nie uwzglednia opodatkowania lokat. Sprobujmy zatem na razie pominac ten aspekt podatku i wrocimy do niego
na sam koniec obliczen. Wypiszmy zatem najpierw to, co podstawimy do naszego wzoru na kapitalizacje. Z tresci zadania wynika, ze:

K = 5000

p=20,03

n=2

Dlaczego p = 0,03?

Kapitalizacja odbywa sie raz w roku, a oprocentowanie lokaty w skali roku wynosi 3%, stad tez wtasnie p = 0,03 : 1 = 0, 03. Tak na marginesie - gdyby
kapitalizacja byta pétroczna, to odsetki kapitalizowane bytaby 2 razy w roku i wtedy oprocentowanie lokaty w okresie pojedynczej kapitalizacji wyniostoby
p=0,03:2=0,015.

Dlaczego n = 2?
Lokata jest na 2 lata, a odsetki naliczane sg co rok. W zwiazku z tym w trakcie catej lokaty odsetki beda naliczone 2 razy.

Nie pozostaje nam nic innego jak podstawi¢ poszczegdlne dane do wzoru, otrzymujac:

K> = 5000 - (1+0,03)2

Krok 2. Obliczenie kwoty lokaty (z uwzglednieniem podatku od odsetek).

W tym zadaniu musimy jeszcze uwzglednic fakt wystepowania podatku od odsetek. Zapisany przed chwila wzér musimy wiec udoskonali¢. Wiemy, ze podatek
wynosi 19%, czyli tak obrazowo rzecz ujmujac - nasze realne oprocentowanie lokaty bedzie przez ten podatek o prawie % mniejsze. Po odjeciu tego podatku
zostanie nam 81% odsetek, czyli realne oprocentowanie wyniesie p = 0,81 - 0,03 i stad tez poprawnym zapisem bedzie 5000 - (1 + 0,81 - 0, 03)2214

Zwro¢ tez uwage na to, ze zapis podany w drugiej odpowiedzi jest na pewno btedny, bowiem tutaj naliczono podatek od catej kwoty lokaty, a nie jedynie od
odsetek.
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Zbiorem rozwiazan nieréwnosci 2z - (z + 3) < 0 jest:

V

= O

Odpowiedz: D ((—3,0))

Krok 1. Obliczenie migjsc zerowych wielomianu.

Mamy klasyczna nieréwno$¢ kwadratowa, zatem rozwigzywanie zaczniemy od wyznaczenia miejsc zerowych. Musimy wiec sprawdzi¢ kiedy 2z - (z + 3) jest réwne 0
. Mozemy oczywiscie wymnozy¢ 2z przez x + 3, otrzymujac w ten sposéb postac ogolng z ktérej potem obliczymy delte, ale to zadanie da sie rozwigzac nieco
szybciej, identycznie jak postac iloczynowa. Aby wyrazenie 2z - (z + 3) byto réwne 0, to albo 2z musi by¢ réwne 0, albo  + 3 musi by¢ rowne 0, zatem:

2c=0 V z+4+3=0,z=0 V z=-3

Krok 2. Szkicowanie wykresu paraboli.

Musimy teraz okresli¢ kierunek utozenia ramion paraboli. Gdybysmy wymnozyli przez siebie wszystkie wartosci po lewej stronie to otrzymalibysmy wyrazenie

222 4 6, czyli wspotczynnik kierunkowy a jest dodatni. Zaznaczamy wiec wyznaczone przed chwilg miejsca zerowe = 0 oraz x = —3 (kropki beda zamalowane,
bo w nieréwnosci wystapit znak <) i rysujemy parabole z ramionami skierowanymi do gory.

-3 O

Krok 3. Odczytanie rozwiazania.
Szukamy wartosci mniejszych lub rownych zero, czyli interesuje nas to co znalazto sie pod osig i na osi. To oznacza, ze rozwigzaniem tej nierdbwnosci jest przedziat

z € (=3,0)
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20 —3y=-1_ . . . . . - o
z niewiadomymi x i y ma nieskonczenie wiele rozwigzan, gdy:

Uktad réwnan liniowych {—Gw tay=3

Odpowiedz: A (a = 9)

Aby dowiedzie¢ sie dla jakiego parametru a uktad réwnan ma nieskonczenie wiele rozwigzan, musimy doprowadzi¢ do sytuacji w ktorej pierwsze i drugie réwnanie
beda miaty identyczng postac. W tym celu musimy np. pierwsze réwnanie pomnozy¢ obustronnie przez —3. Cato$¢ bedzie wygladac nastepujgco:

2 — 3y = —1 /-(73) ,

—6x +ay=3
—6x+9y=3 ,
—6x+ay=3

Teraz jak poréwnamy sobie obydwa te réwnania (zwtaszcza to, co znalazto sie przed igrekiem) to zauwazymy, ze uktad réwnan bedzie tozsamosciowy dla a = 9.

o1pe

Réwnanie (z2 — 1) - (22 + 5z) = 0 ma:

Odpowiedz: D (cztery rozwigzania, ktérych suma jest rowna —5)

Cho¢ nie jest to klasyczne réwnanie kwadratowe w postaci iloczynowej, to mozemy je rozwigza¢ whasnie tak jak postac iloczynowa, czyli przyréwnujac wartosci w
nawiasach do zera. Otrzymamy wtedy:

22-1=0 Vv 2+52=0,2°=1 V =z(+5)=0,z2=1 V z=-1 V =0 V z+5=0,z=1 V z=-1 V z=0 V\

To oznacza, ze nasze rownanie ma cztery rozwiagzania, a ich suma jest rowna:

1+ (=1)+0+(=5) = -5

o

Liczba a = 2, 2 jest przyblizeniem z nadmiarem liczby z. Btad bezwzgledny tego przyblizenia jest rowny 0,004, gdy:
Odpowiedz: D (z = 2,196)

Krok 1. Zapisanie danych z tresci zadania.

Btad bezwzgledny obliczamy korzystajac ze wzoru Az = |z — p
Az - btad bezwzgledny

x - doktadna wartos¢

, gdzie:

p - przyblizona wartos¢

W naszym przypadku:
Az = 0,004
b= 27 2

Krok 2. Obliczenie btedu bezwzglednego.
Korzystajac z powyzszych informadji btagd bezwzgledny obliczymy w nastepujacy sposéb:

Az = |z —p|, 0,004 = |2,2 — z|

Teraz najtrudniejsza cze$¢ zadania, czyli rozwigzanie réwnania z wartoscia bezwzgledna. Wartos$¢ bezwzgledna z 2,2 — x bedzie réwna 0,004 wtedy, gdy 2,2 — =
bedzie réwne 0,004 lub tez gdy bedzie rowne —0, 004 (bo przeciez | — 0,004 takze jest réwne 0, 004). Mozemy wiec zapisa¢, ze:

2,2—2=0,004 V 22-z=-0,004, —2=-2204 V -—z=-2196,2=2204 VvV z=2196

Wyszto nam, ze btad bezwzgledny bedzie réwny 0, 004 wtedy, gdy = 2,204 lub tez gdy = = 2, 196. To jednak nie konczy naszego zadania, bowiem w tresci
zadania mamy jednak podana jeszcze jedna kluczowa informadje z ktérej musimy skorzystac. Wiemy, ze przyblizenie 2, 2 jest przyblizeniem z nadmiarem (czyli
warto$¢ przyblizenia musi by¢ wieksza niz wartos¢ liczby z). To oznacza, ze poszukiwang przez nas liczba bedzie z = 2, 196.
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Zadanie 10 0-1 pkt

Przyjmijmy, ze log3 = a. Wtedy:
Odpowiedz: D (log2% = 2 — 3a)

Kiedy logarytm nie ma zapisanej podstawy, to domyslnie podstawa jest réwna 10. Mozemy wiec sobie dla lepszego zobrazowania zapisac, ze log3 = a to jest
doktadnie to samo, co log193 = a. Oczywiscie podstawy logarytmu réwnej 10 nie musimy zapisywac, ale chyba dzieki temu fatwiej bedzie zrozumiec sposob
rozwigzywania zadania. Z tego tez wzgledu w dalszych obliczeniach bedziemy wtasnie dopisywac sobie te dziesiatke. Jezeli jednak czujesz sie dos¢ pewnie w
logarytmach, to te dziesigtke mozesz pomingc.

Weracajac do naszego zadania, to patrzac sie na odpowiedzi widzimy, ze musimy obliczy¢ wartos¢ log% (czyli logio %). Skorzystamy tutaj ze wzoru na réznice

logarytmow:

log, (2) = log,b — log,c
c

W naszym przypadku otrzymaliby$my:

100
loglo (7) = l0g10100 — lOgl()27

Wartos¢ log10100 jest réwna 2, poniewaz 102 = 100.
Wartos¢ log1027 musimy rozpisaé jako log103%, co zgodnie z dziataniami na logarytmach (po przesunieciu wyktadnika potegi na poczatek zapisu) bedzie réwne
3log103. Wiemy, ze logi103 jest rowne a, czyli 3logi103 to po prostu 3a.

Catos$¢ bedzie wiec wygladac nastepujaco:

1og10100 — log1027 = 2 — log103® = 2 — 3l0g103 = 2 — 3a
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Zadanie 11 0-1 pkt

Funkgja liniowa f okreslona wzorem f(x) = 2z + b osiaga wartosci dodatnie tylko wtedy, gdy > —2. Punkt przeciecia wykresu funkgji f z osig OY to:

AY

Odpowiedz: A ((0,4))

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Z informadji o tym, ze funkgja osiaga wartosci dodatnie tylko wtedy, gdy x jest wiekszy od —2 wynika, ze nasza funkcja musi wygladaé¢ mniej wiecej w ten oto
sposob:
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To oznacza, ze migjscem zerowym (czyli miejscem przeciecia sie funkgji z osia ikséw) jest punkt o wsp6trzednych A = (—2;0).

Krok 2. Wyznaczenie wartosci wspotczynnika b.

We wzorze naszej funkdji f(z) = 2z + b brakuje nam wspdtczynnika b. Chcemy poznaé warto$é tego wspdtczynnika, bowiem jedna z jego whasnosci jest whasnie
informowanie nas o miejscu przeciecia sie funkgji z osig OY". Aby poznac wartos¢ tego wspétczynnika, musimy do wzoru funkgji podstawi¢ wspétrzedne znanego
nam punktu - w naszym przypadku beda to wspotrzedne miejsca zerowego. Podstawiajac wiec wspdtrzedne A = (—2;0) otrzymamy:

0=2-(-2)+b,0=—4+b,b=4

To oznacza, ze petnym wzorem naszej funkgi bedzie f(z) = 2z + 4.

Krok 3. Wyznaczenie punktu przeciecia sie wykresu funkdji z osig OY'.
Z whasnoéci wspdtczynnika b wynika, ze skoro b = 4, to funkgja przetnie 0§ OY dla igreka réwnego 4, czyli w punkcie o wsp6trzednych (0; 4).
Do tej samej informacji dojdziemy, gdy do wzoru podstawimy wartos¢ z = 0:

F0)=2-0+4, f(0)=0+4, £(0) =4

Skoro dla z = 0 funkgja przyjmuje warto$¢ réwna y = 4, to znaczy, ze funkgja przechodzi przez punkt o wspdtrzednych (0;4) i to jest whasnie miejsce przeciecia sie
z osig OY.

Zadanie 12 0-1 pkt

W symetrii osiowej wzgledem osi OY obrazem wykresu funkgji liniowej f(z) = — % (z+1)+ %jest prosta opisana réwnaniem:
Odpowiedz: A (y = %I +1)
Aby pozna¢ wzér funkgji przeksztatconej wzgledem osi OY wystarczy we wzorze zmieni¢ znak stojacy przed iksem. W tym przypadku dodatkowo bedziemy musieli
jeszcze uproscic caty zapis, a catos¢ bedzie wygladac nastepujgco:
1 1 4

1 I I 1o
y7_3(_$+ )+3’y*3$_3+3zy*3$+
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Zadanie 13 0-1 pkt

Wskaz wzor funkgji kwadratowej, ktérej zbiorem wartosci jest przedziat (—oo, —2).

AY

2 4

2]

Odpowiedz: B (f(z) = —3(z — 2)? — 2)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Najlepiej bedzie jak omawianie zaczniemy od narysowania przyktadowej paraboli, ktérej zbiér wartosci jest taki jak podany w tresci zadania:

AY

5 4

2]

Krok 2. Ustalenie wzoru funkgji kwadratowe;j.

Zastanéwmy sie teraz (bazujac na rysunku), co sie musi sta¢, aby funkgja przyjmowata warto$ci w przedziale (—oo, —2). Widzimy wyraznie, ze nasza funkca musi
mie¢ ramiona skierowane do dotu i to jest pierwsza kluczowa informagja. To z kolei oznacza, ze wspdtczynnik a musi by¢ ujemny, zatem z podanych w
odpowiedziach funkgjach interesuja nas juz tylko funkcje B oraz C.

Widzimy tez, ze funkcja musi przyjmowac w wierzchotku wartos$¢ réwng —2, czyli ¢ = —2. Wszystkie nasze funkcje zapisane sa w postaci kanonicznej

f(z) = a(xz — p)? + g, zatem szukamy funkgji, ktéra na samym koncu ma wartos¢ —2. Z ragji tego, iz ograniczamy sie juz jedynie do wzoru z odpowiedzi B oraz C,
to mozemy byé juz pewni, ze interesujaca nas funkgja bedzie ta z odpowiedzi B, czyli f(z) = —3(x — 2)% — 2, bo to ona jako jedyna ma ujemna warto$¢
wspotczynnika a oraz ¢ = —2.
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Zadanie 14 0-1 pkt

W pewnym tréjkacie prostokatnym przeciwprostokatna jest trzy razy dtuzsza od jednej z przyprostokagtnych. Wartos$¢ cosinusa mniejszego kata ostrego tego
trojkata jest rowna:

35X

B\ X
2vV2 x

Krok 1. Wprowadzenie oznaczen i obliczenie dtugosci drugiej przyprostokatnej.
Skoro przeciwprostokatna jest trzy razy dtuzsza od przyprostokatnej, to jedna przyprostokatna bedzie mie¢ dtugos¢ x, a przeciwprostokatna bedzie mie¢ dtugos¢
3z.

Odpowiedz: B (%)

Aby za chwile poprawnie umiejscowi¢ nasz najmniejszy kat ostry, to obliczmy jeszcze dtugosc¢ drugiej przyprostokatnej (ktéra zreszta zaraz sie przyda do
wyznaczania wartosci cosinusa). W tym celu skorzystamy oczywiscie z Twierdzenia Pitagorasa, zatem:

22+ b* = (32)%, 2® + b = 922, b = 8x?, b=+v8x VvV b=-V8z

Ujemny wynik oczywiscie odrzucamy, zatem zostaje nam b = V8, co mozemy jeszcze rozpisac jako

b=+4 2z =22z

Krok 2. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Korzystajac z informacji zawartych w pierwszym kroku, sytuacja z tresci zadania bedzie wigec wyglada¢ nastepujaco:

35X

B\ X
2v2 x

Szukamy wartosci cosinusa mniejszego kata ostrego i zwr6¢ uwage na to, ze ten kat musi znajdowac sie przy dtuzszej przyprostokatnej.

Krok 3. Obliczenie wartosci cosinusa mniejszego kata ostrego.
Cosinus to stosunek dtugosci przyprostokatnej znajdujacej sie przy interesujgcym nas kacie wzgledem przeciwprostokatnej, zatem:

2v2z 2v/2
, cosSau = ——
3z 3

cosax —
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Zadanie 15 0-1 pkt

Na rysunku dany jest wykres funkgji y = f(z), ktérej dziedzing jest zbior D.

Vi

Wskaz zdanie prawdziwe.
Odpowiedz: C (D = (—3,0) U (0, 3) i funkcja ma jedno miejsce zerowe)
Krok 1. Ustalenie dziedziny funkgji.

Dziedzine funkdji odczytujemy z osi ikséw. Widzimy, ze funkcja przyjmuje wartosci dla argumentéw od = —3 az do = 3 (cho¢ bez x = 3, bo kropka jest

niezamalowana). Jednak jest tutaj zaszyta pewna mata putapka, bowiem ta funkgja nie przyjmuje wartosci dla x = 0 i my ten fakt przy zapisywaniu dziedziny
musimy uwzglednic. Z tego tez wzgledu:

D =(-3,0)U(0,3)

Krok 2. Ustalenie liczby miejsc zerowych.
Miejsca zerowe to miejsca przeciecia sie wykresu z osig iksow. Widzimy wyraznie, ze jest jedno takie miejsce dla @ = —1. Zwrdd tez uwage na to, ze = 3 nie jest
miejscem zerowym, bo kropka jest tutaj niezamalowana.

taczac informadje z kroku pierwszego i drugiego widzimy wyraznie, ze prawidtowa jest trzecia odpowiedz.
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Zadanie 16 0-1 pkt

Ciag (a,,) dany jest wzorem a,, = (5 — n) - (n + 3) dla wszystkich liczb naturalnych n > 1. Liczba dodatnich wyrazéw tego ciggu jest réwna:

Odpowiedz: B (4)

Krok 1. Utozenie nieréwnosci kwadratowe;.
Chcac sprawdzié ile jest dodatnich wyrazéw naszego ciagu musimy sprawdzi¢ kiedy (5 — n) - (n + 3) jest wigksze od zera. To oznacza, ze musimy rozwigza¢
nastepujaca hierownosc:

(5-n)-(n+3)>0

Krok 2. Rozwigzanie nieréwnosci kwadratowe;j.

Powstata nam klasyczna nieréwnos¢ kwadratowa, ktérag musimy teraz rozwigzac. Pierwszym krokiem ku temu jest tradycyjnie wyznaczenie miejsc zerowych, czyli
sprawdzenie kiedy (5 — n) - (n + 3) jest réwne 0. Oczywiscie mozemy wymnozy¢ przez siebie poszczegdlne nawiasy, otrzymujac w ten sposéb postac ogding z
ktorej potem wyliczymy delte, ale istnieje szybszy sposéb na rozwiazanie tego przyktadu. Aby (5 — n) - (n + 3) byto réwne 0, to albo warto$¢ w tym pierwszym
nawiasie jest réwna 0, albo w tym drugim (doktadnie tak jak w postaci iloczynowej). Z tego tez wzgledu:

5-n=0 V n+3=0,n=5 V n=-3

Teraz zaznaczamy te dwa miejsca zerowe na naszej osi liczbowej (kropki bedag niezamalowane, bo w nieréwnosci mamy znak >) i przystepujemy do rysowania
paraboli. Musimy jeszcze tylko ustali¢, czy ramiona paraboli beda skierowane do géry, czy do dotu. No i tu jest spora putapka, bo ramiona paraboli beda skierowane
do dotuy, co najlepiej bedzie wida¢, gdy wymnozymy przez siebie te dwa nawiasy:

(5-n) - (n+3)=b6n+15—n?—3n=—n>+2n+15

Przed n? mamy minusa, czyli wspdtczynnik kierunkowy a jest ujemny. Stad tez ramiona paraboli musza by¢ skierowane do dotu. Nasz wykres bedzie wiec wygladat
w ten oto sposob:

Z wykresu wynika, ze rozwiazaniem naszej nierownosci kwadratowej jest przedziat n € (—3;5).

Krok 3. Interpretacja otrzymanego wyniku.

To jednak nie jest koniec zadania. Z wtasnosci ciaggow wiemy, ze m musi by¢ liczba naturalng, bo nie ma czegos takiego jak np. "péttorazowy wyraz". To oznacza, ze z
przedziatu n € (—3;5) musimy jeszcze wyodrebni¢ liczby naturalne. W tym przedziale znajda sie cztery takie liczby: 1,2, 3, 4 (piatka jest poza przedziatem, bo
nawias nie jest domkniety), co matematycznie mozemy zapisa¢ jako n € {1, 2, 3,4}. To oznacza, ze tylko cztery wyrazy tego ciagu sa liczbami dodatnimi - pierwszy,
drugi, trzeci oraz czwarty.
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Zadanie 17 0-1 pkt

Liczby: 1, a + 1,9 w podanej kolejnosci tworza cigg geometryczny tylko wtedy, gdy:
Odpowiedz: D (@ = 2 lub a = —4)

Krok 1. Zapisanie réwnania z wykorzystaniem wtasnosci ciagéw geometrycznych
Z wiasnosci ciggdw geometrycznych wynika, ze dla trzech kolejnych wyrazéw ciagu zachodzi nastepujace réwnanie:

(122 =a;-ag

Podstawiajac do tego wzoru nasze trzy wyrazy z tresci zadania otrzymamy:

(a+1)?%=1-9

Teraz korzystajac po lewej stronie ze wzoru skréconego mnozenia (a + b)? = a? + 2ab + b? mozemy zapisac, ze:

a’>+2a+1=9,a>’+2a—-8=0

Krok 2. Rozwigzanie powstatego réwnania kwadratowego.
Otrzymalismy réownanie kwadratowe, ktére teraz musimy rozwigzaé. Réwnanie jest zapisane w postaci ogdlnej, zatem z pomoca przyjdzie nam delta:
Wspdtezynnikia =1, b=2, ¢ = —8

A=0—4dac=2>—4-1-(-8)=4—(-32)=4+32=36, VA=+36=6

_b-vVA —2-6 -8 —b+VA 246
n 2a o241 2 2a o241

a

Krok 3. Interpretacja otrzymanego rozwigzania.

Wyszto nam, ze cigg jest geometryczny, gdy a = —4 oraz gdy a = 2. Sprawdzmy zatem jak beda wygladac nasze ciagi:
Gdy a = —4, to mamy ciag 1, —3, 9, czyli powstat nam ciag geometryczny niemonotoniczny.

Gdy a = 2, to mamy ciag 1, 3,9, czyli powstat nam ciag geometryczny rosnacy.

Obydwa przypadki sa poprawne, zatem prawidtowa bedzie ostatnia odpowiedz.

Zadanie 18 0-1 pkt

Okrag o $rodku S = (1, —2) przechodzi przez punkt P = (—1, 2). Srednica tego okregu ma dtugosé:
Odpowiedz: A (4v/5)
Krok 1. Obliczenie dtugosci promienia okregu.

Odlegtos¢ od srodka okregu do jego krawedzi jest dtugoscia promienia. Mozna wiec powiedzie¢, ze jak poznamy dtugosé odcinka SP to bedziemy znaé promien
tego okregu. Tu z pomoca przyjdzie nam wzdr na dtugo$¢ odcinka w uktadzie wspotrzednych:

18P = y/(zp — z5)* + (up — ys)?

Podstawiajac wspdtrzedne punktu S = (1, —2) oraz P = (—1, 2) otrzymamy:

|SP| = \/(_1—1)2+(2—(_2))2, |SP| = 1/(—2)2+ 42, |SP| =V4+ 16, |SP| = V20 = V4 -5 = 25

Krok 2. Obliczenie dtugosci $rednicy okregu.
To jednak jeszcze nie jest koniec zadania, bo nas pytaja nie o dtugos¢ promienia, tylko o dtugos¢ srednicy. Wiemy, ze Srednica jest dwa razy dtuzsza od promienia,
zatem:

d=2-2v5=4v5
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Zadanie 19 0-1 pkt

Prosta y = —3x + 4 jest prostopadta do prostej o rownaniu:

Odpowiedz: A (z — 3y + 3 = 0)

Krok 1. Ustalenie wspdtczynnika a prostej prostopadte;.
Aby dwie proste byty wzgledem siebie prostopadte, to iloczyn ich wspdtczynnikdw kierunkowych a musi byé réwny —1. Nasza pierwsza prosta ma wspotczynnik
a = —3, zatem druga prosta musi mie¢ ten wspétczynnik réwny %, bo =3 - + = —1.

Krok 2. Przeksztatcenie wzoréw funkgji do postaci kierunkowej.

Aby mdc wybrac whasciwa prosta, to wszystkie warianty w odpowiedziach A-D musimy zamieni¢ na postac kierunkowa, czyli posta¢ y = ax + b. Krétko méwiac,
musimy doprowadzi¢ do sytuacji w ktérej po lewej stronie jest y, a po prawej jest cata reszta:

Odp. A.

z—-3y+3=0,3y=z+3, y:%erl

| tak prawde w tym miejscu moglibysmy zakornczy¢ to zadanie, bo otrzymali$my prosta, ktéra ma a = +, zatem to jest na pewno prawidtowa odpowiedz do

1
3
naszego zadania. Dla treningu mozemy jeszcze przeksztatci¢ pozostate odpowiedzi.

Odp. B.
—3zx+y=0,y=3z

Tutaj wspdtczynnik a = 3, zatem ta prosta nas nie interesuje.

Odp. C.
3z+y=0,y= -3z

Tutaj wspdtczynnik a = —3, zatem ta prosta nas nie interesuje.

Odp. D.
z+3y=0,3y=—-z,y=—1z

Tutaj wspétczynnik a = — % zatem ta prosta nas nie interesuje.
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Zadanie 20 0-1 pkt

W trojkacie ABC katy o wierzchotkach A i B maja - odpowiednio - miary 30° i45°, a wysokos$¢ opuszczona na bok AB ma dtugos¢ 4. Dtugosé boku AB tego
trojkata wynosi:

A
A D B

Odpowiedz: C (4(+v/3 + 1))

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Narysujmy sobie tréjkat ABC' i zaznaczmy w nim wskazane katy oraz wysokos¢ opuszczong na bok AB:

C

Powinnismy w tym momencie dostrzec, ze powstaty nam bardzo charakterystyczne tréjkaty o katach 30°,60°,90° oraz45°,45°,90° i to whasnie korzystajac z
wiasnosci tych tréjkatéw obliczymy interesujace nas dtugosci.

Krok 2. Obliczenie dtugosci odcinka AD.
Spéjrzmy na nasz rysunek i na tréjkat ADC. Jest to trojkat o katach 307,607, 90°. Boczna przyprostokatna ma dtugos¢ 4 i jest potozona przy kacie o mierze 60°.
Z whasnoéci takich tréjkatéw wynika, ze ta dolna przyprostokatna bedzie v/3 razy wieksza, czyli |AD| = 4v/3.

Krok 3. Obliczenie dtugosci odcinka DB.
Teraz spdjrzmy na trojkat DBC. Jest to trojkat o katach 45°,45°,90°. Z whasnosci takich trojkatow wynika, ze obydwie przyprostokatne maja jednakowa miare, a
to oznacza, ze |[DB| = 4.

Krok 4. Obliczenie dtugosci odcinka AB.
Odcinek AB jest suma dtugosci AD oraz DB, zatem:

|AB| = 4V3 +4

Takiej odpowiedzi nie mamy wséréd proponowanych, ale widzimy po odpowiedziach, ze musimy jeszcze wytaczy¢ czworke przed nawias, otrzymujac:

|AB| = 4-(vV3+1)
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Zadanie 21 0-1 pkt

Punkty A, B, C leza na okregu o $rodku O (jak na rysunku), przy czym krotszy z tukéw AB stanowi % okregu.

Suma miar katéw AOB i ACB jest réwna:
Odpowiedz: D (216°)

Krok 1. Obliczenie miary kata AOB.
2

Kat AOB jest katem $rodkowym, opartym na tuku o dtugosci % obwodu okregu. To oznacza, ze miara tego kata bedzie stanowi¢ £ miary kata petnego, zatem:

2
|<AOB| = £ -360" , |<AOB| = 144°

Krok 2. Obliczenie miary kata AC'B.

Cho¢ moze nie wida¢ tego na pierwszy rzut oka (zwtaszcza ze odcinek AC' troche zlewa sie z krawedzig okregu), to kat AC'B jest katem wpisanym opartym
doktadnie na tym samym tuku A B co nasz kat srodkowy AOB. Z wtasnosci katéw srodkowych i wpisanych wiemy, ze w takiej sytuagji miara naszego kata
wpisanego musi by¢ dwa razy mniejsza od kata srodkowego, zatem:

|[<ACB|=144" : 2, |<ACB| =172

Krok 3. Obliczenie sumu miar katéw AOB oraz ACB.
Pytaja sie nas o to jaka jest suma tych dwdch analizowanych przed chwilg katéw, zatem odpowiedzia do tego zadania bedzie:

144° +72° = 216°
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Zadanie 22

Przekréj osiowy walca jest kwadratem. Jesli pole powierzchni catkowitej tego walca jest rowne P, a pole jego powierzchni bocznej jest réwne P, to:

/

Odpowiedz: C (P, = % - P)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Jezeli w przekroju osiowym walca mamy kwadrat, to sytuacja bedzie wyglada¢ w ten oto sposéb:

/

—
— - -

/

r C

i

Z rysunku wynika, ze wysokos¢ H bedzie réwna dtugosci 2r i to bedzie dla nas za chwile klucz do rozwigzania tego zadania.

Krok 2. Obliczenie pola powierzchni bocznej.
Pole powierzchni bocznej obliczymy ze wzoru:

P, =2mrH

Podstawiajac pod H wartos$¢ 2r otrzymamy:

Py =2nr-2r, P, = 4mr?
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Krok 3. Obliczenie pola powierzchni catkowitej.
Na pole powierzchni catkowitej sktada sie pole dwéch podstaw oraz pole powierzchni bocznej:

P.=2P,+ P,

W podstawie (zaréwno dolnej jak i gérnej) znajduje sie koto o promieniu 7, zatem korzystajac ze wzoru na pole kota mozemy zapisac, ze P, = 2. Podstawiajac te
warto$¢ oraz wyznaczona przed chwilg powierzchnie boczna otrzymamy:

P.=2-7r’+4nr? | P, = 6mr?

Takiego konkretnego wyniku w proponowanych odpowiedziach nie mamy, ale skoro P, = 472, to mozemy zapisac, ze:

=34 p=2 p
2 2
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Zadanie 23 0-1 pkt

Przekatna podstawy ostrostupa czworokatnego prawidtowego jest dwa razy dtuzsza od jego wysokosci. Kat nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy
w tym ostrostupie ma miare:

Odpowiedz: B (45°)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Ostrostup jest czworokatny prawidtowy, zatem w podstawie na pewno znajduje sie kwadrat. Jezeli wysokos¢ ostrostupa oznaczymy sobie jako , a przekatna
podstawy oznaczymy sobie jako 2z (bo ma by¢ dwa razy diuzsza od przekatnej), to otrzymamy taka oto sytuacje:

Widzimy wyraznie, ze potowa dtugosci przekatnej podstawy, wysokos¢ bryty oraz krawedz boczna tworzg tréjkat prostokatny z ktérego bedziemy teraz oblicza¢
interesujacy nas kat.

Krok 2. Obliczenie miary kata nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy.
Powinnismy dostrzec, ze przyprostokatne naszego tréjkata prostokatnego majg jednakowa dtugosc. To z kolei prowadzi nas do wniosku, ze ten tréjkat jest
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réwnoramienny, czyli ze jest to klasyczny tréjkat o katach 457,457,907, bo tylko taki tréjkat jest jednoczesnie prostokatny i réwnoramienny. Stad tez bez zadnych
dodatkowych obliczen mozemy by¢ pewni, ze kat nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy jest rowny 45°.

Zadanie 24 0-1 pkt

Srednia arytmetyczna zestawu szeéciu danych: 2, 3,4, 5, 6, x jest rowna 4. Mediana tego zestawu wynosi:

Odpowiedz: B (4)

Krok 1. Obliczenie wartosci .
Korzystajac z informagji o tym, ze srednia arytmetyczna naszych szesciu liczb jest rowna 4 mozemy zapisac, ze:

24+3+4+5+6+z _4 20 +

= =4,2 =24 =4
6 s 6 , 20+ , T

Krok 2. Obliczenie mediany.
Aby przystapi¢ do liczenia mediany musimy uporzadkowac nasze liczby w porzadku niemalejacym (czyli od najmniejszej do najwiekszej):

2,3,4,4,5,6

Mamy parzysta ilos¢ liczb, zatem mediana bedzie réwna Sredniej arytmetycznej srodkowych wyrazéw. U nas srodkowymi wyrazami sa 4 oraz 4, zatem:

444 8
m=——,m=—,m=4

2 2

Zadanie 25 0-1 pkt

W pewnegj klasie liczba dziewczat jest trzy razy wigksza od liczby chtopcéw. Z tej klasy wybieramy losowo jedng osobe. Prawdopodobienstwo wylosowania chtopca
jest rowne:

Odpowiedz: B (%)

Krok 1. Ustalenie liczby wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych.
Bazujac na informacjach z tresci zadania mozemy zapisac, ze:

T - liczba chtopcow

3z - liczba dziewczyn

To z kolei oznacza, ze wszystkich dzieci w tej klasie mamy x + 3z = 4z, czyli 2| = 4.

Krok 2. Ustalenie liczby zdarzen sprzyjajacych.
Sprzyjajacym zdarzeniem jest wylosowanie chtopca. Wiemy, ze mamy & chtopcow, zatem mozemy napisac, ze |A| = z.

Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.
Prawdopodobienstwo obliczymy korzystajac ze wzoru:
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Zadanie 26 0-2 pkt

Wyznacz zbior wszystkich argumentéw z, dla ktérych wartosci funkgji f okreslonej wzorem f(z) = —4x? + x + 5 sa wigksze od wartosci funkgji g okreslonej

wzorem g(z) = —4z + 6.

Odpowiedz: \(x\in\left(\frac{1}

Krok 1. Utozenie nieréwnosci kwadratowej.
Chcemy sie dowiedzie¢ kiedy wartosci funkgi f(z) sa wieksze od wartosci funkdi g(z), czyli chcemy sprawdzi¢ kiedy:

f(z)>g(z), —4z>+z+5> -4z +6

Przenoszac teraz wyrazy na lewa strone otrzymamy nastepujaca sytuacje:

—4z 452 —-1>0

Powstata nam wiec klasyczna nierownos¢ kwadratowa, ktdrg teraz musimy rozwiazac.

Krok 2. Obliczenie miejsc zerowych wielomianu.

Rozwiazywanie nieréwnosci zaczniemy od wyznaczenia miejsc zerowych. Musimy wiec sprawdzi¢ kiedy —4z? 4+ 52 — 1 jest réwne 0. Z pomoca przyjdzie nam tutaj
oczywiscie niezawodna delta:

Wspdtezynnikia = —4, b=5, ¢ = —1

A=0—4dac=5"—4-(—4)-(-1)=25-16=9, VA=v9=3

_b—vVA  5-3 -8 _cb+VA 543 -2 1

o 2a 2.(a) -8 7 2a 2.(—4) -8 4

Krok 3. Szkicowanie wykresu paraboli.
Wspotczynnik kierunkowy a jest ujemny, a to oznacza, ze parabola bedzie mie¢ ramiona skierowane do dotu. Zaznaczamy wiec na osi wyznaczone miejsca zerowe
r=1orazz = % (kropki beda niezamalowane, bo w nieréwnosci wystapit znak >) i rysujemy parabole:

V

Krok 4. Odczytanie rozwiazania.
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Interesuja nas wyniki wigksze od zera, zatem patrzymy sie na to co znalazto si¢ nad osia. Ze szkicu paraboli wynika, ze w takiej sytuacji rozwigzaniem tej nieréwnosci
jest przedziat:
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Zadanie 27 0-2 pkt

W tréjkacie prostokatnym ABC dane sa wierzchotki A = (—2,0) i B = (8, 0). Punkt C jest wierzchotkiem kata prostego tego tréjkata i lezy na osi OY". Oblicz
wspotrzedne wierzchotka C.

1 | | | |
I I I | | |
5 -4 -3A-2 a9 1 2

14

——
g
——
L=
-
)
=)
=

=

a2

Odpowiedz: C' = (0;4) lub \(C=

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Narysujmy sobie uktad wspdtrzednych i zaznaczmy na nim dane z tresci zadania, pamietajac o tym, by punkt C znajdowat sie na osi OY":

Ay

| | | | |
I I I | | |
5 4 A2 -l 0 1 2

14

wr——
g
h——
=
~3

)

=

=

24

| tu bardzo wazna obserwacja, ktéra bedzie kluczowa dla catego zadania - wspétrzedna iksowa punktu C jest rowna 0. Mozemy sobie nawet zapisa¢, ze
C = (0;y0).

Krok 2. Obliczenie dtugosci bokow trojkata ABC.
Obliczmy teraz dhugo$¢ kazdego z bokéw naszego trojkata ABC. Najprosciej przyjdzie nam wyliczenie dtugosci boku AB, bo tu od razu po rysunku szkicowym
widzimy, ze obydwa te punkty s3 na osi ikséw, wiec nawet po kratkach jestesmy w stanie stwierdzi¢, ze | AB| = 10.

Teraz przystapmy do liczenia trudniejszych bokéw, zaczynajac od AC. Wiemy, ze A = (—2,0) oraz C = (0;yc), zatem korzystajac ze wzoru na dhugoé¢ odcinka
mozemy zapisac¢, ze:

|AC| = \/(we — 4 + (e — ya?, |AC] = (0~ (-2)2+ (e — 02, |AC| = VE+y?, |AC| = VAT yc?

Analogicznie obliczymy dtugos¢ odcinka BC, wiedzac ze B = (8, 0) oraz C' = (0; yc):

|BC| = \/(IC*mB)u(yC*yB)Z, |BC| = /(0= 8)*+ (yo = 0)*, |BC| = /(=8)* + yc® , [BC| = V64 + yc’

Krok 3. Obliczenie wspotrzednej yc.
Majac rozpisane wszystkie dtugosci bokéw mozemy teraz skorzystac z Twierdzenia Pitagorasa:

2 2
|AC|? + |BC|> = |AB]?, (\/4+yc2) + (\/64+y02) =102, 4+ yo? + 64 +yc® = 100, 2yc® + 68 =100, 2yc* = 32, y> =16, yo=4 V yo

Krok 4. Interpretacja otrzymanego wyniku.
Otrzymalismy dwa mozliwe rozwigzania i obydwa sa prawidtowe. To oznacza, ze istnieja dwie mozliwosci zapisania wspétrzednych punktu C'i beda to C' = (0;4)
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lub C = (0; —4). Mozna wigc powiedzie¢, ze ten nasz trdjkat moze wygladaé tak jak na rysunku szkicowym lub tez moze by¢ odbiciem lustrzanym wzgledem osi
iksow.

Zadanie 28 0-2 pkt

Doswiadczenie losowe polega na jednoczesnym rzucie symetrycznag szescienng kostka do gry i dwiema symetrycznymi monetami. Oblicz prawdopodobienstwo
otrzymania na kostce liczby oczek podzielnej przez 3, a na monetach - co najmniej jednego orta.

Odpowiedz: P(4) = +

Krok 1. Ustalenie liczby wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych.

Rzucajac kostkg mozemy otrzymac jeden z szesciu wynikéw (od 1 do 6). Rzucajac pojedynczg moneta mozemy uzyskac jeden z dwdch wynikéw - orta lub reszke.
Skoro doswiadczenie polega na rzucie kostka i dwiema monetami, to korzystajac z reguty mnozenia mozemy zapisa¢, ze wszystkich zdarzen elementarnych
bedziemy mie¢:

12/=6-2-2=24

Krok 2. Ustalenie liczby zdarzen sprzyjajacych.

Sprzyjajacym zdarzeniem jest wylosowanie na kostce liczby podzielnej przez 3, a na monetach przynajmniej jednego orta. Rozpatrzmy wiec to sobie po kolei.
Jezeli chcemy, aby na kostce wypadta liczba podzielna przez 3, to musi nam wypas¢ 3 lub 6. Mamy wiec dwie mozliwosci.

Jezeli chcemy, aby na monetach wypadt przynajmniej jeden orzet, to interesuja nas trzy warianty: (OR), (RO) lub (OO). Mamy wiec takie trzy mozliwosci.

Korzystajac wiec z reguty mnozenia wyjdzie nam, ze zdarzen sprzyjajacych bedziemy miec:

|A|=2-3=6

Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.
Prawdopodobienstwo obliczymy korzystajac ze wzoru:

Zadanie 29 0-2 pkt

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z i y zachodzi nieréwnos¢ 2 + y? + 11 > 2z + 6y.

Odpowiedz: Udowodniono korzysta
Na poczatek sprébujmy przenies¢ wszystkie wyrazy na lewa strone, otrzymujac:

P+ 4+11-22—-6y>0, 22— 22+ —6y+11>0

Teraz najtrudniejsza cze$¢ zadania, ktora nie ma co ukrywac - wymaga od nas sprawnego wykorzystywania wzoréw skréconego mnozenia. Musimy zwinaé
odpowiednie wyrazy w taki sposob, by otrzymac kwadrat sumy, czyli posta¢ (a + b)? lub kwadrat réznicy, czyli posta¢ (a — b)% Trudnos¢ tego zadania jest tym
wieksza, ze takiego “zwiniecia" bedziemy musieli dokona¢ dwukrotnie, a jakby tego byto mato, to dodatkowo bedziemy musieli rozbi¢ liczbe 11 na sume 9 + 1 4 1.
Catos$¢ bedzie wygladac nastepujgco:

2P—2r 4+ —6y+11>0, 2222 +1+3>—6y+9+1>0, (22 —-22+1)+ (P —6y+9)+1>0, (z—1)2+(y—3)2+1>0

Wiemy, ze jakakolwiek liczba rzeczywista podniesiona do kwadratu daje wynik wiekszy lub réwny 0, stad tez na pewno (x — 1) jest wieksze lub réwne 0 oraz
(y — 3)? jest takze wieksze lub réwne 0. Dodatkowe -+1 sprawia, ze wyrazenie po lewej stronie na pewno jest wieksze od zera i to nalezato wtasnie udowodnié.
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Zadanie 30 0-2 pkt

W réwnolegtoboku ABCD punkt E jest srodkiem boku BC. Przez punkty A i E poprowadzono prosta przecinajaca prosta DC' w punkcie F' (jak na rysunku).
Uzasadnij, ze pole réwnolegtoboku ABCD jest réwne polu trojkata AF' D.

D C F_

A B

Odpowiedz: Udowodniono korzysta

Krok 1. Dostrzezenie przystawania trojkatow.

Powinnismy dostrzec, ze trojkaty ABE oraz EFC sa przystajace. Skad to wiemy? Na pewno katy AEB oraz CEF sa jednakowej miary (bo sa to katy
wierzchotkowe). Katy EBA oraz ECF takze sa jednakowej miary, bo s to katy naprzemianlegte. Dodatkowo wiemy, ze punkt E jest srodkiem odcinka BC, czyli
odcinek BE ma taka sama dtugos¢ co CE.

Z tej powyzszej analizy wynika, ze w trdjkatach ABE oraz EFC mamy dwie pary jednakowych katow i jedng pare bokéw o jednakowej dtugosci. Zgodnie wiec z
cecha kat-bok-kat jesteSmy w stanie stwierdzi¢, ze te tréjkaty sa nie tylko podobne, ale wrecz przystajace (czyli sa to tak naprawde jednakowe tréjkaty). To z kolei
oznacza, ze trojkat EFC ma jednakowe pole powierzchni co trojkat ABE, stad tez whasnie duzy tréjkat AF'D ma jednakowe pole powierzchni, co réwnolegtobok
ABCD.
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Zadanie 31 0-2 pkt

Prosta o réwnaniu ¢ = —2 jest osia symetrii wykresu funkgji kwadratowej f okreslonej wzorem f(z) = az? — 8z + c. Punkt P = (2,2) nalezy do wykresu tej
funkgji. Wyznacz wspotczynniki a i c.

WE(pi9)

Odpowiedz: a = —2 oraz \(c=26

Krok 1. Wyznaczenie wspotrzednej p wierzchotka paraboli.
Z whasnosci parabol wiemy, ze 0$ symetrii przechodzi doktadnie przez wierzchotek paraboli.

A\
WEP)

To z kolei oznacza, ze skoro prosta o réwnaniu = —2 jest osig symetrii, to wspotrzedna p wierzchotka naszej paraboli bedzie rowna p = —2.

Krok 2. Obliczenie wartosci wspotczynnika a.
Skorzystamy ze wzoru na wspotrzedng p wierzchotka paraboli, czyli ze wzoru p = ;—: Ze wzoru funkdji f(z) = ax? — 8x + ¢ mozemy odczytaé, ze b = 8, zatem:

—b —(-8) 8
p:E,—ZZ 2% ,—QZE,—411:8,0‘:—2
To oznacza, Ze nasza funkdja przyjmie posta¢ f(z) = —2z2 — 8z + c. Do petnego wzoru brakuje nam jeszcze wartosci wspdtczynnika c.

Krok 3. Obliczenie wartosci wspotczynnika c.
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Do poznania wartosci wspdtczynnika ¢ postuzy nam informacja o tym, ze punkt P = (2, 2) nalezy do wykresu tej funkgji. Podstawiajac wspétrzedne tego punktu do
wyznaczonej juz w poprzednim kroku postaci wzoru ze wspétczynnikiem a otrzymamy:

fz) =228z +c,2=-2-2-8-24+¢,2=-2-4-8-24+¢,2=-8-16+c,2=-24+c,c=26

W tresci zadania prosili nas o wyznaczenie wspétczynnika a oraz ¢, zatem mozemy zapisa¢, ze a = —2 oraz ¢ = 26.

W ciggu o$miu dni rowerzysta pokonat trase 236km. Poczynajac od drugiego dnia, przejezdzat codziennie o 3km mniej niz w dniu poprzednim. lle kilometrow
przejechat pierwszego dnia, a ile - smego? Zapisz obliczenia.

Odpowiedz: Pierwszego dnia: \(4

Krok 1. Dostrzezenie ciagu arytmetycznego.
Idea tego zadania polega na tym, by dostrzec iz mamy tutaj stycznos¢ z ciggiem arytmetycznym. Zapiszmy kluczowe parametry tego ciggu, ktére wynikaja z tresci
zadania.

Skoro kazdego dnia pokonywana trasa jest o 3km krotsza, to na pewno r = —3. Wiemy tez, ze podroz trwata 8 dni, zatem n = 8. | na koniec mozemy jeszcze
zapisa¢, ze suma tych wszystkich pokonanych tras przez 8 dni byta rowna 236km, czyli ze Sz = 236.

Krok 2. Obliczenie wartosci pierwszego wyrazu ciagu arytmetycznego.
Aby obliczy¢ wartos¢ pierwszego wyrazu, czyli ay, skorzystamy ze wzoru na sume n-tych wyrazéw ciggu arytmetycznego:

_2a1+(n—1D)r

Sn 2

Podstawiajac do tego wzoru wypisane przed chwila dane otrzymamy:

g _2mt (-1 (-3) 2a,+7-(=3) 2a; — 21

s = 5 -8, 236 = 5 8,236 = —>—— 8,236 = (201~ 21) -4, 21~ 21 =59, 2a; = 80, @1 = 40

To oznacza, ze pierwszego dnia rowerzysta pokonat trase 40km.

Krok 3. Obliczenie wartosci 6smego wyrazu ciggu arytmetycznego.
Musimy jeszcze obliczy¢ dtugos¢ pokonanej trasy ésmego dnia. W tym celu pomoze nam wzdr na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego:

ap=a1+ (n—1)r

Podstawiajac a1 = 40, r = —3 oraz n = 8 (bo szukamy wartosci 6smego wyrazu) otrzymamy:

ag=a;+@8—1)r,a3=a;+7Tr,a3=40+7-(-3), ag=40—21, ag =19

To oznacza, ze ésmego dnia rowerzysta pokonat trase 19km.
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Zadanie 33 0-4 pkt

W trapezie rownoramiennym suma dtugosci podstaw wynosi 20. Pole tego trapezu jest réwne 80, a tangens jego kata ostrego wynosi %. Oblicz dtugosci podstaw

N

trapezu.

Odpowiedz: a = 16 oraz \(b=4\

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Skoro trapez jest rownoramienny, to sytuacja z tresci zadania bedzie wygladaé nastepujgco:

X
X \ X

Zwroé uwage na to, ze powstat nam tréjkat prostokatny, ktéry tworzg kawatek dolnej podstawy, wysoko$¢ figury oraz ramie trapezu. To whasnie z tego tréjkata
bedziemy za chwile korzystac obliczajac interesujgce nas dtugosci bokow.

Krok 2. Obliczenie wysokosci trapezu.
Zanim skorzystamy z utworzonego tréjkata prostokgtnego, to mozemy obliczy¢ wysokos$¢ naszej figury. Korzystajac ze wzoru na pole trapezu mozemy zapisac, ze:

1 1
P=c(a+tb)-h,80=-20-h,80=10-h, h=8

Krok 3. Obliczenie dtugosci odcinka x.
Spéjrzmy teraz na nasz rysunek pomocniczy, a konkretniej na ten nasz kluczowy tréjkat prostokatny. Wiemy juz, ze boczna przyprostokatna ma dtugosé h = 8.
Wiemy tez, ze tgo = %, a skoro tangens odpowiada za stosunek dtugosci przyprostokatnych, to btyskawicznie wyliczymy dtugos¢ odcinka oznaczonego jako x:

h 4 8
tga = — , — = —
z 3 T

Mnozac na krzyz otrzymamy:

4.2=3-8,4z=24,2=6

Krok 4. Obliczenie dtugosci podstaw trapezu.
Dolna podstawe opisalismy sobie jako a = 22 + y, natomiast gérna jako b = y. Skoro juz wiemy, ze z = 6, to tym samym w catym zapisie pojawi nam sie juz tylko
jedna niewiadoma, bowiem dolng podstawe mozemy juz zapisa¢ jakoa =2 -6 +y = 12 + y.

Wiemy, ze suma podstaw musi by¢ réwna 20, zatem powstaje nam do rozwigzania proste réwnanie:
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124+y+y=20,12+2y=20,2y=8,y=4

To oznacza, ze dolna podstawa ma dtugos¢ a = 12 + 4 = 16, a gérna podstawa ma dtugos¢ b = 4.
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Zadanie 34

0-5 pkt

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym o podstawach ABC'D i A;B1C1D; (jak na rysunku) krawedz boczna jest trzy razy dtuzsza od krawedzi podstawy. Z

wierzchotka B poprowadzono odcinek BE, ktérego koniec E jest srodkiem krawedzi A;D;. Dtugos¢ BE jest rowna 4+/41. Oblicz objeto$¢ graniastostupa i
wyznacz sinus kata nachylenia odcinka BE do ptaszczyzny podstawy graniastostupa.

D,

Ci

B

Odpowiedz: V = 1536 oraz \(si

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Jezeli wysokos$¢ graniastostupa jest 3 razy wieksza od krawedzi podstawy, to catos¢ po zaznaczeniu wszystkich informadcji z tresci zadania bedzie wyglada¢ mniej
wiecej w ten sposob:

E

Ci

A

Krok 2. Obliczenie dtugosci odcinka F'B.
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Spdjrzmy na trojkat prostokatny ABF, ktory znalazt sie w podstawie naszej bryty. Dolna przyprostokatna tego trojkata ma dtugos¢ a, boczna przyprostokatna ma
dtugos¢ %a, zatem korzystajac z Twierdzenia Pitagorasa mozemy zapisa¢, ze:

2+ (Lta 2:\FB\2 a2+la2:\FB\2 \FBP:E(ﬁ \FB|:,/ia2 vV |FB|=-— 3
2 ’ 4 ’ 47 4 4

Ujemny wynik odrzucamy, bo dtugo$¢ odcinka BF jest na pewno dodatnia, zatem zostaje nam |FB| = %a? Teoretycznie moglibySmy uproscic jeszcze ten zapis

(otrzymujac ostateczna posta¢ | FB| = a;’ ), ale nie ma takiej potrzeby, bo za chwile bedziemy i tak podnosi¢ te wartos¢ do kwadratu.

Krok 3. Obliczenie dtugosci krawedzi podstawy.
Spojrzmy teraz na tréjkat prostokatny FBE. Wyliczylismy przed chwila, ze [FB| = 4/ 3a2 Wiemy, ze | FE| = 3a. Dodatkowo znamy tez miare

przeciwprostokatnej, bowiem | BE| = 44/41. Korzystajac wiec z Twierdzenia Pitagorasa mozemy zapisac, ze:

2
(,/%:ﬂ) + (3a)? = (4V41)?, %a2+9a2: 16 -41, t—1a2:656, 410> =2624,a>=64,a=8 V a=-8

Ujemny wynik oczywiscie odrzucamy, zatem zostaje nam a = 8.

Krok 4. Obliczenie objetosci graniastostupa.
Wiemy juz, ze w podstawie graniastostupa jest kwadrat o boku a = 8. Wiemy tez, ze wysokosc jest rowna 3a, zatem H = 3 - 8 = 24. Mozemy wiec bez przeszkod
obliczy¢ objetos¢ naszego graniastostupa:

V=P, H,V=8-8-24,V=1536

Krok 5. Obliczenie sinusa kata a.

Na koniec musimy jeszcze poprawnie obliczy¢ warto$¢ sinusa naszego kata ce. W tym celu spogladamy na tréjkat prostokatny F'BE. Sinus to dtugos¢
przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata (czyli u nas F'E, ktéra jest wysokoscig graniastostupa) wzgledem przeciwprostokatnej (czyli u nas BE). Mozemy zatem
zapisac, ze:

|FE| 24 _ 6 ) 6- V41 ) 6v/41
sinoq = ——— , st = —— , St = ———— , St = ————
V41 V41 - /41 41

\
|BE| ’ a1
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