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Rozwiazania krok po kroku

Odpowiedz

D (—4+2v3)

C(3)

B(G —3V2)

D (3000 - (1 + 15)° 20
B ({3}

A (822 — 8y?)

A (nie ma rozwiazania)
B (0)

A5

B (2p — 2 = logT)
Aly=—2z+7
D(b=—6)
Cly=-2-(z+3)%+4)
c®

A((-2,2)

B (—4)

D (-3)

c®

Dly=—-32-2)

A (36v/2cm?)

B (40°)

Liczba przeciwna do liczby (1 — +/3)2 jest réwna:

Odpowiedz: D (—4 + 2v/3)

Krok 1. Obliczenie wartosci liczby.
Zanim wyznaczymy liczbe przeciwna to wykonajmy potegowanie, ktore znalazto sie w naszej liczbie. Korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia

(a —b)? = a% — 2ab + b mozemy zapisac, ze:

Krok 2. Wyznaczenie liczby przeciwnej.
Liczbe przeciwng tworzymy zmieniajac znak naszej liczby, czyli tak naprawde stawiajac minusa z przodu. Wazne jest to, zeby postawi¢ minusa nie tylko przed
pierwszg liczba (czyli przed czworka), tylko przed catym wyrazeniem. Skoro tak, to liczba przeciwna bedzie:
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(5'2)*v/3"

Liczba odwrotna do liczby =

jest rowna:
Odpowiedz: C (%)

Krok 1. Obliczenie wartosci liczby.
Na poczatek musimy wykonac potegowanie, tak aby uprosci¢ caty zapis. Stosujac dziatania na potegach otrzymamy:

08
(51,2)3,\/5073 - 51,23, (5%) | BM6.B04 BB6H04 5t
5% a 53 STE o TwE ol

Krok 2. Wyznaczenie liczby odwrotne;j.
Liczbe 5 mozemy zapisac jako % Liczba odwrotna powstaje po zamianie migjscami licznika z mianownikiem, zatem liczbg odwrotna do 5 bedzie % i to jest
poszukiwana przez nas odpowiedz.

1

Wartos$¢ bezwzgledna liczby 3v2 — 5 jest réwna:

Odpowiedz: B (5 — 3v/2)

Krok 1. Ustalenie, czy liczba pod nawiasami bezwzglednosci jest dodatnia czy ujemna.

Naszym zadaniem jest obliczenie wartosci |3\/_ — 5. Aby opusci¢ nawiasy bezwzglednosci musimy najpierw ustali¢, czy liczba z ktérej wyznaczamy wartosé
bezwzgledna jest dodatnia, czy tez ujemna. Jezeli warto$é w nawiasie bezwzglednosci jest dodatnia, to opuszczajac nawias nie zmieniamy znaku np |5] = 5. Jezeli

wartos¢ w nawiasie jest ujemna, to opuszczajac nawias wartosci bezwzglednej musimy zmieni¢ znak liczby np. | — 5| = 5 (i na tym wtasnie polega cata trudnos¢
tego zadania). Sprawdzmy zatem jaka wartos¢ znalazta sie w naszych nawiasach.

Przyjmujac przyblizenie v/2 ~ 1,41 wyjdzie nam, ze:

3V2—5~3.-1,41—5~4,23 -5~ —0,77

Krok 2. Obliczenie wartosci bezwzglednej.
Liczba pod nawiasami bezwzglednosci wyszta nam ujemna, zatem opuszczajac nawiasy musimy zmieni¢ znaki na przeciwne. W zwiazku z tym:

[3V2 -5/ = —(3V2-5) = —3vV2+5=5-3V2

o1pi

Kwote 300027 ulokowano w banku na lokacie oprocentowanej 2% w stosunku rocznym, przy czym odsetki s3 kapitalizowane co pét roku (nie uwzgledniamy
podatku od odsetek kapitatowych). Po trzech latach stan tej lokaty wyniesie:

Odpowiedz: D (3000 - (1 + )° 2)

W tym zadaniu skorzystamy ze wzoru na kapitalizacje odsetek:

n=K-(1+p)"

K, to kwota po naliczeniu odsetek

K to kapitat poczatkowy

p to oprocentowanie w okresie pojedynczej kapitalizacji
n to liczba kapitalizacji

Z tresci zadania wynika, ze:

K = 3000

1
p=20,02:2=0,01 = 57
n=3-2=6

Dlaczego p = 1o5?
Oprocentowanie lokaty w skali roku wynosi 2%, czyli 0, 02. Gdyby lokata byta kapitalizowana raz w roku, to wtedy p = 0, 02. Jednak nasza lokata jest
kapitalizowana 2 razy w roku (co pét roku), zatem na kazdy okres kapitalizacji przypada nam oprocentowanie rzedu p = 0,02 : 2 = 0,01 = ﬁ.

Dlaczego n = 6?
Lokata jest na 3 lata, a odsetki naliczane sg co pét roku czyli 2 razy w roku. W zwigzku z tym w trakcie catej lokaty odsetki beda naliczone 3 - 2 = 6 razy.

Nie pozostaje nam nic innego jak podstawi¢ poszczegdlne dane do wzoru, otrzymujac:

1 6
Ki=Fk-[1+—
6 (+100>
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Zbiorem rozwiazan nieréwnosci (z + 3)2 < 0 jest:

NS

Odpowiedz: B ({—3})

Krok 1. Obliczenie miejsc zerowych wielomianu.
Aby rozwiazaé nieréwno$¢ musimy najpierw sprawdzic jakie ma miejsca zerowe, czyli musimy sprawdzi¢ dla jakich argumentéw (z + 3)2 = 0. Nie musimy
wykonywa¢ potegowania, zastosujemy tutaj wtasnos¢ znana z funkdji zapisanych w postaci iloczynowej, czyli wartos¢ w nawiasie musimy przyréwnac do zera:

z+3=0,z=-3

Krok 2. Szkicowanie wykresu paraboli.
Zaznaczamy na osi obliczone przed chwilg miejsce zerowe. Ramiona paraboli beda skierowane do géry (bo przed z? nie stoi Zadna ujemna wartosd), zatem catos¢
bedzie wygladac nastepujaco:

\/

=3
Krok 3. Odczytanie rozwiazania.
Interesuja nas wartosci mniejsze lub rowne zero. Patrzac sie na wykres widzimy, ze pozadana warto$¢ przyjmowana jest jedynie dla = —3. Dla wszystkich
pozostatych argumentéw wartosci sa wieksze od zera. To oznacza, ze zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest tylko liczba —3.

gt

Wyrazenie (3z — y)? — (z — 3y)? jest réwne wyrazeniu:
Odpowiedz: A 8z% — 8y2)
Korzystajac ze wzoréw skroconego mnozenia (a — b)? = a? — 2ab + b? oraz (a + b)? = a® + 2ab + b* mozemy zapisac, ze:

Bz —y)? — (x — 3y)? = 92% — 6zy + y* — (2’ — 6zy + 9°) = , = 92% — 6ay +° — 2 + 6zy — 9y° = 8a® — &°
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2¢ — 4y =3

Uktad réwnan liniowych {_393 Foy= -4

Odpowiedz: A (nie ma rozwigzania)

Do rozwigzania tego zadania mozna doj$¢ na wiele sposobdw, nawet najpopularniejsza metoda podstawiania. Jednak najprosciej bedzie dostrzec rozwigzanie
mnozac pierwsze réwnanie przez —% Otrzymamy wtedy nastepujaca sytuacje:

2z —4y=3 /ﬂ(,%),

-3z + 6y = —4

-3z +6y=—5 ,
—3x+6y=—4

W pierwszym réwnaniu wyszto nam, ze —3x + 6y jest rowne —%. W drugim réwnaniu wyszto, ze —3z + 6y jest rowne —4. Te dwa réwnania majag po lewej stronie

to samo wyrazenie (bez poteg), a po prawej maja rozne liczby. Taka sytuacja jest niemozliwa do otrzymania, zatem ten uktad réwnan jest sprzeczny, czyli nie ma on
rozwigzan.

lloczyn wszystkich pierwiastkow rownania (2z — 3)(z2 4 2x) = 0 jest rowny:
Odpowiedz: B (0)

Krok 1. Rozwigzanie rownania.
Na poczatek ustalmy co to sa pierwiastki rownania. To nic innego jak po prostu rozwigzania tego rownania. To wazne, by nie myli¢ tego pojecia ze standardowymi
pierwiastkami, ani tym bardziej by nie wylicza¢ p6zniej pierwiastkéw z otrzymanych rozwigzan.

Przejdzmy zatem do rozwigzania réwnania. Aby warto$¢ tego réwnania byta réwna zero, to ktéry$ z nawiaséw musi by¢ réwny zero. Mozemy wiec zapisac, ze:

1 1
2c —3=0 V x2+2$:0,2x:3 vV x(x+2):0,m:1§ vV =0 V x+2:0,x:15 vV =0 V z=-2

Oczywiécie rownanie 2 + 2z = 0 moglibymy rozwiaza¢ takze metoda liczenia delty (pamietajac o tym, ze tutaj wspotczynnik ¢ = 0), jednakze sposéb z
wytaczeniem iksa przed nawias byt znacznie prostszy.

Krok 2. Obliczenie iloczynu pierwiastkow réwnania.
Jak juz sobie powiedzieliSmy - pierwiastkami rbwnania sg po prostu rozwigzania, ktére przed chwilg otrzymalismy. Zgodnie z trescig zadania musimy podac jeszcze

iloczyn tych rozwigzan, zatem:

1
15 -0-(-=2) =0
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W tréjkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych ma dtugos¢ 5, a przeciwprostokgtna ma dtugos¢ 13. Sinus wiekszego kata ostrego tego tréjkata jest rowny:

C

13

A 12 b

Odpowiedz: A (12)

Krok 1. Obliczenie dtugosci boku drugiej przyprostokatnej.
Korzystajac z Twierdzenia Pitagorasa mozemy obliczy¢ dtugos¢ drugiej przyprostokatnej tego tréjkata:

52402 =13%, 254+ =169, b* =144, b=12 VvV b= —12

Krok 2. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Sytuagja z tresci zadania (w tym kat ostry, ktory nas najbardziej interesuje) bedzie wygladac¢ nastepujaco:

X »

A 12 b

Przy okazji warto pamietac, ze w tréjkacie prostokatnym zawsze bedzie tak, ze wiekszy kat ostry znajduje sie przy krétszym boku.

Krok 3. Obliczenie sinusa kata ostrego.
Sinus to stosunek dtugosci przyprostokatnej naprzeciwko kata wzgledem dtugosci przeciwprostokatnej, zatem:

. 12
sino = —

13
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Zadanie 10 0-1 pkt

Przyjmijmy, ze logh = p. Wtedy:
Odpowiedz: B (2p — 2 = logd)

Musimy do kazdej z odpowiedzi podstawi¢ pod p wartos¢ logb i sprawdzi¢, kiedy otrzymamy prawidtowe réwnanie. Przy okazji warto sobie powiedzie¢, ze skoro w
logarytmie nie mamy podstawy, to domysinie podstawa jest réwna 10, czyli log5 to tak naprawde logi05.

Zanim zaczniemy podstawianie to warto tez sobie powiedzie¢, ze kluczem do rozwigzania tego zadania jest dostrzezenie tego, ze 1 to jest log10 (lub jak kto woli
10g1010). Analogicznie 2 to jest 2log10, co zapisac tez mozemy jako log10% = log100. Zamiana tych liczb na logarytmy umozliwi nam wykonywanie dziatar na
logarytmach. Sprawdzmy zatem poprawnos¢ kazdej z odpowiedzi i policzmy wartosci, ktére znalazly sie po lewej stronie kazdego z réwnan:

Odp. A.
p+1=1log5+ logl0 = log(5 - 10) = log50
Nie otrzymalismy wartosci log%, zatem to rownanie jest nieprawdziwe.

Odp. B.
2p — 2 = 2log5 — 2logl0 = log25 — logl00 = log% = lag%
Otrzymalismy warto$¢ log%, czyli tg sama, ktora znalazta sie po prawej stronie rownania, zatem to jest poszukiwana przez nas odpowiedz.

Odp. C.
p—1=1logb — logl0 = log% = log%

1

Nie otrzymaliémy wartosci log;, zatem to réwnanie jest nieprawdziwe.

Odp. D.

p? — 2 = (log5)? — 2log10 = log®5 — 1og100

Tego dziatania juz za bardzo nie uproscimy, a tym bardziej nie osiggniemy wartosci log%. Tutaj wazne byto to, aby nie pomyli¢ (log&'))2 zlog5?, bo z tej drugiej
formy faktycznie wysztoby nam ze cate wyrazenie jest rowne log%.

To oznacza, ze prawidtowa jest druga odpowiedz.

Zadanie 11 0-1 pkt

Wykres funkdji liniowej f(z) = —2x + 1 przesunieto o trzy jednostki w prawo wzdtuz osi OX. Otrzymano wykres funkgji:

Odpowiedz: A (y = —2x + 7)

Przesuniecie o trzy jednostki w prawo oznacza, ze mamy tak naprawde funkgje g(z) = f(z — 3). Mdwiac nieco prosciej, kiedy do wzoru —2z + 1 podstawimy w
miejsce iksa wyrazenie  — 3, to poznamy wzér funkdgji g(z):

g(x)=—-2(x—-3)+1=—-20+6+1=—-22+7
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Zadanie 12 0-1 pkt

Funkda liniowa f(z) = —3z + 2b i funkda liniowa g(z) = 4 + 2 maja to samo miejsce zerowe. Wynika stad, ze:

Odpowiedz: D (b = —6)

Skoro te dwie funkcje maja to samo miejsce zerowe, to znaczy, ze w tym punkcie sie po prostu te dwie funkcje przecinaja. Miejsce przeciecia sie dwoch prostych
wyznaczamy budujac uktad réwnan.

Trudnos¢ tego zadania polega na tym, ze musimy policzy¢ nie tyle miejsce przeciecia sie prostych, co brakujacy wspdtczynnik b pierwszej funkdji. Jakby$my zbudowali
uktad réwnan ze wzoréw y = —3z + 2borazy = %z + 2 to mieliby$my az trzy niewiadome. Takiego uktadu réwnan nie bylibySmy w stanie rozwigzac. | tu z
pomoca przechodzi nam wiasnie informacja o tym, ze te funkgcje przecinajg sie w miejscu zerowym. To oznacza, ze miejscem przeciecia sie tych dwoch funkgji bedzie
punkt W = (z;0). Mozemy zatem od razu podstawi¢ y = 0, tworzac nastepujacy uktad réwnan:

tr+2=0 /.2 )

—3z+2b=0
r+4=0 ,
—3z+2b=0

r=-4 ,
-3z +2b=0

Podstawiajac teraz pierwsze réwnanie do drugiego otrzymamy:

—3.(-4)+26=0,124+2b=0,2b=—12, b= —6

Zadanie 13 0-1 pkt

Osig symetrii wykresu pewnej funkgji kwadratowej jest prosta o réwnaniu z = —3, a wartos¢ najwieksza tej funkgji jest réwna 4. Ktory ze wzoréw moze opisywac te
funkcje kwadratowa?

Odpowiedz: C (y = —2- (z + 3)2 + 4)

Krok 1. Wyznaczenie wspotrzednych wierzchotka paraboli.
O$ symetrii zawsze przechodzi przez wierzchotek paraboli. Skoro osig symetrii jest prosta € = —3, to znaczy, ze wspdtrzedna p wierzchotka paraboli jest réwna
p=-3

Wiemy tez, ze najwieksza warto$c tej funkgji jest rowna 4. Z whasnosci funkgji kwadratowych wynika, ze przyjmuja one swoje najwieksze lub najmniejsze wartosci
wiasnie w wierzchotku. Z tego tez wzgledu wiemy juz, ze ¢ = 4.

Krok 2. Zapisanie wzoru funkgji kwadratowej.
Wspotrzedne wierzchotka paraboli zwigzane sa z zapisaniem funkdji w postaci kanonicznej. Podstawiajac do tej postaci wyznaczone wspotrzedne p oraz g
otrzymamy:

y=a(z—p)’+q,y=ax—(-3)*+4, y=a(z+3)*+4

Krok 3. Wyznaczenie wartosci wspétczynnika a.

Jesli spojrzymy sie na proponowane odpowiedzi, zauwazymy, ze pasujg nam juz tylko dwie mozliwosci - odpowiedz A oraz C. Musimy teraz ustali¢ jaki jest
wspdtczynnik a i dopiero wtedy, bedziemy mogli wybra¢ prawidtowa odpowiedz. Niestety nie jesteSmy w stanie obliczy¢ konkretnej wartosci wspotczynnika a.
Mozemy jednak okresli¢, czy jest on dodatni, czy ujemny.

W tresci zadania jest informacja, ze funkcja posiada swoja najwieksza warto$c¢ i jest ona réwna 4. To prowadzi nas do wniosku, ze parabola musi mie¢ ramiona

skierowane do dotu (gdyby ramiona byty skierowane do gory, to najwieksza wartoscia bytoby zawsze +o0). Skoro tak, to wspdtczynnik a musi by¢ ujemny, zatem
pasuje nam jedynie odpowiedz C.
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Zadanie 14 0-1 pkt

Do wykresu funkgji wyktadniczej y = a® nalezy punkt A = (%, 2). Wynika stad, ze a jest rowne:
Odpowiedz: C (8)

Podstawiajac do wzoru funkgji wspotrzedne naszego punktu otrzymamy nastepujaca sytuacje:

Aby rozwiagzad tego typu réwnanie musimy podnies¢ lewa i prawa strone rownania do potegi trzeciej, dzieki czemu po prawej stronie zostanie nam samotna wartos¢
a, ktéra musimy wyznaczy¢:

23:(a%)3,23:a1,a:8

Zadanie 15 0-1 pkt

Dany jest wykres funkgi y = f(z).

Y

Zbiorem wartosci funkgji f(z) jest przedziat:

Odpowiedz: A ((—2, 2))

Zbiér wartosci funkcji odczytujemy z osi igrekéw. Tutaj mamy klasyczng putapke zwigzang z odczytywaniem tych wartosci, bowiem patrzac sie na kropki mogtoby sie
wydawag, ze zbiorem warto$ci funkgji jest przedziat (—2; 2). Jednak jak sie przypatrzymy tej funkgji nieco blizej, to zauwazymy, ze dla argumentéw wigkszych od zera
az do jedynki wartos¢ funkgji jest réwna 2. To oznacza, ze zbiorem wartosci funkgji jest przedziat (—2, 2).
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Zadanie 16 0-1 pkt

W niemonotonicznym ciggu geometrycznym dane sg wyrazy a4 = 16 i ag = 1. Pigty wyraz tego ciggu jest rowny:
Odpowiedz: B (—4)

Krok 1. Obliczenie ilorazu ciggu geometrycznego.
Korzystajac ze wzoru na n-ty wyraz ciggu geometrycznego mozemy zapisac, ze:

NG
<
[~}
Il
|
|

1
as=as-q°, 1:16-q2,q2:1—67q:

Krok 2. Wyznaczenie wartosci pigtego wyrazu ciagu.

Wyszty nam dwa rézne ilorazy ciaggu geometrycznego, dlatego rozpatrzmy dwie mozliwosci:
Gdy g = %:

as=a4-q, (15:16-%7 as =4

Czyli mamy ciag malejacy: (..., 16,4,1,...).

Gdy g = 7%:

a5:a4-q,a5:16-(—%),a5:—4

Czyli mamy cigg niemonotoniczny: (...,16,—4,1,...).

Z tredci zadania wiemy, ze nasz cigg miat by¢ niemonotoniczny (czyli raz miat by¢ rosnacy, raz malejacy), a taka sytuacja ma miejsce w tym drugim przypadku. Z tego
tez wzgledu as = —4.

Zadanie 17 0-1 pkt

Rdznica r ciggu arytmetycznego o wzorze ogolnym a,, = 5 — 3n (n > 1) wynosi:

Odpowiedz: D (—3)

Roéznice ciggu arytmetycznego mozemy odczytac wprost ze wzoru, bowiem jest to liczba znajdujaca sie przed n. W naszym przypadku przed n znajduje sie —3, stad
tezr = —3.

Gdybysmy jednak nie pamietali o tej whasnosci, to moglibysmy korzystajac ze wzoru ciggu wyznaczy¢ dwa dowolne wyrazy (np. pierwszy i drugi) i na tej podstawie
mogliby$my wyznaczy¢ poszukiwana réznice ciggu:

ag=5-3-1,a1=5-3,a1=2,0raz,a2=5-3-2,a2=5—-6,ax=—1

Znajac warto$¢ pierwszego i drugiego wyrazu mozemy zapisac, ze:

r=ay—a,r=—-1-2,r=-3
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Zadanie 18 0-1 pkt

Dany jest okrag o $rodku S = (4, —3) i promieniu r = 5. Liczba wszystkich punktéw wspdlnych tego okregu z osiami uktadu wspdtrzednych jest réwna:

¥

Odpowiedz: C (3)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Zaznaczmy podany $rodek i narysujmy okrag o promieniu r = 5:
Y

Krok 2. Obliczenie dtugosci odcinka x.

Z rysunku wynika, ze nasz okrag przecina poczatek uktadu wspodtrzednych i dlatego ma on trzy punkty wspélne z osiami uktadu wspdtrzednych. Nie mniej jednak
dobrze bytoby sie upewni¢, czy rzeczywiscie tak jest, bo rysunek szkicowy moze nie by¢ doktadny. Z tego tez wzgledu obliczmy dtugos¢ odcinka , czyli odlegtos¢ od
poczatku uktadu wspotrzednych do srodka okregu. Jezeli ta dtugos¢ bedzie réwna dtugosci promienia (czyli bedzie réwna b), to nasz okrag faktycznie bedzie
przechodzit przez poczatek uktadu wspotrzednych. Diugos¢ odcinka @ obliczymy korzystajac z Twierdzenia Pitagorasa:

324 42=22,9416=2>,2°=25,z=5 V x=-5

Ujemny wynik oczywiscie odrzucamy, bo dtugos$¢ odcinka musi by¢ dodatnia. Z tego tez wzgledu x = 5, czyli jest to doktadnie ta sama dtugos¢ co nasz promien. To
nas upewnia, ze okrag przechodzi przez srodek uktadu wspodtrzednych i tym samym ma on 3 punkty wspdine z tym uktadem.
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Zadanie 19 0-1 pkt

Dana jest prosta o réwnaniu —2z — 4y + 3 = 0. Wskaz réwnanie prostej, ktéra jest do niej rownolegta i przechodzi przez punkt P = (0, —2).

Odpowiedz: D (y = — 1z — 2)

Krok 1. Zapisanie réwnania prostej w postaci kierunkowe;j.

Aby zacza¢ wyznaczenie prostej rownolegtej, to musimy najpierw zapisac prosta z tresci zadania w postaci kierunkowej, czyli postaci typu y = ax + b. Musimy wiec
przenies¢ wyrazy w taki sposob, by po lewej stronie zostat igrek, a po prawej by byta cata reszta:

1 3
—2z—4y+3=0, —4y=2z—3 :(—4),y:—51+z

Krok 2. Zapisanie prostej rownolegte;j.

Aby dwie proste byty wzgledem siebie rownolegte to ich wspdtczynnik kierunkowy a musi by¢ jednakowy. Nasza pierwsza prosta ma wspdtczynnik kierunkowy
a= 7%, zatem i prosta réwnolegta musi mie¢ wspotczynnik a = 7%.

Standardowo w takich zadaniach znajac juz wspdtczynnik @ moglibysmy zapisa¢, ze prosta wyznacza sie réownaniem y = — %x + b i podstawiajac wspdtrzedne
punktu P obliczylibysmy brakujacy wspdtczynnik b. Jednak w tym zadaniu wspotczynnik b mozemy poznaé bez wykonywania obliczen, wystarczy odczytaé go
wprost z treéci zadania. Zwré¢émy uwage na to, ze punkt P = (0, —2) to miejsce przeciecia sie z osig igrekow. Wspdtczynnik b informuje nas wtasnie o tym gdzie
dana prosta przecina sie z osig igrekow. Mozemy wiec juz zapisa¢, ze w takim razie b = —2.

Skoro wiec a = —% oraz b = —2, to prosta réwnolegta przechodzaca przez punkt P wyraza sie rbwnaniem y = —%m —2.

Zadanie 20 0-1 pkt

Dany jest romb, w ktorym kat ostry ma miare 45°, a wysokos¢ wynosi 6¢m. lle wynosi pole tego rombu?

A h=6

4s° 4

Odpowiedz: A (36v/2cm?)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Opisana w zadaniu sytuacja bedzie wyglada¢ mniej wiecej w ten sposéb:

A h=6

4s° a

Krok 2. Obliczenie dtugosci boku rombu.
Spdjrzmy na zaznaczony na rysunku trojkat prostokatny. Jest to klasyczny tréjkat o katach 45°,45°,90°. Jedna z wrasnosci takich trojkatdw jest to, ze jezeli

przyprostokatne maja dtugosc a, to przeciwprostokatna ma dtugosé av2. W naszym przypadku przyprostokatna ma dtugo$é¢ h = 6, zatem przeciwprostokatna
(kt6ra jest bokiem rombu) bedzie miata dtugosé a = 6v/2.

Krok 3. Obliczenie pola rombu.
Znajac dtugos¢ boku rombu oraz jego wysokos¢ mozemy juz bez przeszkdd obliczy¢ pole naszej figury:

P=a-h, P=6V2-6, P=36v2[cm’]
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Zadanie 21 0-1 pkt

Miara kata $rodkowego w okregu jest 0 40° wigksza od miary kata wpisanego opartego na tym samym tuku. lle wynosi miara kata wpisanego?

Odpowiedz: B (40°)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Sytuagja z tresci zadania bedzie wyglada¢ w ten oto sposéb:

Krok 2. Wyznaczenie miary kata wpisanego.
Z wiasnosci katow wpisanych i Srodkowych wiemy, ze kat sSrodkowy ma miare dwukrotnie wigksza od kata wpisanego. To by oznaczato, ze dwukrotnos¢ kata
wpisanego (czyli 2c) bedzie rowna mierze kata $rodkowego (czyli a + 40°). Mozemy wiec zapisaé, ze:

20 =a+40° , a =40"
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Zadanie 22 0-1 pkt

Z potowy kota o promieniu 10 zbudowano powierzchnie boczna stozka. lle wynosi promien podstawy tego stozka?

d—3rednica Kot

Odpowiedz: B (5)

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
To zadanie w duzej mierze na wyobraznie. Kluczem do rozwiazania tego zadania jest dostrzezenie, ze promien kota bedzie tak zwana tworzaca naszego stozka. Ta
potéwka kota ztozy sie na stozek mniej wiecej tak, jak sktadamy czapeczki z papieru.

d—3rednica. Kot

Mozemy wiec juz zapisa¢, ze I = 10.

Krok 2. Obliczenie pola powierzchni potowy kota (czyli pola powierzchni bocznej).
Wz6r na pole kota to P = - 72 Nas interesuje potowa kota o promieniu » = 10 i wiemy, ze ta potowa kota bedzie jednoczesnie polem powierzchni bocznej
naszego stozka. W zwiazku z tym:

1
2

1

1
Pb:5~ﬂ'~r2,Pb: .w~102,Pb:5.7r~100,P,,:507r

Krok 3. Obliczenie dtugosci promienia podstawy stozka.
Obliczajac pole potowy kota wiemy juz, ze pole powierzchni bocznej stozka jest rowne 507. Wiemy tez z rysunku, ze [ = 10. Korzystajac teraz ze wzoru na pole
powierzchni bocznej P, = mrl wyznaczymy poszukiwana dtugo$¢ promienia podstawy walca:

P, =50, mrl =507, rl=50,7r-10=50, r=25
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Zadanie 23 0-1 pkt

Jesli graniastostup ma 12 $cian, to liczba jego krawedzi jest rowna:

Odpowiedz: C (30)

Krok 1. Wyznaczenie figury znajdujacej sie w podstawie graniastostupa.
Graniastostup majacy n-kat w podstawie ma n + 2 scian. Skoro nasza bryta ma 12 $cian, to:

n+2=12,n=10

To oznacza, ze w podstawie znajduje sie dziesieciokat.

Krok 2. Obliczenie liczby krawedzi graniastostupa.
Graniastostup majacy n-kat w podstawie ma 3n krawedzi. W podstawie naszej bryty znajduje sie dziesieciokat, zatem liczba krawedzi bedzie rowna:

3n=3-10=30

Zadanie 24 0-1 pkt

W dwukrotnym rzucie szescienng kostka do gry prawdopodobienstwo otrzymania sumy oczek réwnej 8 wynosi:

Odpowiedz: D (=)

Krok 1. Ustalenie liczby wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych.
Rzucajac kostkg mamy mozliwo$¢ otrzymania jednego z szesciu wynikéw. Takich rzutéw wykonujemy dwa. To oznacza, ze zgodnie z regutg mnozenia liczba zdarzen
elementarnych bedzie réwna:

12/ =6-6=36

Krok 2. Ustalenie liczby zdarzen sprzyjajacych.
Interesuja nas takie pary wynikdéw, ktérych suma daje tacznie 8 oczek. Wypiszmy zatem wszystkie takie mozliwosci:

(2;6), (3;5), (4;4), (5;3), (6;2)

Widzimy, ze warunki zadania spetnia pie¢ par, zatem mozemy napisac, ze |A| = 5.

Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.
Prawdopodobienstwo obliczymy korzystajac ze wzoru:
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Zadanie 25 0-2 pkt

Rozwiaz nieréwnos$¢ (2z — 3)2 — 4 > 0.

V

2

NI~
MIN

Odpowiedz: \(x\in(-\infty;\frac

Krok 1. Doprowadzenie nieréwnosci do postaci ogdinej.
Zanim zaczniemy liczy¢ delte, to musimy doprowadzi¢ te nieréwnosc¢ do postaci ogdinej, zatem:

42 — 126 +9—-4>0, 42> - 122 +5>0

Krok 2. Obliczenie miejsc zerowych wielomianu.
Wspdtczynnikia =4, b= —12, ¢ =5

A=0—dac=(-12)2—4-4.5=144 - 80 =64, VA =64 =38

2 2.4 8 g 2™ 2 2.4 8 8 2

Krok 3. Szkicowanie wykresu paraboli.

Z racji tego, iz wspotczynnik kierunkowy a jest dodatni, to parabola bedzie mie¢ ramiona skierowane do géry. Zaznaczamy wiec na osi wyznaczone miejsca zerowe
T = % orazx = 2% (kropki beda zamalowane, bo w nieréwnosci wystapit znak >) i rysujemy parabole:

V

NI~
N
MIN

Krok 4. Odczytanie rozwiazania.

Interesuja nas wyniki wieksze lub réwne zero, zatem interesuje nas to co znalazto sie nad osia (wraz z zamalowanymi kropkami). To oznacza, ze rozwigzaniem tej
nieréwnosci jest suma przedziatéw:

1 1
— L— U2_.
z € ( oo,2> ( 27Jroo)
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Zadanie 26 0-2 pkt

Dla kata ostrego o dany jest cosa = % Oblicz warto$¢ wyrazenia /tg?a + 1.
Odpowiedz: %

Krok 1. Obliczenie wartosci sinusa.
. . - . . L. . . . 2 . .
Z jedynki trygonometrycznej wiemy, ze sin?a + cos’a = 1. Z treéci zadania wynika, ze cosa = 5, W zwiazku z tym:

2\? 4 5 5
sin2a+(§) :1,sin2a+§:1,sinza:§,sina:\/§ \Y sina:—\/

©o|

Ujemne rozwigzanie odrzucamy, bo kat « jest ostry, a dla katéw ostrych sinus przyjmuje wartosci dodatnie, zatem zostaje nam \/g Mozemy jeszcze ten zapis
uprosci¢ do postaci sina = %
Krok 2. Obliczenie wartosci tangensa.

H ; __ sina
Wiedzac, ze tga = 2=

i znajac warto$¢ sinusa oraz cosinusa mozemy bez obliczy¢, ze:

V5 2 V5

3
,tgoo=——1: —, tgaa = -E,tga:

tgo =
go 3

m|w|w|<|
o

Krok 3. Obliczenie wartosci wyrazenia.
Znajac warto$¢ tangensa mozemy juz bez problemu obliczy¢ warto$¢ wyrazenia z tresci zadania:

Zadanie 27 0-2 pkt

Ze zbioru liczb naturalnych dwucyfrowych mniejszych od 30 losujemy dwa razy po jednej liczbie bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A, w ktorym
obie wylosowane liczby beda podzielne przez 3.

Odpowiedz: \(P(A)=\frac{3}{381\

Krok 1. Ustalenie liczby wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych.
Na poczatek musimy ustali¢ ile jest liczb dwucyfrowych mniejszych od 30, czyli tak naprawde ile jest liczb od 10 do 29 wigcznie. Takich liczb jest doktadnie 20.
Bedziemy losowac dwie liczby (bez zwracania), zatem wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych zgodnie z reguta mnozenia bedziemy miec:

12| = 2019 = 380

Krok 2. Ustalenie liczby zdarzen sprzyjajacych.
Interesuja nas takie pary wynikow, w ktorych obie wylosowane liczby sa podzielne przez 3. Aby liczba byta podzielna przez 3, to suma jej cyfr musi by¢ liczba
podzielng przez 3. W naszym zestawie beda to liczby:

12,15,18,21, 24,27

Widzimy, ze jest to 6 réznych liczb. Zgodnie z reguta mnozenia, skoro losowanie jest bez zwracania, to takich par w ktorych jedna i druga liczba sa podzielne przez 3,
uda nam sie utworzy¢:

|A|=6-5=30

Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.
Prawdopodobienstwo obliczymy korzystajac ze wzoru:
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Zadanie 28 0-2 pkt

W ciagu arytmetycznym (a,,) okreslonym dla n > 1, dane sa wyrazy as = —2 i a5 = 7. Oblicz sume wyrazéw tego ciagu, od wyrazu pigtego do wyrazu
dwudziestego.

Odpowiedz: S = 472

Krok 1. Obliczenie réznicy ciagu.
Ze wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego wiemy, ze:

as = as + 3r

Znajac wartosci as oraz as mozemy obliczy¢ rdznice ciagu, zatem:

7T=-24+3r,9=3r,r=3

Krok 2. Obliczenie wartosci pierwszego wyrazu.

Nie mamy wzoru na obliczenie sumy wyrazéw od pigtego do dwudziestego. Powinnismy jednak zauwazy¢, ze to czego szukamy da sie obliczy¢ nieco sprytniej.
Wystarczy policzy¢ ile to jest Sop i odjac od tego Ss. Do jednego i drugiego wzoru przyda nam sie poznanie wartosci a1, zatem policzmy ja teraz. Skorzystamy ze
wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego i informadji o tym, ze przyktadowo as = —2 oraz r = 3. Otrzymamy zatem:

a=a+r,a=ay—71,01=-2—-3,a=-5

Krok 3. Obliczenie sumy czterech pierwszych wyrazéw tego ciggu.

Zgodnie z przyjeta strategia musimy obliczy¢ warto$¢ Sy, zatem podstawiajac a1 = —5 oraz n = 4 do wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw otrzymamy:

2 -1 2-(-5 4-1)-3 —-10+3-3 —10+9 1

Snzm.n’ Sy — M"L Sy=——"" .4, 54:—"'.47 Si=——-4,8,=-2
2 2 2 2 2
Krok 4. Obliczenie sumy dwudziestu pierwszych wyrazéw tego ciagu.
Analogicznie jak w poprzednim kroku, tym razem obliczymy Saq, zatem:
2-(-5)+(20-1)-3 —-10+19-3 —-10+19-3 —10 + 57 47 47

Sy = (B +( ) 120, Sp= —2 103 9g gy =~ ag g = 10T 90 Sy = 220, Sy = = - 20, Su = 4TC

2 2 2 2 2 2

Krok 5. Obliczenie sumy wyrazéw od pigtego do dwudziestego.
Na sam koniec musimy juz tylko od Sy odja¢ wartos¢ Sy i otrzymamy to czego szukamy:

S5_20 = S20 — Sa, S5_90 =470 — (—2) , S5_90 = 472

Zadanie 29 0-2 pkt

Udowodnij, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej ujemnej prawdziwa jest nieréwnosé 9z + % < —6.

Odpowiedz: Udowodniono korzysta

Skoro z ma by¢ liczbg ujemng, to mozemy pomnozy¢ obydwie strony tej nieréwnosci przez x, pamietajac jednak o tym, zeby zmieni¢ w takiej sytuadji znak na
przeciwny. To w zasadzie jest kluczowa putapka w tym zadaniu. Na sam koniec otrzymane wyrazenie bedziemy musieli "zwing¢" korzystajac ze wzoréw skréconego
mnozenia. Catos¢ bedzie wygladac nastepujgco:

1
9z + — < —6 /~z,9z2+1276x, 922+ 6x+1>0, 3z+1)2>0
x

Z racji tego, iz kazda liczba rzeczywista podniesiona do kwadratu daje wynik wigkszy lub réwny 0, to dowdd mozemy uznac za zakonczony.

matematix.pl - Matura prébna z matematyki (poziom podstawowy) - Nowa Era 2019 17/27



Zadanie 30 0-3 pkt

W kwadracie ABC'D, w ktorym punkt E jest srodkiem boku C'D, poprowadzono przekatng BD i odcinek AE, ktore przecigty sie w punkcie P. Uzasadnij, ze suma
pol tréjkatow ABP i DEP stanowi % pola kwadratu ABCD.

D L C

P

A B

Odpowiedz: Udowodniono korzysta

Krok 1. Wprowadzenie oznaczen i dostrzezenie podobienstwa trojkatow.
Wprowadzmy do zadania nastepujgce oznaczenia:

a - bok kwadratu

h1 - wysoko$¢ trojkata ABP

ha - wysoko$¢ trojkata DEP

Co wiecej, mozemy zauwazy¢, ze hi + ha = a.

Powinni$my tez dostrzec, ze trojkaty ABP oraz DEP sa trdjkatami podobnymi zgodnie z cecha kat-kat-kat (bardzo podobna sytuacja ma miejsce w trapezach).

D L C

/P

A B

Krok 2. Obliczenie skali podobienstwa trojkatow.
Jeste$my w stanie obliczy¢ skale podobienstwa tych trojkatow, bowiem podstawa trojkata ABP ma dtugo$é a, natomiast podstawa tréjkata DEP ma dtugosé %a.
Jezeli wiec potraktujemy mniejszy trojkat DEP jako podstawowy, a wiekszy ABP jako podobny, to skala podobienstwa bedzie rowna k = 2.

Oczywiscie mogliby$my tez potraktowaé duzy trojkat jako podstawowy, a maty jako podobny - wtedy skala podobienstwa bytaby réwna k = % Dla koncowych
wynikéw nie bedzie to miato znaczenia, tylko konsekwentnie musieliby$my sie trzymac tego jaki trojkat jest podstawowy, a jaki podobny.

Krok 3. Zapisanie pdl trojkatdw i zakonczenie dowodzenia.
Skoro skala podobienstwa jest rowna k = 2, to hy jest dwukrotnie wigksze od ho. Wiemy tez, ze hy + hy = a, czyli moglibysmy zapisa¢, ze:

hlzga,hzzéa

Dodatkowo wiemy, ze duzy trojkat ma podstawe réwna a, natomiast maty ma podstawe réwna %a. Mozemy wiec zapisa¢, ze:

1 1 1 1
. Za-hy. Prpp= —-—a-—a. Prpp =
5@ h2, Pppp= o - Sa-<a, Ppep

N |

1 1 2 1 2 2 1
PABPZE'G'}M’PABPZE‘G‘gayPABPZE‘G‘EG,PABPzgazyPABPzgazvorazy Pppp =

matematix.pl - Matura prébna z matematyki (poziom podstawowy) - Nowa Era 2019 18/27



To oznacza, ze:

1 1 4 1 5
P P =_a’+—a%, P P — 2 2 p P _ 2
A + Ppep 3¢1 + 12¢l » Papp+ Pprp 120 + 12¢1 » Papp + Ppep 12a

Skoro pole kwadratu jest réwne a? to nasze dowodzenie mozna uzna¢ za zakorhczone, bowiem suma pél tych dwéch tréjkatéw faktycznie jest réwna % pola

kwadratu.
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Zadanie 31 0-4 pkt

Wyznacz wzér funkdi kwadratowej w postaci ogdlnej, jezeli wierzchotek paraboli, ktdra jest jej wykresem, znajduje sie w punkcie W = (—1, 5), a ta funkga w
przedziale (—2, 2) osigga najmniejszg wartos¢ réwng —4.

A

u
.
ol
ol
-1
2

Odpowiedz: f(z) = —z® — 2z + 4

Krok 1. Zapisanie wzoru w postaci kanoniczne;j.
Wsp6trzedne wierzchotka paraboli zwigzane sg z postacia kanoniczna funkgji kwadratowej, czyli postacia f(z) = a(x — p)? + g, gdzie p oraz q to wspétrzedne
wierzchotka paraboli. Skoro wigc W = (—1, 5), to mozemy zapisac, ze:

f(z) =a(z — (1)) +5, f(z) =a(z+1)>+5

Do petnego wzoru brakuje nam jeszcze wartosci wspotczynnika a i whasnie teraz sprobujemy ja wyznaczyd.

Krok 2. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Na podstawie informadji o tym, ze w przedziale (—2, 2) funkgja osigga najmniejsza warto$¢ rowng —4 musimy wyciagna¢ bardzo wazny, cho¢ nieoczywisty wniosek.
Whioskiem do ktérego powinnismy dojs¢ jest to, ze parabola tej funkdji ma ramiona skierowane do dotu. Skad to wiemy? W przedziale (—2, 2) miesci sie nasz
wierzchotek, bo przeciez p = —1. Gdyby wiec ta funkcja miata ramiona skierowane do géry, to ta najmniejsza wartos¢ na pewno bytaby przyjmowana wtasnie w
wierzchotku, a wiemy Ze tak nie jest, bo w wierzchotku wartos¢ funkgji jest rowna 5. Sytuacja z tresci zadania wyglada wiec nastepujgco:

Ay

1 | 1 | | | | [} |
1 I | I I
6 -5 4 [3 2 -

=
Lo
ol
o
e
o —t—
4

Ale to nie koniec waznych wnioskéw. Wartos¢ funkcji w danym przedziale jest najmniejsza (lub najwieksza) na krancach przedziatu lub w wierzchotku. Wierzchotek z
tych rozwazan juz odrzuciliémy, bo tutaj funkcja przyjmuje najwieksza wartos¢. To oznacza, ze funkcja przyjmuje wartos¢ réowng —4 dla jednego z dwéch
argumentow: albo dla @ = —2, albo dla & = 2. Wtasnie z rysunku powinnismy odczytac i wywnioskowac, ze ta wartos¢ bedzie przyjmowana dla argumentu z = 2,
bo jest to miejsce bardziej oddalone od wierzchotka. To z kolei prowadzi nas do kluczowej informadji, dzieki ktérej bedziemy mogli policzy¢ brakujacy wspétczynnik a
- nasza funkda przechodzi przez punkt o wspotrzednych A = (2; —4).

Krok 3. Wyznaczenie wartosci wspétczynnika a.

Wiemy juz, ze wzér funkgji w postaci kanonicznej przybiera posta¢ f(z) = a(z + 1)? + 5. Podstawiajac do tego wzoru wspétrzedne punktu A = (2; —4) obliczymy
brakujacy wspétczynnik a:
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flx)=a(z+1)2+5, —4=a-(2+1)*+5, —4=a-3°+5, —4=9a+5,9%=-9,a=—1
To oznacza, ze nasza funkgja w postaci kanonicznej wyglada nastepujaco: f(z) = —1(z + 1)2 + 5, czyli po prostu f(z) = —(z +1)2+5

Krok 4. Przeksztatcenie wzoru funkgji do postaci ogdine;j.
Na sam koniec musimy przeksztatci¢ wzdr z postaci kierunkowej do postaci ogdlnej, a osiagniemy to wykonujac potegowanie, ktdre znalazto sie we wzorze:

fle) = —(x+1)2+5, flx) = —(c®*+22+1)+5, f(z) = -2 -2z —1+5, f(z) = —a®— 2z + 4
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Zadanie 32 0-5 pkt

W tréjkacie réwnoramiennym ABC' dane sa wierzchotki podstawy A = (2,1) i B = (6,5) oraz wysoko$¢ |CD| = 77‘/5 Oblicz wspétrzedne wierzchotka C, jezeli

wiadomo, ze obie te wspétrzedne sg dodatnie.

3

Odpowiedz: \(C=\left(\frac{1}{2

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Cata sytuagja w uktadzie wspotrzednych bedzie wygladac nastepujaco:
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Krok 2. Wyznaczenie wspétrzednych punktu D.
Skoro trojkat jest rownoramienny, to wysoko$¢ opuszczona na podstawe dzieli ja na dwie réwne czesci. To oznacza, ze punkt D jest $rodkiem odcinka AB. My
znamy wspotrzedne punktow A oraz B, zatem korzystajac ze wzoru na $rodek odcinka mozemy zapisac, ze:

2 1
D— M;?/A_“JB , D= ﬂ,i . D= §,E , D= (4;3)
2 2 2 2 2°2

Krok 3. Wyznaczenie wspdtczynnika kierunkowego prostej AB.

Potrzebujemy pozna¢ warto$¢ wspotczynnika kierunkowego prostej A B, bowiem przyda nam sie on do wyznaczenia prostej prostopadtej C'D. Znajac wspotrzedne
punktéw A oraz B mozemy wyznaczy¢ nawet caty wzor prostej AB (korzystajac z dtugiego wzoru z tablic lub z metody uktadu réwnan). Mimo wszystko nam
wystarczy poznanie jedynie wspotczynnika kierunkowego prostej AB, a osiggniemy to za pomoca prostego sprytnego wzoru:

_Yp—yYya _5-1 4
= ,a= ,a=—,a=1
Ip—TA 6—2 4

Krok 4. Wyznaczenie réwnania prostej CD.

Prosta CD jest prostopadta do prostej AB. Wiemy, ze aby dwie proste byty wzgledem siebie prostopadte, to iloczyn ich wspdtczynnikéw kierunkowych musi by¢
réwny —1. Skoro prosta AB ma ten wspotczynnik rowny a = 1, to prosta C'D bedzie mie¢ wspdtczynnik a = —1, bowiem —1 - 1 = 1. Skoro tak, to juz wiemy, ze
prosta CD bedzie wyraza¢ sie wzorem y = —1z + b, czyli y = —z + b. Musimy jeszcze tylko wyznaczy¢ wartos¢ wspotczynnika b, a zrobimy to podstawiajac do tej
postaci wspotrzedne punktu D = (4; 3):

y=—x+b,3=—-44+b,b=7

Wspotczynnik b wyszedt rowny 7, a to oznacza, ze prosta C'D wyraza sie wzorem y = —x + 7.
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Krok 5. Wyznaczenie wspétrzednych punktu C.
Z tredci zadania wiemy, ze |CD| = 77\/2 zatem korzystajac ze wzoru na dtugos¢ odcinka mozemy zapisa¢, ze:

|CD| = \/(mD —z0)?+ (yp — yo)?, 7\2/5 = \/(.TD —z¢)?+ (yp — yo)? / , 42—9 = (zp — zc)* + (yp — yo)?

Wiemy, ze prosta y = —x + 7 przechodzi przez nasz punkt C. To oznacza, ze wspdtrzedne punktu C moglibysmy zapisa¢ jako C = (z;y), czyli C = (z; —x + 7).

Teraz podstawiajac do powyzszego wzoru wspétrzedne C = (z; —x + 7) oraz D = (4; 3) otrzymamy:

-2+ B~ (—z+7))?, 4—29:(47:10)2+(37(7x+7))2, 42—9:

49

49 (471)2+(3+x77)2,?:(4790)2+(x74)2

2

I tu sie na chwile zatrzymamy. Moglibyémy dostrzec, ze prawa strone réwnania da sie zapisac jako 2 - (z — 4)2, przez co otrzymaliby$my:

49
T4

2~($—4)2:%, (x —4)?

W takiej sytuacji moglibysmy sprytnie zapisac, ze:

Jednak nie ma co sie oszukiwac, z takiego sposobu rozwigzywania rzadko kiedy korzystamy na matematyce, wiele oséb nawet go nie kojarzy, no i tatwo tu tez o
pomytke kiedy brakuje nam wprawy. Z tego tez wzgledu majac postac 4—29 =(4- x)2 +(z — 4)2 mozemy po prostu wykonac¢ pojawiajace sie potegowanie, a

rozwigzanie rownania obliczymy z uzyciem standardowej delty:

49 49 1
— =4 -2+ (x—4)?, 7:16.—8z+;1:2+g52—8z+16, 7:2z2—16gc+32,2m2—16z+75:0 /-2,4z2—32z+15:0

Wspétczynniki: a = 4, b= —32, ¢ =15

A=b —dac=(—32)>—4-4-15=1024 — 240 = 784, VA = /784 = 28

_cb-VA _ —(39)-28 32-28 4 1 b+VA  —(-32)+28 32428 60 1
T T T T 2.4 T8 T8 20T T T T 24 T T8 s '3

Po dos¢ dtugich obliczeniach wyszto nam ze wspotrzedna iksowa punktu C' jest rowna z = % lubtezxz = 7%. Sprawdzmy zatem jakie wspotrzedne igrekowe

otrzymamy dla kazdego z tych argumentow:

Gdy z = % to:
1
y=—zx+7, y:f§+7, y=6—
Gdy z = 7%, to:
1 1
y:_w+77 y:_75+77 y:_g
Z tresci zadania wynika, ze obydwie wspotrzedne punktu C' musza by¢ dodatnie, zatem ten drugi wariant musimy odrzucié, bo tam wyszto nam y = —%. To

oznacza, ze mamy tylko jedna prawidtowa odpowiedz do tego zadania i bedzie to C' = (%, 6%)
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Zadanie 33 0-4 pkt

W ostrostupie czworokatnym prawidtowym pole jednej Sciany bocznej wynosi 12, a cosinus kata nachylenia Sciany bocznej do ptaszczyzny podstawy jest rowny %
Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

¥

Narysujmy wskazany ostrostup, nanoszac na niego dane z tresci zadania (w szczegdlnosci kat nachylenia Sciany bocznej do ptaszczyzny podstawy). Warto tutaj od
razu pamietac, ze skoro ostrostup jest prawidtowy czworokatny, to w podstawie bedziemy mie¢ kwadrat.

1
2

Odpowiedz: \(V=21\frac{1}{3}\sq

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
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X
: E
1

Krok 2. Zapisanie zalezno$ci miedzy wysokoscia Sciany bocznej i krawedzig podstawy.
Spéjrzmy na tréjkat prostokatny OES. Dolna przyprostokatna ma dtugo$é %a, natomiast przeciwprostokatna to wysokos¢ Sciany bocznej. Stosunek dtugosci tych
dwdch bokéw opisuje nam wiasnie cosinus kata «, ktory jest rowny % Mozemy wiec zapisa, ze:

1 1
a1 3a 1, 1 3
cosa = 13 = / hb,3hb—2a 3,hb—2a

Krok 3. Wyznaczenie dtugosci krawedzi podstawy.
W $cianie bocznej mamy tréjkat o podstawie a oraz wysokosci hy, ktéra ja juz ustalilismy jest rowna %a. Skoro pole tego trojkata jest rowne 12, to:

1 1 3 3 4
P=_.a-h,12==-a-=a, 12= —qa? —,a’=16,a=4 V a=—-4
2 2 2 4 3

Dtugos¢ boku nie moze by¢ ujemna, zatem zostaje nam a = 4.

Krok 4. Wyznaczenie dtugosci wysokosci Sciany bocznej.
Wiemy juz, ze hy = % Skoro wiec a = 4, to:

Krok 5. Obliczenie wysokosci ostrostupa.
Spaéjrzmy ponownie na tréjkat OES. Odcinek AB ma dtugos¢ %a, czyli |AB| = 2. Wiemy tez, ze przeciwprostokatna tego tréjkata ma dtugosé rowna 6. W
zwigzku z tym korzystajac z Twierdzenia Pitagorasa mozemy wyznaczy¢ brakujaca wysokos¢ catego ostrostupa:

22+ H2=62,4+H2=36, H>=32, H=+32 Vv H=-32

Ujemna warto$¢ oczywiscie odrzucamy, bo wysokos$¢ musi by¢ dodatnia. To oznacza, ze H = /32, co po wytaczeniu czynnika przed znak pierwiastka mozemy
jeszcze zapisac jako H = v/ 16 - 2 = 4.

Krok 6. Obliczenie objetosci ostrostupa.
Majac dtugos¢ krawedzi podstawy a = 4 oraz wysokos¢ bryty H = 42 mozemy bez przeszkdd obliczy¢ objeto$¢ ostrostupa:
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p 1 — 1 — 1
V=gPh H,V=gd H, V:§-42‘4\/2, V:§-16-4\/2,V:21§\/§
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