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Liczba 60 jest przyblizeniem z niedomiarem liczby z. Btad wzgledny tego przyblizenia to 4%. Liczba x jest réwna:

Odpowiedz: D (62, 5)

Krok 1. Zapisanie danych z tresci zadania.

|z—p|
x

Btad wzgledny obliczymy korzystajac ze wzoru § =

, gdzie:
4 - btad wzgledny

z - doktadna wartos¢

p - wartos¢ przyblizona

W naszym przypadku:
6 =4%=0,04
p =160

Krok 2. Zapisanie i rozwigzanie réwnania.
Podstawiajgc powyzsze dane do wzoru na btad bezwzgledny otrzymamy:

T — z — 60
5= 2P 5 0a= 2= 04r— 1z — 60
T x

Otrzymalismy réwnanie z wartoscig bezwzgledna. Musimy wiec ustali¢, czy warto$¢ w nawiasie bezwzglednosci jest dodatnia, czy tez ujemna (od tego zalezy jak
bedzie wyglada¢ opuszczenie nawiaséw bezwzglednosci). W tredci zadania mamy informacje, ze liczba 60 jest przyblizeniem z niedomiarem, czyli liczba x jest wieksza
od 60. To oznacza, ze wartos¢ z — 60 jest na pewno dodatnia. Mozemy wiec bez problemu opusci¢ nawiasy bezwzglednosci nie zmieniajac zadnej wartosci.
Otrzymamy wiec:

0,04z =z - 60, — 0,96z =—-60, z =62,5

o1pi
Dlalizba =2v2ib=v2—-+2 wyrazenie % jest réwne:
Odpowiedz: C (2(\/5 +1))

Krok 1. Podstawienie liczb do wyrazenia.
Podstawiajac wskazane liczby do naszego wyrazenia otrzymamy:

2v/2 2v/2
(V2 - 2)2 T2-V2

Krok 2. Usuniecie niewymiernosci z mianownika.

Teraz musimy usuna¢ niewymiernos¢, ktéra pojawita sie w mianowniku. Wymnozenie licznika i mianownika przez v/2 nic nam nie da. Aby usuna¢ niewymiernos¢
musimy pomnozy¢ licznik i mianownik przez 2 + /2, dzieki czemu w mianowniku skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia (a — b)(a + b) = a® — b?. Catoé¢
bedzie wygladac nastepujaco:

22 2V2-(2+4v2) 4244 4244

2-vV2  (2-V2)-(2+V2) 4-2 2

=2v2+2=2(vV2+1)

1ot

Ceng towaru podwyzszono o 20%. O ile procent nalezy obnizy¢ nowa cene towaru, aby po obnizce stanowita ona 90% ceny przed zmianami?
Odpowiedz: C (o 25%)

Jezeli przyjmiemy, ze = to poczatkowa cena towaru, to:

1,2z - cena towaru po podwyzce o 20%

0,9z - cena towaru jaka chcemy otrzymac
1,2z — 0,92 = 0, 3z - o tyle musimy dokonac¢ obnizki

Z powyzszej analizy wyszto nam, ze cene 1, 22 musimy obnizy¢ o 0, 3z, zatem obnizka ta bedzie réwna:

0,3z 1
=—=2
1,2z 4 5%
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Ciag (ay,) jest okreslony wzorem a,, = log(n + 1) dlan > 1. Liczba 3”2—7“7 jest réwna:
Odpowiedz: D (3)

Krok 1. Wyznaczenie wartosci poszczegdlnych wyrazéw ciagu.
Z podanego w tresci zadania wyrazenia wynika, ze musimy poznac¢ warto$¢ ag, ay oraz a;. Wyznaczmy zatem kazda z tych wartosci:

a3 =1log(3+ 1) =log4 , ar = log(7+ 1) = log8, a1 = log(1 + 1) = log2

Tu warto sobie przy okazji powiedzie¢, ze jezeli logarytm nie ma zapisanej podstawy, to domysinie ta podstawa jest rowna 10. Czyli przyktadowo log4 = logio4.

Krok 2. Obliczenie wartosci liczby.
Mozemy teraz podstawi¢ wskazane logarytmy do catego wyrazenia i przystapi¢ do obliczenia wartosci naszej liczby. Trzeba bedzie sie tutaj wykaza¢ umiejetnosciami
dziatan na logarytmach, a cato$¢ bedzie wygladac nastepujaco:

3-logd —log8 log4® — log8 _ logb4 —log8 log%

_ log8 log2? _ 3-log2
log2 - log2 - log2 T B

log2 ~ log2  log2 = log2

o1pe

lloraz liczby 810 — 41 przez liczbe 64/4 - ¥/4 jest rowny:
Odpowiedz: C (2%)

lloraz to dzielenie, zatem musimy wykonac nastepujace dziatanie:

810 _ 414 (23)10 _ (22)14 230 _ 228 230 _ 228 230 _ 228 230 _ 228 226 . 24 _ 226 . 22 226 . (24 _ 22) 226 . (16 _ 4)

6-2 12

= = = = = =,

6V4-V4  6-47-4%  6.4F-4F%  6-45  6-(2)F 62! 6-2

15t

S;fgz = z + 2 ma doktadnie:

Réwnanie
Odpowiedz: D (jedno rozwiazanie: z = %)

Krok 1. Zapisanie zatozen.
Z racji tego, iz na matematyce nie istnieje dzielenie przez zero, to warto$¢ w mianowniku musi by¢ rézna od zera. Z tego tez wzgledu:

T+2#0, x# -2

Krok 2. Rozwigzanie rownania.
Mnozac obydwie strony tego réwnania przez  + 2 otrzymamy:

8 — 222
T+ 2

=z+2 /-(m+2),872x2:(m+2)-(x+2),872x2:12+4x+4, —32° —4z+4=0

Krok 3. Rozwigzanie powstatego réwnania kwadratowego.
Otrzymalismy rownanie kwadratowe w postaci ogélnej, zatem aby je rozwigza¢ musimy obliczy¢ delte:
Wspbtczynnikiia = —3, b= —4, c =4

A=b —dac=(-4)?—4-(-3)-4=16—(—48) = 16+ 48 =64, VA =64 =8

Krok 4. Weryfikacja otrzymanych wynikéw.
To jeszcze nie jest koniec zadania. Musimy zweryfikowaé nasze wyniki. W zatozeniach zapisalismy sobie, ze = nie moze by¢ rowny —2, a to oznacza, ze rozwigzanie
z = —2 musimy wykluczy¢. To oznacza, ze nasze réwnanie ma tylko jedno rozwigzanie i jest nim %
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Liczba 4 spetnia nieréwno$é a?z — 16 < 0 z niewiadoma z wtedy i tylko wtedy, gdy:

V

-2 2

Odpowiedz: A (a € (—2,2))

Krok 1. Podstawienie do nieréwnosci wartosci = 4.
Wiemy, Ze liczba 4 ma spetnia¢ nieréwnos¢, zatem podstawiajac = 4 otrzymamy:

> 4-16<0, 4a>—16 <0

Krok 2. Rozwigzanie powstatej nieréwnosci kwadratowe;j.
Otrzymalismy nieréwno$¢ kwadratowa z niewiadoma a, zatem musimy ja teraz rozwigzac. Rozwigzywanie nieréwnosci kwadratowej zaczynamy od wyznaczenia
miejsc zerowych, czyli od przyréwnania wartosci 4a® — 16 do zera, otrzymujac réwnanie kwadratowe:

40> -16=0,4a’=16,a’=4,a=2 V a=-2

Znajac miejsca zerowe mozemy przystapi¢ do szkicowania wykresu paraboli, pamietajac ze jej ramiona beda skierowane do gory, bo przed a? mamy dodatnia
wartos¢:

-2 2

Interesuja nas wartosci mniejsze od zera, zatem rozwiazaniem nieréwnosci (a tym samym catego zadania) bedzie przedziat a € (—2,2).
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Funkdja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej n najwiekszy wspoélny dzielnik liczb n oraz n + 10. Najwieksza warto$¢ funkdji f jest rowna:
Odpowiedz: C (10)

W tym zadaniu zbyt wiele nie policzymy, musimy tylko przeanalizowac catg sytuacje. Zobaczmy jak ta funkcja zachowuije sie dla kilku przyktadowych n:
Gdy n = 4, to musimy obliczy¢ NWD liczb 4 oraz 14. Najwiekszym wspdlnym dzielnikiem tych liczb bedzie 2, zatem tutaj otrzymamy NWD = 2.

Gdy n = 10, to musimy obliczy¢ NWD liczb 10 oraz 20. Najwiekszym wspdlnym dzielnikiem tych liczb bedzie 10, zatem tutaj otrzymamy NW D = 10.

Gdy n = 20, to musimy obliczy¢ NWD liczb 20 oraz 30. Najwiekszym wspélnym dzielnikiem tych liczb bedzie 10, zatem tutaj otrzymamy NWD = 10.
Gdy n = 30, to musimy obliczy¢ NWD liczb 30 oraz 40. Najwiekszym wspoélnym dzielnikiem tych liczb bedzie 10, zatem tutaj otrzymamy NWD = 10.

Jakbysmy do tego zadania nie podchodzili, to nie uda nam sie otrzymac NWD wigkszego od 10.

Gdyby jednak to zadanie byto zadaniem dowodowym, to jak matematycznie udowodni¢, Ze na pewno nie otrzymamy nigdzie NW D = 20? Zatézmy, ze nasza
pierwsza liczba dzieli sie przez 20 (tylko wtedy bytaby szansa, ze NWD jest rowne 20), czyli ze n = 20 - k, gdzie k jest dodatnia liczba catkowita. W takiej sytuacji
druga liczba bedzie réwna 20k + 10. Jezeli teraz w drugiej liczbie wytaczymy przed nawias wartos¢ 20, to otrzymamy 20 - (k + %) Skoro k byto dodatnia liczba
catkowita, to przez utamek % warto$¢ w nawiasie wyszta nam niecatkowita. To oznacza, ze jezeli pierwsza liczba jest podzielna przez 20, to druga (ta wieksza od 10)
nie bedzie podzielna przez 20, bo zawsze dzielac jg przez 20 otrzymamy wynik z "potéwka". Np.:

Jezelin = 20, to mamy liczby 20 oraz 30. Dzielagc obydwie liczby przez 20 otrzymamy 20 : 20 = 1 oraz 30 : 20 = 1, 5.

Jezelin = 200, to mamy liczby 200 oraz 210. Dzielagc obydwie liczby przez 20 otrzymamy 200 : 20 = 10 oraz 210 : 20 = 10, 5.

o

Funkgja liniowa f(z) = —2z + b przyjmuje wartosci dodatnie dla wszystkich < 2 i tylko dla takich. Wynika stad, ze wspdtczynnik b jest réwny:
Odpowiedz: A (4)

Do zadania mozna podej$¢ na wiele sposobdw, mozemy nawet podstawiaé poszczegdlne warto$ci wspdtczynnika b i sprawdzac kiedy nieréwno$¢ —2x + b > 0 da
rozwigzanie £ < 2 (w nieréwnosci mamy dajemy > 0, bo maja to by¢ wartosci dodatnie). Przyktadowo dla b = 4 z pierwszej odpowiedzi otrzymalibysmy:

—2x+4>0, —2z>—-4,x<2

Otrzymaliémy rozwigzanie < 2, zatem juz wiemy ze poszukiwana wartoscia byto b = 4.
Mozna tez do tego zadania podejé¢ bardziej analitycznie. Skoro funkgja liniowa przyjmuje wartoéci dodatnie dla < 2, to dla = 2 musi przyjmowac wartos¢
roéwna 0, zatem:

—2.24b=0, —4+b=0,b=4

Zadanie 10 0-1 pkt

Prostg o réwnaniu y = %x + 1 przesunieto wzdtuz osi Oz o cztery jednostki w prawo. Otrzymano prostg o réwnaniu:
Odpowiedz: B (y = Ijr -1
Wzér funkgji przesunietej o cztery jednostki w prawo stworzymy pomniejszajac wartosc iksa o 4. Nasza prosta bedzie wiec opisana réwnaniem:

y:%A(x74)+1,y:%x72+1,y:%w71
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Zadanie 11 0-1 pkt

Wykres funkgji kwadratowej f(z) = —(z + 1)% + 5 przeksztatcono symetrycznie wzgledem osi Oy i otrzymano wykres funkgji g. Wskaz réwnanie prostej, ktora jest
osig symetrii wykresu funkgji g.

AY
g
74
[

1 | [ | [ |
I I I fl 1 I |
6 -5 -4 13 20 i

,
-
.
i
ol
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Odpowiedz: A (z = 1)

Krok 1. Wyznaczenie wspotrzednych wierzchotka funkgji f().
Funkdie f(z) mamy zapisana w postaci kanonicznej f(z) = a(z — p)? + q z ktérej bardzo szybko mozemy odczyta¢ wspétrzedne wierzchotka paraboli W = (p; q)
. Patrzac sie na wzér funkgji mozemy stwierdzi¢, ze p = —1 oraz ¢ = 5.

Krok 2. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
To zadanie bedzie najprosciej rozwiaza¢ tworzac sobie prosty rysunek pomocniczy na ktérym zaznaczymy funkcje f(x) oraz g(z). O funkdi f(z) wiemy juz, ze ma
swdj wierzchotek w punkcie W = (—1;5), wiemy tez ze bedzie mie¢ ramiona skierowane do dotu (bo wspétczynnik a = —1, czyli jest mniejszy od zera), zatem
catos¢ bedzie wygladac nastepujgco:
y
8 —_
‘F’ ——

6=

_;:_,
o
ol
ot
ot
o .
=~V

Krok 3. Odczytanie rozwiazania.
Osig symetrii funkdji f(x) byta prosta = —1 przechodzaca przez wierzchotek tej paraboli. Przeksztatcajac te funkcje wzgledem osi igrekéw otrzymalismy funkgje
g(z), ktéra swdj wierzchotek ma w punkcie W = (1; 5), zatem tutaj osia symetrii bedzie prosta z = 1.

matematix.pl - Matura prébna z matematyki (poziom podstawowy) - Nowa Era 2016 6/32



Zadanie 12 0-1 pkt

Pan Krzysztof pokonuje trase Warszawa-Krakéw w czasie t ze $rednig predkoscig v. Aby skréci¢ czas podrézy o 20%, pan Krzysztof musi érednia predkosé:

Odpowiedz: A (zwiekszy¢ o 25%)

Krok 1. Wprowadzenie oznaczen i zapisanie réwnan.
Na wstepie mozemy od razu odrzuci¢ dwie ostatnie odpowiedzi, bo nawet na logike nie jest mozliwe to, by jadac z mniejsza predkoscia, pokonaé szybciej ta sama
trase.

Ze wzoru v = § wynika, ze s = v - t. W obydwu przypadkach pokonana trasa jest niezmienna, zmienne za to beda predko$¢ v oraz czas t. Jezeli skrocimy czas
podroézy o 20%, to czas jazdy wyniesie 0, 8¢. W zwigzku z tym mozemy nawet sobie rozpisac, ze:

Standardowa podréz: s = v -t

Podréz o 20% krétsza: s = Vnowa - 0, 8t

Skoro w jednym i drugim przypadku pokonana trasa jest jednakowa, to mozemy zapisac, ze:
v

v+t = Unowa - 0, 8t /:t,v:O,Svmwa /:O,S,vnmva:ﬁ

| tu chyba najtrudniejsza czes$¢ zadania, bowiem jak teraz dowiedzie¢ sie z tego zapisu o ile procent trzeba zwiekszy¢ poszukiwang predkos¢? Kreska utamkowa jest
forma dzielenia, zatem mozemy zastapi¢ 45 dzieleniem v : %. Teraz pamietajac o tym, ze dzielenie to jest mnozenie przez odwrotnos¢, mozemy zapisac ze:

5
Vnowa =V * g > Unowa = U % Vnowa = 1,25V ; Vpowa = 125%v

Skoro nowa predkos¢ stanowi 125% predkosci starej, to znaczy, ze musimy zwiekszy¢ predkosé o 25%.
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Zadanie 13 0-1 pkt

Ciag (ay,) jest okreslony wzorem a,, = 3n2 — 24n + 90 dla n. > 1. Najmniejszy wyraz ciagu (a,,) jest réwny:

V

Odpowiedz: C (—102)

Krok 1. Potraktowanie ciagu jako funkgji.
Potraktujmy nasz ciag jak funkcje, ktdra jest okreslona jedynie dla argumentéw bedacych liczbami naturalnymi. Funkcja swoja najmniejsza lub najwieksza warto$¢
przyjmuje w wierzchotku W = (p; ). To oznacza, ze tak naprawde interesowa¢ nas bedzie poznanie wspdtrzednych wierzchotka paraboli, ale z zastrzezeniem, ze
wspdtrzedna p musi by¢ liczba naturalna.
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Krok 2. Wyznaczenie wspotrzednej p.
Wspotrzedna p obliczymy ze wzoru:
_ b
P="%
Ze wzoru ciggu mozemy odczyta, ze b = —24 oraz a = %. W zwigzku z tym:
—(—24) 24 3 2
=— = — =24: - =24 - =16
p 2 . % k) p % ? p 2 k) p 3 K p

Wspotrzedna p jest liczbg naturalng i to jest bardzo dobra wiadomos¢, bo za chwile bedziemy mogli podstawic te liczbe do wzoru naszego ciggu. Gdyby sie okazato,
Ze p jest réwne np. 16%, to w kolejnym kroku musieliby$my sprawdzi¢ wartos¢ funkgji dla argumentéw n = 16 oraz n = 17.

Krok 3. Wyznaczenie wspotrzednej q.

Wspdtrzedna ¢ moglibysSmy wyznaczy¢ ze wzoru ¢ = %, ale skoro znamy warto$¢ wspodtrzednej p = 16 to mozemy po prostu podstawi¢ do wzoru wartos$é
n = 16 i w ten sposéb obliczymy wartos¢ przyjmowana w tym wierzchotku, czyli warto$¢ wspétrzednej g. Zatem:

3 3 3
q:Z~162724~16+90,q:Z~2567384+90,q:Z~2567384+90,q:1927384+90,q:7102

To oznacza, ze najmniejszg wartoscig przyjmowang przez ten cigg jest wartos¢ 16-stego wyrazu i jest ona réwna —102.
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Zadanie 14 0-1 pkt

Dla pewnego kata ostrego « trzywyrazowy ciag (2sin2a, \/§tga, 2cos2a) jest arytmetyczny. Miara kata « jest rowna:
Odpowiedz: D (30°)
Krok 1. Zapisanie réwnania wynikajacego z wtasnosci ciggdéw arytmetycznych.

Z wiasnosci ciggdw arytmetycznych wiemy, ze dla trzech nastepujgcych po sobie wyrazéw zachodzi nastepujaca relacja:

_a1ta3
=y

Podstawiajac dane z tresci zadania otrzymamy:

— 2sin’a + 2cos’a
V3tga = ——— " —
go 2

Krok 2. Obliczenie wartosci tga.
Jezeli teraz w liczniku wytaczymy przed nawias dwdjke i skorzystamy z jedynki trygonometrycznej sin’a + cos’a = 1 to otrzymamy:

2. (sin? 2 - 2.1 .~ 2 1
\/gtgazw, \/3tga:T,\/3tga:5, \/gtgazl,tga:—
V3

Krok 3. Wyznaczenie miary kata c.
Jak spojrzymy na "mata tabelke trygonometryczng" to takiej wartosci jak % nie znajdziemy. Wszystko dlatego, ze mamy niewymierno$¢ w mianowniku, ktéra

musimy usuna¢. Moglibysmy tez wybrna¢ z tej sytuacji w taki sposéb, ze obliczylibySmy przyblizong wartosé % ~ 0, 5774 i wtedy z duzych tablic odczytalibySmy,

ze interesujacy nas kat ma miare 30°.

Aby usunaé niewymierno$¢ z mianownika musimy licznik i mianownik pomnozy¢ przez /3, otrzymujac:

Teraz z matej tabelki trygonometrycznej mozemy odczytad, ze a = 30°.
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Zadanie 15 0-1 pkt

Kat o jest katem ostrym w trojkacie prostokatnym przedstawionym na rysunku.

N

Liczba 45 jest réwna:

Odpowiedz: B (2\/5)

Krok 1. Obliczenie dtugosci przeciwprostokatnej.
Do obliczenia sinusa bedziemy potrzebowali zna¢ dtugos¢ przeciwprostokatnej, zatem korzystajgc z Twierdzenia Pitagorasa mozemy zapisac, ze:

P (W)=, 9+7=,F=16,c=4 V c=-4

Dtugos¢ przeciwprostokatnej nie moze by¢ ujemna, zatem zostaje nam ¢ = 4.

Krok 2. Obliczenie wartosci sinusa.
Sinus opisuje nam stosunek dtugosci przyprostokatnej lezgcej naprzeciwko kata o do dtugosci przeciwprostokatnej, czyli:

ina = 5
Sl’I’LOt74

Krok 3. Obliczenie wartosci wskazanej liczby.
Naszym zadaniem jest teraz obliczenie wartosci liczby 45, czyli 4%, Korzystajac z wtasnosci poteg i pierwiastkow mozemy zapisac, ze:

= VP = VEi = YT6 d=2Vi= 2P = 2V3
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Zadanie 16 0-1 pkt

Prosta o rownaniu y = —2x tworzy z osig Oz kat rozwarty a (zobacz rysunek ponizej).

A

l--*/l\.J P Al

=Y

Cosinus kata o jest rowny:

- 5
Odpowiedz: D (—‘T‘)

Krok 1. Wyznaczenie punktu przez ktére przechodzi lewe ramie kata.
Z tablic matematycznych mozemy odczyta¢, ze jezeli mamy taka sytuacje jak na powyzszym rysunku, czyli kiedy jedno ramie kata pokrywa sie z osig iksow,
wierzchotek kata znajduje sie w miejscu przeciecia sie osi uktadu wspétrzednych, a drugie ramie przechodzi przez punkt M = (z;y), to:

T
cosa = —
r

gdzie 7 to odlegtos¢ od punktu M do poczatku uktadu wspdtrzednych, ktéra mozemy policzy¢ ze wzoru 7 = v/ z% + 2.

Wyznaczmy zatem najpierw wspotrzedne jakiegos punktu, ktory znajduje sie na lewym ramieniu naszego kata. Skoro lewe ramie mozemy opisa¢ réwnaniem
y = —2, to podstawiajac np. * = —1 otrzymamy:

y=-2-(-1),y=2

To oznacza, ze nasze ramie przechodzi przez punkt M = (—1; 2). Tak na marginesie, to w przypadku takiego zadania zamknietego mogliby$my ten punkt odczytac
wprost z rysunku.

Krok 2. Obliczenie dtugosci r.
W naszym przypadku ramie przechodzi przez punkt M = (—1;2), czyli @ = —1 oraz y = 2. Korzystajac z podanego powyzej wzoru mozemy zapisa¢, ze:

r=vazlt+y*, r= (—1)2—&-22,7’:\/1—&-4,7':\/5

Krok 3. Obliczenie wartoéci cosinusa.
Mamy juz wszystkie potrzebne dane, zatem mozemy zapisa¢, ze:

T V5 -5
cosa = — , oS = —— , COSQ = ———— , COSQL = ———
r

_1. ﬁ
V5 VBB 5 5
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Zadanie 17 0-1 pkt

W okrag o $rodku S wpisano deltoid ABC'D (zobacz rysunek ponizej). Krotsza przekatna deltoidu ma dtugosé 4, a jego najmniejszy kat wewnetrzny ma miare 45°.

D

Pole deltoidu jest rowne:

Odpowiedz: D (8v/2)

Krok 1. Wyznaczenie miary kata BSD.
Spéjrzmy na katy BAD oraz BSD. Sa to katy oparte na tym samym tuku. Kat BAD jest katem wpisanym i znamy jego miare, jest ona rowna 45°. Kat BSD jest
katem Srodkowym, zatem zgodnie z wtasnosciami katow srodkowych i wpisanych (opartych na tym samym tuku) jego miara bedzie dwa razy wieksza, czyli:

|<BSD| =2-45", |<BSD| =90"

Krok 2. Obliczenie dtugosci promienia okregu.

Spdjrzmy na tréjkat SBD. Udowodnilismy przed chwilg, ze jest to trojkat prostokatny. Jego przyprostokatne sg tak naprawde dtugosciami promienia okregu, czyli
bedzie to trojkat prostokatny réownoramienny. Mozna nawet powiedzie¢, ze to jest taka potéwka kwadratu. Z wiasnosci kwadratow oraz trojkatow o katach
45°,45°,90° (a ten trojkat wtasnie takim bedzie) wiemy, ze kwadrat o boku r ma przekatng o dtugosci 2. My wiemy, ze bok BD ma dtugosc 4, zatem:

4 4.2 4?2 -
r\/i:él,r:— r v L,r:Q\/Z

Wyszto nam wiec, ze boki SB oraz SD maja dtugo$c 2V/2, czyli promienie naszego okregu maja dtugosé r = 2v/2.

Krok 3. Obliczenie dtugosci dtuzszej przekatnej deltoidu.
Dtuzsza przekatna deltoidu jest $rednica okregu. Skoro wiec promien ma diugo$é r = 24/2, to:

|AC| =2r, |AC| =2-2V2, |AC| = 4V2
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Krok 4. Obliczenie pola powierzchni deltoidu.
Wiemy juz, ze przekatne deltoidu maja dtugosci 4+/2 oraz 4, zatem:

P:%ef, P:%-4\/§-4, P=2V2.4, P=8V2
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0-1 pkt

Zadanie 18

Dwa okregi: pierwszy o srodku Oy = (—2,4) i promieniu r; = 4 oraz drugi o srodku Oy = (6, 0), s3 styczne zewnetrznie. Promien drugiego okregu jest rowny:

| |
I | ’
12 13 X
-6
T
B
Odpowiedz: B (4(\/5 —-1))
Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Nanoszac na rysunek dane z tresci zadania otrzymamy nastepujaca sytuacje:
¥
| |
1 1 ’
12 13 X

Krok 2. Obliczenie odlegtosci miedzy srodkami okregow.
Obliczmy odlegto$é miedzy $rodkami okregow, czyli dtugo$¢ odcinka |O103|. Korzystajac ze wzoru na dtugo$é odcinka w uktadzie wspdtrzednych mozemy zapisad,

ze:

|010,] = \/(6 - (—2))2 +(0— 4)2 , 0102] = 4/ (6 + 2)2 +(0— 4)2 , 0102 = v 82442 |0102] = V64416, 0105 = V80 , [0102] = V165, |O1
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Krok 3. Obliczenie dtugosci promienia drugiego okregu.
Dtugos¢ drugiego okregu jest roznica miedzy odcinkiem |O10s| i dtugoscig krétszego okregu, zatem:

ra=1]010s| =71, 19 =4V5 -4, 9 =4-(v/5—1)

Zadanie 19 0-1 pkt

Rysunek przedstawia ostrostup prawidtowy trojkatny.

D

B

Kat miedzy $ciana boczna a ptaszczyzna podstawy ostrostupa to:
Odpowiedz: A (<DES)

Katem miedzy $ciang boczna a ptaszczyzng podstawy jest kat DES. Kat ten tworzy wysokos$¢ Sciany bocznej oraz wysoko$¢ trojkata znajdujacego sie w podstawie
(a w tym przypadku bedzie to % takiej wysokosci).
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Zadanie 20 0-1 pkt

Pole powierzchni bocznej walca jest 5 razy wieksze od sumy pél jego podstaw. Miara kata nachylenia przekatnej przekroju osiowego tego walca do podstawy jest w
przyblizeniu réwna:

Odpowiedz: B (68°)
Pole powierzchni bocznej walca wyliczymy ze wzoru:

P, =2nrH

Pole podstawy wyliczymy ze wzoru:

Skoro w walcu mamy dwie podstawy (dolng i gérna), a pole powierzchni bocznej jest 5 razy wieksze od sumy powierzchni tych podstaw to otrzymamy réwnanie:

Pb:5~2-Pp,27r7'H:10-7Tr2 /:7rr,2H:107‘,H:57'

Krok 2. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Naniesmy na rysunek informadcje, ktéra przed chwilg otrzymalismy i zaznaczmy przy okazji poszukiwany kat:
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Krok 3. Obliczenie miary kata nachylenia przekatnej przekroju osiowego walca do podstawy.
Tangens odpowiada stosunkowi dtugosci dwoch przyprostokatnych. Jedna przyprostokatna ma dtugosc 5r, druga ma dtugosé 2r, zatem zgodnie z rysunkiem
mozemy zapisac¢, ze:

5r
tgao = — , tga = 2,5
2r

Z tablic mozemy odczytac, ze tangens przyjmuje warto$¢ okoto 2, 4751 dla kata o mierze 68° oraz wartos¢ okoto 2, 6051 dla kata o mierze 69°. Znacznie blizej jest
do tej pierwszej wartosci, zatem mozemy powiedzie¢, ze nasz poszukiwany kat ma w przyblizeniu 68°.

Zadanie 21 0-1 pkt

Laura ma piec ptyt z muzyka taneczna i trzy z muzyka powazna. Na ile sposobéw Laura moze tak ustawi¢ poszczegdine ptyty na pdtce, aby wszystkie ptyty tego
samego gatunku znalazty sie obok siebie? Wskaz poprawny sposéb obliczen.

Odpowiedz: C(2-5-4-3-2-1-3-2-1)

Rozpatrzmy dwa warianty:

| wariant - najpierw uktadamy ptyty z muzyka taneczna, potem z muzyka powazna.

W tym wariancie najpierw stawiamy pierwszg ptyte taneczna (mamy tutaj pie¢ mozliwosci, bo jest piec takich ptyt), potem stawiamy drugg ptyte taneczng (mamy
tym razem cztery mozliwosci, bo odpada nam ptyta ktéra znalazta sie na pierwszym miejscu) itd. Jak skoficza nam sie ptyty taneczne to stawiamy ptyte z muzyka
powazna (mamy tutaj trzy mozliwosci), potem druga powazna (mamy juz wtedy dwie mozliwosci) i na koniec ostatnig (mamy juz wtedy tylko jedna mozliwos).
Zgodnie z regutg mnozenia liczba sposobdw w jaki mozemy utozy¢ ptyty wyniesie:

5-4-3-2-1-3-2-1

Il wariant - najpierw uktadamy ptyty z muzyka powazna, a potem z muzyka taneczna.
| tutaj analogicznie jak przed chwilg, tylko w zmienionej kolejnosci bedziemy mie¢ zgodnie z reguta mnozenia:

3-2-1-5-4-3-2-1

Widzimy wyraznie, ze liczba sposobdw utozenia ptyt w obydwu wariantach jest sobie rowna (tak naprawde w jednym i drugim mnozeniu mamy tylko pozamieniane
czynniki). My mozemy utozy¢ ptyty na pierwszy lub drugi sposéb, wiec tych sposobéw bedzie po prostu 2 razy wiecej niz w pierwszym czy drugim wariancie. Z tego
tez wzgledu wszystkich mozliwosci bedziemy miec:

2:5-4-3-2-1-3-2-1
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Zadanie 22 0-1 pkt

W tabeli podano oceny z matematyki czterech uczniéw pewnej klasy.

uczen oceny
Ada 4,4,4,5,5
Basia 3,3,3,4,4
Czarek 1,1,2,2,2
Darek 1,1,5,5,5

Oceny ktérego ucznia wykazuja najwieksze odchylenie standardowe?

Odpowiedz: D (Darka)

Odchylenie standardowe mozemy obliczy¢ korzystajac np. ze wzoru:

2 2 2
U:\/w,w
n

Musieliby$Smy wiec obliczy¢ Srednig arytmetyczng dla kazdego ucznia (to jest to wtasnie a znajdujace sie we wzorze), a nastepnie musielibysmy podstawia¢ do tego
wzoru poszczegdlne oceny. Jest to dos¢ sporo liczenia, ale tak przyktadowo dla Ady obliczenia wygladatyby nastepujaco:

_ 44+4+4+5+5 22 _
a=—""——,a=—,a=4,4

5 5

Odchylenie standardowe wyniostoby wiec:

Cr 2121545 161167161251 25 98 98 —_—
a:\/ + +5+5+5 _(4,42),(7:\/ + +5+ + —19,36aa:\/?—19,36’a:\/?—19,36»U:\/19v6*19:367‘7:

Jednak do tego zadania powinnismy podejs¢ nieco inaczej. To zadanie tak prawde moéwiac bardziej sprawdza to, czy rozumiemy czym jest odchylenie standardowe.
Powinnismy zauwazy¢, ze odchylenie standardowe jest tym wieksze im bardziej poszczegélne liczby odstajg od $redniej. Oceny Ady, Basi i Czarka s niemalze
jednolite. Oceny Darka sa juz bardziej "rozstrzelone", bo Darek ma same skrajne oceny. To sprawia, ze kazda z ocen bedzie mocno odstawac od $redniej
arytmetycznej i tym samym odchylenie standardowe bedzie tutaj bardzo wysokie. To wtasnie dlatego bez zadnego liczenia mozemy powiedzie¢, ze odchylenie
standardowe ocen Darka bedzie zdecydowanie najwigksze.
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Zadanie 23 0-1 pkt

W urnie jest o 10 kul biatych wiecej niz czarnych. Z urny losujemy jedna kule. Prawdopodobienistwo wylosowania kuli biatej jest rowne %. Ile wszystkich kul jest w
urnie?

Odpowiedz: B (20)

Krok 1. Wprowadzenie oznaczen do zadania.
Z tresci zadania wynika, ze:

x - liczba kul czarnych

z + 10 - liczba kul biatych

To z kolei oznacza, ze wszystkich kul bedziemy miec:

z+z+10 =2z + 10

Krok 2. Wyznaczenie liczby czarnych kul.
Wiemy, ze prawdopodobienstwo wylosowania biatej kuli jest rowne %. Jezeli wigc potraktujemy wylosowanie biatej kuli jako zdarzenie sprzyjajace |A| = = + 10, a
liczbe wszystkich kul jako liczbe zdarzen elementarnych |£2| = 2z + 10, to powstanie nam réwnanie:

_ 4l 3 z+10

P(A) = ST
) 2[4 2w+10

Mnozac na krzyz otrzymamy:

3-(224+10) =4-(z+10), 62 +30 =4z +40, 22 =10,z =5

To oznacza, ze mamy 5 kul czarnych.

Krok 3. Obliczenie ilosci wszystkich kul.
Skoro kul biatych jest 10 wiecej, to biatych kul bedziemy mie¢ 5 + 10 = 15. Naszym zadaniem jest powiedzenie ile jest wszystkich kul w urnie, a tych bedzie tacznie:

5415 =20

Ewentualnie skoro ¢ = 5, a wszystkich kul jest 2z + 10, to:

2-5+10=10+10=20
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Zadanie 24 0-2 pkt

Wyznacz zbiér wszystkich argumentéw z, dla ktérych funkga kwadratowa f(z) = %m2 + 2z + 2 przyjmuje wieksze wartosci niz funkga liniowa g(z) = —z + 2.

—0 O

Odpowiedz: \(x\in(-\infty;-6)\c

Krok 1. Zapisanie nieréwnosci kwadratowej.
Skoro funkgja f(z) ma przyjmowa¢ wieksze wartosci niz funkgja g(z), to musi zajé¢ nastepujaca nierdwnosé:

1, 1, 2
2x +2m+2>fx+2,2x +3x>0 -2, 2"+ 6x>0

Krok 2. Obliczenie miejsc zerowych wielomianu.
Powstata nam klasyczna nieréwnoé¢ kwadratowa, ktérej rozwiazywanie zaczniemy od wyznaczenia miejsc zerowych. Musimy wiec sprawdzi¢ kiedy x2 + 6z jest
rowne 0, zatem:

22 4+6z=0,z-(2+6)=0,2=0 V z=-6

Krok 3. Szkicowanie wykresu paraboli.
Z racji tego, iz wspotczynnik kierunkowy a jest dodatni, to parabola bedzie mie¢ ramiona skierowane do géry. Zaznaczamy wiec na osi wyznaczone miejsca zerowe
z = 0 oraz x = —6 (kropki beda niezamalowane, bo w nieréwnosci wystapit znak >) i rysujemy parabole:

V

—6 O

Krok 4. Odczytanie rozwiazania.
Interesuja nas wyniki wigksze od zera, zatem interesuje nas to co znalazto sie nad osia. To oznacza, ze rozwigzaniem tej nierbwnosci jest suma przedziatow:

z € (—o0; —6) U (0; +00)
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Zadanie 25 0-2 pkt

Dla jakich warto$ci m réwnanie z(3z — 6)(z® + 27)(z + m) = 0 z niewiadoma & ma trzy rézne rozwiazania?
Odpowiedz: m € {-2,0, 3}
Krok 1. Wyznaczenie rozwigzah réwnania.

Korzystajac z wkasnosci postaci iloczynowej mozemy przyréwnac poszczegdlne wyrazenia do zera, otrzymujac:

z=0 V 3z-6=0 V 2427=0 V z+m=0,z=0 V 3z=6 V 2°=-27 V z=-m,z=0 V =2 V z=-3

Krok 2. Interpretacja otrzymanego wyniku.

Chcemy, by nasze réwnanie miato trzy rézne rozwigzania. Widzimy, ze otrzymaliémy juz trzy konkretne wartosci ¢ = 0,z = 2, x = —3, a to oznacza, ze cate
rownanie bedzie miato trzy rozwigzania tylko wtedy, gdy réwnanie x = —m "zdubluje sie" z otrzymanym juz wynikiem. Mozemy wiec zapisa¢, ze rownanie ma trzy
rozwigzania, gdy (uwaga na znakil):

m=0 V m=-2 V m=3

Mozemy nawet zapisa¢, ze m € {—2,0, 3}.

Zadanie 26 0-2 pkt

Ustalono, ze w pewnym jeziorze populacja zagrozonego gatunku ryb maleje kazdego roku o 30%, a na poczatku badan wynosita 50 tys. sztuk. Podaj wzér funkgji
wyrazajacej liczebnos¢ tej populadji po uptywie ¢ lat i oblicz, ile ryb zagrozonego gatunku byto w jeziorze po trzech latach od chwili rozpoczecia badan.

Odpowiedz: \(p_{t}=50000\cdot(0

Krok 1. Zapisanie wzoru funkgji.

Przeanalizujmy sobie cata sytuacje:

Po uptywie roku populacja wyniesie: p; = 50000 - 0, 7

Po uptywie dwéch lat populacja wyniesie: p, = 50000 - 0,7 - 0,7 = 50000 - (0, 7)?

Po uptywie trzech lat populacja wyniesie: p3 = 50000 - 0,7 - 0,7 - 0,7 = 50000 - (0, 7)3

I tutaj mozemy dostrzec juz pewng prawidtowos¢, dzieki ktérej bedziemy w stanie zapisa¢, ze po uptywie ¢ lat populacja wyniesie: p: = 50000 - (0, 7)*

Krok 2. Obliczenie ilosci ryb po trzech latach.

Korzystajac z uzyskanego wzoru lub z fragmentu naszej analizy mozemy zapisa¢, ze po uptywie trzech lat liczba ryb wyniesie:

p3 = 50000 - (0,7)*, ps = 50000 - 0,343 , p3 = 17150

Zadanie 27 0-2 pkt

Udowodnij, ze réznica kwadratow dowolnej liczby pierwszej p > 2 i liczby o dwa od niej mniejszej jest podzielna przez 8.

Odpowiedz: Udowodniono rozpisuj

Krok 1. Zapisanie wyrazenia na podstawie tresci zadania.
Jezeli przyjmiemy, ze p jest dowolng liczba pierwsza, to liczbg o dwa od niej mniejszg bedzie liczba p — 2. W zwigzku z tym skoro interesuje nas réznica kwadratow
tych dwoch liczb, to musimy sprawdzi¢ warto$¢ wyrazenia:

P—(p-2)7°

Korzystajac ze wzoréw skréconego mnozenia mozemy powyzsze wyrazenie rozpisac jako:

- —4p+4)=p —p+4p-4=4p—4=4-(p—1)

Krok 2. Interpretacja otrzymanego wyniku.

Skoro liczba p jest tak zwana liczba pierwsza i p > 2 (bo tak wynika z tresci zadania), to na pewno jest to liczba nieparzysta (bo wszystkie liczby pierwsze oprocz
dwdjki sg nieparzyste). Skoro tak, to liczba p — 1 (ktdra znalazta sie w nawiasie naszego przeksztatconego wyrazenia) bedzie liczbg parzysta. Na matematyce liczby
parzyste zapisujemy jako 2n, gdzie n jest liczba nieparzystg. Nasze wyrazenie moglibySmy wiec zapisac jako:

4-2n=28n

Otrzymany w ten sposéb wynik dowodzi, ze ta liczba musi by¢ podzielna przez 8.
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Zadanie 28 0-2 pkt

W trapezie prostokatnym ABCD, w ktérym AB||CD i |AB| = 2|CD]|, poprowadzono przekatne AC i BD, przecinajace sie w punkcie S. Udowodnij, ze
odlegtos¢ punktu S od ramienia AD, prostopadtego do podstaw, jest trzy razy mnigjsza niz dtugo$¢ podstawy AB.

D C

A B

Odpowiedz: Udowodniono korzysta

Krok 1. Dostrzezenie podobienstwa tréjkatow.

Spojrzmy na tréjkaty ABS oraz CDS. Sa to trojkaty podobne i wiemy to na podstawie cechy kat-kat-kat, co wynika wprost z wtasnosci katéw naprzemianlegtych
oraz wierzchotkowych.

D C

A B

Krok 2. Obliczenie skali podobienstwa.
Jezeli przyjmiemy, ze tréjkat C DS jest trojkatem podstawowym, a trojkat ABS trojkatem podobnym, to skala podobienstwa wyniesie:

_ |48
~[cD|

Z tresci zadania wynika, ze |AB| = 2|CD|, zatem:

_2cD|
~|cp] T

Uwaga: Gdybysmy przyjeli, ze trojkat ABS jest podstawowy, a trojkat C DS jest podobny, to skala podobienistwa bedzie réwna k = % i jest to jak najbardziej
poprawny tok rozwigzywania zadania. Rdznica jest tylko taka, ze w dalszych krokach trzeba konsekwentnie odnosic¢ sie do wybranej przez siebie figury podobne;.

Krok 3. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Zaznaczmy na rysunku poszukiwang odlegtos¢ punktu S od ramienia AD i zobaczmy co nam w tym momencie powstanie:
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P S

2h 2h

A B

Tutaj kluczowa obserwagja jest to, co wynika ze skali podobienstwa k = 2. Jezeli wysokos¢ trojkata C' DS ma dtugosé h, to wysokos¢ trojkata ABS bedzie
dwukrotnie dtuzsza, czyli wyniesie 2h. To z kolei prowadzi nas do wniosku, ze odcinek AD ma miare réwna h + 2h = 3h.

Krok 4. Dostrzezenie podobienstwa tréjkatow.
Spojrzmy teraz na trojkaty ABD oraz PSD. Te trojkaty sa takze podobne (wynika to z cechy kat-kat-kat, bowiem odcinek PS jest rownolegty do odcinka AB).
Jezeli wiec odcinek PD jest trzykrotnie krétszy od odcinka AD, to odcinek P.S bedzie takze trzykrotnie krétszy od odcinka AB.

Mozemy to nawet zapisa¢ matematycznie w formie proporgji. Jezeli przyjmiemy, ze tréjkat ABD jest trojkatem podstawowym, a trojkat PSD jest trojkatem
podobnym, to skala podobienstwa wyniesie:
__|PD| h 1

k= k==
3

k= |AD| " " 3h

Z tego tez wzgledu kazdy odcinek trojkata podobnego PSD jest trzykrotnie krotszy od odpowiadajacemu mu odcinkowi tréjkata podstawowego ABD, zatem
|PS| = %+|AB|, co nalezato udowodni¢.
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Zadanie 29 0-2 pkt

Punkty A = (72\/57 0), B=(0,0),C = (\/3, 3) sa kolejnymi wierzchotkami szesciokata foremnego ABCDEF. Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej
przekatna AD tego szesciokata.

E D/

/A B

Odpowiedz: y = V32 +6

Krok 1. Wyznaczenie wspétczynnika kierunkowego a prostej BC.

Kluczem do rozwiazania tego zadania jest dostrzezenie, ze proste BC oraz AD sa wzgledem siebie rownolegte. Jezeli wiec wyznaczymy wspotczynnik kierunkowy a
prostej BC' (a nie jest to trudne, bo znamy wspotrzedne punktéw B oraz C), to bedziemy bardzo blisko odnalezienia réwnania prostej przechodzacej przez
przekatna AD.

Oczywiscie mozemy wyznaczy¢ cate réwnanie prostej BC' (np. z metody uktadu réwnan), ale nam wystarczy poznanie wspotczynnika a tej prostej, a dokonamy tego
Za pomoca prostego wzoru:

_ Y% —YB

-0 3 3.3 3v3
V3 _\/7a:\/§

) @ = ; a

3
, a= = a=
L BV R RV ROV R

Krok 2. Wyznaczenie réwnania prostej AD.

Wiemy, ze prosta AD jest rownolegta do prostej BC, zatem wspdtczynnik kierunkowy a tej prostej bedzie réwny V3. Mozemy wiec powiedzie¢, ze nasza prosta
bedzie sie wyraza¢ rbwnaniem y = V3z +b. Musimy jeszcze pozna¢ warto$¢ wspdtczynnika b, a dokonamy tego podstawiajac wspdtrzedne punktu przez ktore ta
prosta przechodzi, czyli punktu A = (—2+/3,0):

y=vV3x+b,0=+3-(-2v3)+b,0=-2-3+b,b=6

Skoro wspotczynnik b = 6, to nasza prosta AD wyraza sie rownaniem y = 3z + 6.
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Zadanie 30 0-2 pkt

Na rysunku pokazano cigg kwadratéw. Kazdy nastepny kwadrat ma z poprzednim wspdlny tylko jeden wierzchotek i dwa razy wigksza niz on dtugos¢ boku.
Wiedzac, ze czwarty kwadrat ma bok dtugosci 8, oblicz dtugos¢ tamanej narysowanej pogrubiona linia, ograniczajaca kwadraty od pierwszego do dziesigtego.

n itd.

8

Odpowiedz: L = 3069

Krok 1. Dostrzezenie ciggu geometrycznego.
Patrzac sie na opisang sytuacje powinniémy dostrzec, ze dtugosci bokéw kolejnych kwadratéw uktadaja sie w cigg geometryczny w ktérym a, = 8 (bo czwarty
kwadrat ma dtugos¢ boku réwna 8) oraz ¢ = 2 (bo kazdy kolejny kwadrat jest dwukrotnie wigkszy).

Krok 2. Obliczenie wartosci pierwszego wyrazu.
Za chwile do naszych obliczen bedziemy potrzebowac wartosci pierwszego wyrazu, zatem juz teraz mozemy jg wyznaczy¢. Korzystajgc ze wzoru na n-ty wyraz ciggu
geometrycznego otrzymamy, ze:

ay =a;-q

Skoro a4 = 8 oraz ¢ = 2, to:

8=a;-2°,8=a;-8,a1=1

Krok 3. Obliczenie dtugosci poszukiwanej tamanej.
Skorzystamy tutaj ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciaggu geometrycznego:

1—q"

Sp=ay- 1—g

Jest jednak pewne zastrzezenie, ktére musimy sobie zrobic i to jest chyba gtéwna putapka w tym zadaniu. Jak podstawimy sobie do powyzszego wzoru n = 10 to
otrzymamy tak naprawde informacje o tym jaka jest suma dtugosci pojedynczych bokéw pierwszych dziesieciu kwadratéw (czyli tak na chtopski rozum dowiemy sie
ile tojest 1 + 2 4+ 4 + 8+...). Tymczasem na nasza tamana sktadaja sie az trzy boki kazdego kwadratu, zatem nas interesowatoby poznanie dtugosci
1+14+14+2+24+2+4+4+4+ 8+ 8+ 8...Ztego tez wzgledu dtugos¢ naszej tamanej (oznaczmy ja sobie jako L) bedzie trzykrotnie dtuzsza od
obliczonego S1¢. Cato$¢ mozemy rozpisa¢ nastepujgco:

1—q'° 1210 1210 1-1024
L=3-S9,L=3a- 7‘1 ,L=3-1- T3 ,L:3~1-—,L:3~T

5 . L=3-1023, L = 3069
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Zadanie 31 0-4 pkt

W koszyku jest pie¢ kul o numerach 1, 2, 3, 6, 9. Losujemy kolejno bez zwracania trzy kule i zapisujemy ich numery, tworzac liczbe trzycyfrowa: numer pierwszej
wylosowanej kuli jest cyfra setek, drugiej - cyfra dziesiatek, a trzeciej - cyfra jednosci zapisanej liczby. Oblicz prawdopodobienstwo, ze otrzymamy liczbe podzielng
przez 3. Wynik podaj w postaci utamka nieskracalnego.

Odpowiedz: P(4) = 2

Krok 1. Ustalenie liczby wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych.

Skoro kule losowane sg bez zwracania i losujemy trzy kule, to za pierwszym razem mozemy wyciagna¢ jedna z pieciu kul, za drugim razem jedng z czterech kul (bo
jedna jest juz odrzucona), a za trzecim razem jedna z trzech kul (bo dwie s3 juz odrzucone). To oznacza, ze zgodnie z regutg mnozenia wszystkich zdarzen
elementarnych bedziemy mie¢ [2] = 5-4 - 3 = 60.

Krok 2. Ustalenie liczby zdarzen sprzyjajacych.

Sprzyjajacymi zdarzeniami sa wszystkie te sytuacje w ktérych wylosowana liczba jest podzielna przez 3. Aby liczba byta podzielna przez 3 to suma jej cyfr musi by¢
podzielna przez 3. Musimy sie wiec najpierw zastanowic jakie komplety trzech cyfr dadza nam oczekiwang sume. Przy okazji trzeba pamietac, ze liczby nie moga sie
powtarza¢ (bo losowanie jest bez zwracania). W zwigzku z tym pasujacymi kompletami beda:

{1,2,3},{1,2,6},{1,2,9},{3,6,9}

Ale to nie koniec. To, ze mamy cztery komplety takich cyfr nie kofczy obliczania liczby zdarzen sprzyjajacych, bo tak przyktadowo z kompletu cyfr 1,2, 3 mozemy
otrzymac np. 123, 132, 321 i inne. Musimy sie wiec jeszcze zastanowic ile liczb z kazdej takiej "trojki” cyfr mozemy utozy¢. Z reguty mnozenia wynika, ze z kazdej

takiej trojki utozymy 3 - 2 - 1 = 6 liczb. Skoro mamy cztery takie komplety trojek, to tacznie wszystkich zdarzen sprzyjajacych bedziemy mie¢ 4 - 6 = 24, stad tez
mozemy napisa¢, ze |A| = 24.

Krok 3. Obliczenie prawdopodobienstwa.
Prawdopodobienstwo obliczymy korzystajac ze wzoru:

Al 24 2
]2 60 5
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Zadanie 32 0-4 pkt

W tréjkacie prostokatnym ABC punkty A = (—4,1) i B = (7, —2) sa koncami przeciwprostokatnej. Prosta o réwnaniu y = %z + % zawiera jedna z
przyprostokatnych tego tréjkata. Oblicz dtugos¢ srodkowej BS w tréjkacie ABC.
Ay

10~

94

o

74

6

Odpowiedz: \(|BS|=\frac{5\sqrt{

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.

Rozwigzywanie zadania rozpocznijmy od narysowania uktadu wspoétrzednych i zaznaczenia na nim danych z tresci zadania:
¥

10+
94
8
74
66—

c

4__ -

Krok 2. Wyznaczenie réwnania prostej BC.

Z rysunku wynika, ze prosta o réwnaniu y = %z + % przechodzi przez bok AC'. Widzimy tez, ze prosta BC jest prostopadta do tej prostej, a to pozwoli nam
wyznaczy¢ wspotczynnik kierunkowy a prostej BC. Dwie proste s wzgledem siebie prostopadte tylko wtedy, gdy iloczyn ich wspotczynnikdw kierunkowych jest
rowny —1. Skoro pierwsza prosta ma a = % to druga prosta bedzie mie¢ a = —3, bo % - (—3) = —1. To oznacza, ze prosta BC wyraza sie wzoremy = —3z + b

. Do poznania petnego wzoru musimy jeszcze tylko wyznaczy¢ wspdtczynnik b tej proste;.

Wspdtezynnik b prostej BC' wyznaczymy podstawiajac do postaci y = —3z + b wspdtrzedne jednego z punktdw, ktdry do tej prostej nalezy. Podstawiajac zatem
wspbdtrzedne punktu B = (7, —2) otrzymamy:

y=-3z+b, —2=-3-7T+b, —2=-21+b,b=19

To oznacza, ze prosta BC' wyraza sie rownaniem y = —3z + 19.
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Krok 3. Wyznaczenie wspétrzednych punktu C.
Punkt C jest miejscem przeciecia sie prostej AC' oraz prostej BC. Z geometrycznej interpretacji uktadu rownan wiemy, ze tworzac uktad réwnan sktadajacy sie z
dwadch prostych otrzymamy miejsce ich przecigcia sie. W zwiazku z tym musimy rozwigzac¢ nastepujacy uktad réownan:

y=gz+3 ,
y=—3z+ 19

Ten uktad réwnan najprosciej bedzie rozwigzac korzystajac z metody podstawiania. Otrzymamy wtedy:

1 7 1 2 10 50
= —=_ 19, 32 =162, —p = — =
3m+3 3z+19, 3;1: 637 3ac 3 , =25

Znamy juz wartos¢ wspotrzednej iksowej punktu C, a wspétrzedng igrekowa obliczymy podstawiajac = 5 do dowolnego z réwnan (np. drugiego), zatem:

y=-3z+19,y=-3-5+19,y=-15+19,y=4

To oznacza, ze C' = (5;4).

Krok 4. Wyznaczenie wspdtrzednych punktu S.
Punkt S jest srodkiem odcinka AC, zatem korzystajac ze wzoru na $rodek odcinka wyjdzie nam, ze:

_(matzo yatuyo (445 144 (15
S_( 2 72 >’S_< 2 2 )57 902

Krok 5. Obliczenie dtugosci odcinka BS.
Znajac wspotrzedne punktu B = (7,—2) oraz S = (%, %) mozemy bez problemu obliczy¢ poszukiwang dtugos¢ odcinka BS:

1851 = /(s — 25 + (vs — up), |BS| = \/(é ) (3-0) msi= \/(6§)Z+ (3+2)" s \/(§)+ () imsi=
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Zadanie 33 0-5 pkt

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym (zobacz rysunek ponizej) punkt O jest punktem przeciecia przekatnych podstawy dolnej, a odcinek OC” jest o 4
dtuzszy od przekatnej podstawy. Graniastostup ten przecieto ptaszczyzng przechodzaca przez przekatng BD podstawy dolnej i wierzchotek C' podstawy gornej.
Pole figury otrzymanej w wyniku przekroju jest rowne 48. Zaznacz te figure na rysunku ponizej i oblicz objetos¢ graniastostupa.

D C'

Odpowiedz: V = 256+/2 (p

Krok 1. Sporzadzenie rysunku pomocniczego.
Na poczatek naniesmy na rysunek dane z tresci zadania i przy okazji wykonajmy jeden z celéw tego zadania, czyli zaznaczmy poszukiwana figure:
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P 0
A B

Krok 2. Obliczenie dtugosci odcinka BD.
Odcinek BD jest podstawa naszego trojkata, ktéry znalazt sie w przekroju. Jezeli oznaczymy sobie te dtugosc jako d, to z tresci zadania wynika, ze wysokos¢ tego
tréjkata OC’ ma dhugoséé d + 4. Skoro pole tréjkata jest rowne 48, to otrzymamy nastepujace réwnanie:

1 1
P:Eah,48:—-d~(d+4),48:5d2+2d /-2,96:d2+4d,d2+4d—96:0

N[ =

Powstato nam réwnanie kwadratowe w postaci ogélnej, ktére mozemy rozwigzac obliczajac klasyczna delte:
Wspétczynniki:a = 1, b =4, ¢ = —96

A=b—dac=4>—4.1-(—96) = 16 — (—384) = 16 + 384 = 400 , VA = v/400 = 20

-b—VA —4 — 20 —24 -b+VvA —4 420 16
d = = = =_12,dy = + = + = =8
2a 2-1 2 2a 2-1 2

Otrzymalismy dwie mozliwosci, ale ujemny wynik musimy odrzuci¢, bo dtugo$¢ przekatnej podstawy musi by¢ liczbg dodatnig. W zwigzku z tym d = 8.

Krok 3. Obliczenie wysokosci graniastostupa.
Spéjrzmy na tréjkat prostokatny OCC'. Dolna podstawa bedzie miata dtugoéé potowy przekatnej (ktérg przed chwila wyznaczylismy). Mozemy nawet zapisaé, ze:

1 1
00| = 5d, [0C| = 5 -8, |0C]| = 4

Praktycznie znamy tez dtugos¢ przeciwprostokatnej tego trojkata, bo z tresci zadania wynika, ze jest ona o 4 dtuzsza od przekatnej podstawy, zatem:

0C'| =d+4, |0C"| =8+4, |0C| =12

Znajac miary dwoch bokéw tréjkata OCC’ mozemy korzystajac z Twierdzenia Pitagorasa obliczy¢ dtugoéé trzeciego boku, ktéry jest jednoczeénie wysokoécia
naszego graniastostupa:

|OC)P+H>=|0C')?, 4+ H* =122, 16 + H> =144, H? =128, H=+128 Vv H=—-V/128
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Wysokos¢ nie moze by¢ oczywiscie ujemna, zatem zostaje nam H = V128, co mozemy jeszcze rozpisaé jako H = /64 -2 = 8v/2.

Krok 4. Obliczenie dtugosci krawedzi podstawy.

Wiemy juz, ze w podstawie znajduje sie kwadrat o przekatnej dtugosci d = 8. Z wtasnosci kwadratéw wynika, ze kwadrat o boku a ma przekatna o dtugosci av'2,
zatem:

8 8-v2 8v2
a\/§:8,a:—,a:—\/— ,a:—\/ ,a:4\/§
V2 V2.2 2

Krok 5. Obliczenie objetosci graniastostupa.
W podstawie graniastostupa znajduje sie kwadrat o boku a = 44/2, wiemy tez ze wysokos¢ bryty jest rowna H = 8v/2, zatem:

V=P, H,V=a>H,V=(4v2)?8/2,V=16-2-8/2, V = 256v2
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